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Zu  ihr  proj  Motivische  II.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  —  z.  Theil  in 
eu   der  S  Typon  geradliniger  Flächen  III.  Ordnung  (mit  ihren 

t  solche  II    Ordnung. 

Lid  gleich  grosse  Kreise  zeigen,  jenachdem  sie  behufs  Verbindung 

immig  in  parallele  Ebenen  gelegt  worden,  durch  stetige  Bewegung 

Mibüschel  in  elliptische  Cylinder,  Rotationscylinder,  in  Rotations- 

J,  sowie  in  verschiedene  Flächen  IV.  Ordnung; 

leubüschel   in  dn&  gerade  Kreisconoid  und  verschiedene  andere 

[Dung   mit   Doppclcurven,    endlich    in    eine  dem   Plücker'schen 

Ordnung. 

I.SS  sie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette  umfassen  können. 

^ctivisch  ähnlichen  Kreise  aus  Modell  III.  erhält  man  weitere  Arten 

oloide  mit  beiden  Schaaren  Gerader,  durch  Combination  mit 
iböloiden  (durch  Uebergang  aus  Cylinder  mit  Tangentialebene) 
indschiefen  Paraltoloids  mit  Cylinder,  Kegel  und  Hyperboloid  etc. 

ie  von  ea.  4  üragungen  können  die  verschiedensten  Arten  rechts 
axialer)  Scbraubenflächen,  ihre  Selbstschnitte,   ihr  Schnitt   mit 
er  Scbradbeuflitehen  von  gleicher  Axe  etc.  gezeigt  werden.  —  Die 
iigen  Uehergang  in  einander  überführen. 


er  Modelle  T*— IV.  und  zur  Fixirung  der  erzeugten 
rei  schiebbaren  Kugelgelenken  versehenes  Statif. 
in   allen  ihren  Thellen  nur   aus  Metall   und   sind 
die  erzeugten  Gebilde  selbst  in  grösseren  Auditorien 
es  Vortragest  deutlich  gesehen  werden  können. 

Serie  mit  Statif  200  Mk. 

iell  No.  I.  (Doppelmodell)  40  Mk.    No.  IL  25  Mk. 

o.  V.  (iO  Mk.  und  das  Statif  30  Mk. 

h*lbstkosten  in  Anrechnung  gebracht.    Die  Zusendung 

ller^. 


Winckelmann  &  Söhne, 

Verlagsbuchhandlung, 


rs^ 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


Grunert;  Ueh^r  Nemt&n*s  Methode  sur  Besvhreiäung  efc 


Ueber  NowtoD's  Metliode  zwr  Beschreibung  eines 

KegelschiiittR,  welcher  durch  vier  gegel>ene  Punkte 

geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade 

Linie  beruhigt. 


mm 
Johann  August  Grunert 


In  dem  unstorblicbcn  Werke,  in  welchem  Newton  nns  die  Grund- 
lagen des  Weltsystems  aufgedeckt  hat,  ist  von  demBelben  auch  der 
Beschreibung  yon  Kegelscbnitten,  welche  durch  gegebene  Punkte  gehen 
und  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linien  berühren,  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet  worden,  und  ich  beabsicbtige,  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  die  Leser  dieser  Zeitschrift  mit  den  von  Newton 
zur  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben  gegebenen  schönen  Construc- 
tionen.  welchen,  wie  es  mir  scheint,  bisher  bei  Weitem  nicht  Beach- 
tung genug  geschenkt  wurden  ist,  näher  bekaimt  zn  machen. 

Zuerst  wird  sich  die  vorliegende  Abhandlung  mit  der  Beschrei- 
bung eines  Kegelschnitts  beschäftigen,  welcher  durch  vier  gegebene 
Punkte  gehen  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade  Linie  be- 
rühren soll. 

In  seiner  Bearbeitung  der  Salmon'schen  Analytischen 
Geometrie  der  Kcgeisclmitto.  (Leipzig-  18G0.).  S.  588. 
sagt  Herr  W.  Fiedler  von  dieser  Aufgabe:  „Vier  Punkte  und 
eine  Tangente.  Wir  haben  eine  Methode  zur  Auflösung  dieser 
Aufgabe  bereits  im  Art.  41G  bezeichnet  und  erinnern,  dass  der  Be- 
rührungspunkt der  gegebenen  Tangente,  dessen  Bestimmung  die  Auf- 

Ten  LXV.  U 
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2  Orunert:  Ueher  Newton' s  Methode 

gäbe  lösen  würde*),  BrennpuDkl  einer  Involution  ist,  welche  von  den 
Gegenseitenpaaren  des  gegebenen  Vierecks  in  ihr  bestimmt  wird. 
Die  Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen,  eine  Constmction  durcli  lineare 
Operationen  allein  ist  nieht  zu  «erwarten/' **)  Ich  gestehe,  dass 
mir  diese  letztere  Bemerkung  nicht  recht  verständlich  ist  und  etwas 
voreilig  oder  unüberlegt  zu  sein  scheint.  Verstehe  ich  aber  dieselbe 
recht,  so  muss  ich  —  jede  Aufklärung  übrigens  gern  acceptirend  — 
annehmen,  dass  Herr  Fiedler  von  New  ton 's  berühmtem  und 
wahrhaft  unsterblichem  Werke,  als  er  obige  Bemerkung  niederschrieb, 
gar  keine  nähere  Kenntniss  gehabt  hat.  Denn  die  von  Newton  ge- 
gebene Constmction  nimmt  in  der  Tat  nur  lineare  Operationen  in 
Anspruch,  wenigstens  solche,  von  denen  bei  Lösungen 
von  Aufgaben  über  die  Beschreibung  von  gewissen  Be- 
dingungen entsprechenden  Kegelschnitten,  die  keine 
organischen  sind,  überhaupt  nur  die  Rede  sein  kann. 

Ob  femer,  wenn  Herr  Fiedler  am  obigen  Orte  sagt:  „Die 
Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen'',  damit  gesagt  sein  soll,  dass 
die  Aufgabe  immer  wirklich  zwei  Auflösungen  zulasse,  muss  ich  da- 
hin gestellt  sein  lassen,  glaube  aber  —  indem  ich  auf  meine  vorher- 
gehende Abhandlung  verweise  —  dass  wenigstens  eine  vorsichti- 
gere Ausdrucksweise  wohl  anzuraten  gewesen  sein  möchte. 


§.  1. 

Ich  will  in  diesem  Paragraphen  zuerst  einen  übrigens  schon  be- 
kannten allgemeinen  Satz  von  den  Kegelschnitten  analytisch  in  völli- 
ger Allgemeinheit  beweisen,  der  zwar  zu  der  Aufgabe,  mit  der  wir 
uns  hier  beschäftigen  wollen,  nicht  in  unmittelbarer  Beziehung  steht, 
der  aber  von  den  Commentatoren  des  berühmten  Newton'schen  Werks 
bei  dem  Beweise  eines  anderen  merkwürdigen  Satzes  von  den  Kegel- 
schnitten, auf  dem  die  Auflösung  der  in  Bede  stehenden  Aufgabe 
vorzüglich  berahet,  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  in  einer  Weise 
jedoch,  die  mir  weiüäuflg  und  selbst  nicht  allgemein  genug  zu  sein 
scheint,  weshalb  ich  auch  im  Folgenden  von  dieser  BeweisfÜhmng 
keinen  Gebrauch  gemacht  habe. 


*)  natürlich. 

**)  In  der  zweiten  Ausgabe  (Leipzig.  1866.  S.  574.)  des  genannten  Werks 
lauten  diese  letzteren,  hier  durch  grössere  Schrift  ausgezeichneten  Worte,  auf 
die  es  hier  allein  ankommt,  in  wenig  anderer  Fassung  wie  folgt:  „Weil 
zwei  Auflösungen  dem  Problem  entsprechen,  so  kann  eine 
lineare  Construction  für  dasselbe  nicht  erwartet  werden." 
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zur  Besehreibung  eines  Kegelschnitts  etc,  3 

Die  Gleichung  eines  Eegelschnitts  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
sei: 

Ax^+By*+2Cxy+2Dx+2Ey-{-F^  0. 

Ein  beliebiger  Punkt  sei  (fg).    Setzt  man: 

80  wird  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

A{f+(x-^f)}^+B{g+(y^g)}^+2C\f+{x-^f)}{9+(y-9)] 
+2D{f+{x^/)}  +  2E{g  +  (y^g)]+F^0, 

und  folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

«  =  ^, 

g  =  Af^+Bg^+2Cfy  +  2Df+2Eg+F 
setzt: 

Durch  den  Punkt  (fg)  lege  man  eine  beliebige  Gerade  [1],  deren 
Gleichung 

y-9  -  öf(aj--/) 

sein  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkte*)  mit  dem  Kegel- 
schnitte durch  (XY)j  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
Xy  Y  die  Gleichungen: 

Y^g  «  GiX-^f), 

woraus  sich  die  Gleichung: 

also  offenbar,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


5D+(gg  g 


setzt: 


*)  Es  wird  angenommen,  dass  die  Gerade  den  Kegelschnitt  schneide,  was 
hier  ancb  in  Bezog  anf  Einiges  im  Folgenden  bemerkt  wird. 
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4  Gruntrt!  Veber  Newton' s  Methode 

X—f=       M±yM^  —  N, 

Y—g=  G(M±Vm^'^^^ 
ergiebt. 

Durch  einen  zweiten  Punkt  (f'g')  lege  man  eine  zweite  der 
L-rstcn  Geraden  [1]  parallele  Gerade  [2],  deren  Gleichung 

sein  mag,  und  bezeichne  deren  Durchschnittepunkte  mit  dem  Kegel- 
sclmitte  durch  (X'Y'),  so  ist  ganz  wie  vorher,  wenn  man 

W  =  A, 
S'  =  J5, 

©'=C, 
5B'  =  Af'+D, 
&  =  Bg'+E, 

g'  =  Af''-\-Bg'^-]-2Cf'g'+2Df'+2Eg'-{-F 
und 

seUt:  

Nun  lege  man  durch  die  Punkte  (fg)  und  (/'</')  eine  dritte  Ge- 
rade [3],  deren  Gleichung,  wenn  wir 

yctücn* 

y-g^G^(x—f)    oder    y—g'=-G^(x-f') 

ist.    Bezeichnet  man  die  Dnrchschnittspunkte  dieser  dritten  Geraden 
f3]  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (^,Fj),  so  ist,  wenn  wir 

und 

_  5S>'-\-^'G, %' 

■«>  -  —  tt'+2(J'öi  +  83'ffi*'      ■"!  ~  8t'+2S'(?i+lö'6!,'' 

setzen,  ganz  wie  vorher: 
and 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  (fg)  von  den 
Durchschnittspnnkten  der  durch  diesen  Punkt  gelegten  Geraden  [1] 
mit  dem  Kegelschnitte  durch  P,  Q;  femer  die  Eutfernungen  des  Punk- 
tes {f*g')  von  den  Durchschnittspunkten  der  durch  diesen  Punkt 
parallel  mit  der  Geraden  [1]  gelegten  Geraden  [2]  mit  dem  Kegel- 
schnitte durch  P',  Q'5  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

p2Q2  =  (1  -f-  G^)^N\    F'^Q'^  =  (1  +  G^*)*iV'2. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Entfernungen  des  Punktes  (fg)  von 
den  Durchschnittspujikten  der  Geraden  [3]  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  P|,  Qi;  die  Entfernungen  des  Punktes  (/V)  von  denselben 
Durchschnittspunkten  durch  P^',  Qi';  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Hiemach  ist  also: 

Nuu  ist  aber  nach  dem  Obigen,  weil 
(J  =  g'  ==  C; 


also: 
ist: 


folglich : 


^  -  g,      una      ^^,  =  g] 


N*        N^^        %^ 

JSf^2  -  ^^'«  ==  g'2' 


und  daher  nach  dem  Obigen: 

also: 

PQ        PiQi  ,    ,     S 


folglich  nach  dem  Obigen: 
PQ         PiQi        ^,,     , ,  4/-^ +^<y^ +2grflf    +2D/+2Eg+F 

p'q;  ^  Pj!q^'  ^  ^^^-  *^^*  4/'2+ j?^'2+2o^V+2iy'+2V+^' 
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6  Grunert:  üeher  Newton* s  Methode 

Also  ist  Stets: 

PQ:P'Q'«Pi(2i:Pi'Qi', 

was  auf  den  folgenden,  übrigens  längst  bekannten  Satz  führt: 

Wenn  zwei  parallele  Sehnen  eines  Kegelschnitts 
von  einer  dritten  Sehne  desselben  geschnitten  werden, 
so  sind  die  Producte  der  Entfernungen  der  Durch- 
schnittspunkte dieser  dritten  Sehne  mit  den  beiden 
ersten  einander  parallelen  Sehnen  von  den  entspre- 
chenden Durchschnittspunkten  der  letzteren  mit  dem 
Kegelschnitte  proportional  den  Producten  der  ent- 
sprechenden Entfernungen  der  Durchschnittspunkto 
der  beiden  parallelen  Sehnen  mit  der  dritten  dieselben 
schneidenden  Sehne  von  den  Durchschnittspunkten  der 
letzteren  mit  dem  Kegelschnitte. 

In  Fig.  I.,  wo  die  Gerade  MN  den  Kegelschnitt  in  den  Punkton 
A  und  A'  schneidet,  ist  also: 

AB,A'B:AC,A'C=  BB\BB":CC'.CC'\ 

Lässt  man  nun,  wie  in  Fig.  11.,  die  in  Fig.  I.  den  Kegelschnitt 
in  den  Punkten  A  und  A*  schneidende  Gerade  MN  in  eine  denselben 
Berührende  übergehen,  so  fallen  die  Punkte  A  und  A'  zusammen, 
und  die  obige  Proportion  geht  in  die  Proportion 

ZöMc^  «  BB'.BB":CC'.CC'' 
über. 

Aus  diesen  Sätzen  haben,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Commen- 
tatoren  der  Newton'schen  Prindpien  einen  anderen  Satz  abgeleitet, 
auf  den  es  bei  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts,  der  durch  vier 
gegebene  Punkte  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  be- 
rührt, eigentlich  ankommt  Da  mir  aber  diese  Ableitung,  wie  gleich- 
falls schon  erinnert,  etwas  weitläufig  und  nicht  allgemein  genug  zu 
sein  scheint,  so  habe  ich  es  vorgezogen,  im  folgenden  Paragraphen 
für  den  in  Rede  stehenden  Satz  einen  selbstständigen  analytischen 
Beweis  zu  geben. 

§.2. 

Die  allgemeine  Gleichung  eihes  Kegelschnitts  zwischen  recht- 
winkligen Coordinaten  sei: 

Ax^+  By^  -f-  2C%+  2Z)a:-f  2£J2/+P  =  0. 

Ist  nun  (Jiy)  ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  ist 
bekanntlich  die  Gleichung  der  Berührenden  desselben  in  diesem  Punkte: 
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tur  Btithrmhung  tinu  Kegelschnitts  etc.  f 

Deiik^  wir  uns  miß  aber  diesa  Berührcado  als  Äxe  dor  x  an- 
genommen^ so  ist  ihre  GleicbnDg 

tf  =  0, 

md  nehmen  wir  nun  den  Punkt  (^t/)  als  Anfang  der  Coordinaten  an, 
so  ist  1  =  0,  fj^  Q\  also; 

folglich  die  Gleichung  des  Kegelschnitts: 

Zwei  Pnnkte  in  der  Berührenden,  welche  jetzt  dio  Axe  der  x  ist 
Mit  dem  Berührungspunkte  als  Anfangspunkt  dor  Coordinaten,  seien 
ifO)  und  (/'O);  durch  diese  Punkte  seien  zwei  Gerade  gezogonj  deren 
Gleichungen  beziehungsweise 

p  =  Kim—f)    und    y  =  K'(m-^f) 
sein  mögen. 

Beieichnon  wir  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Geraden 
durch  (XF),  so  hat  man  zur  Bostimniung  dor  Coordinaton  X,  V  des- 
selben die  Gleichungen: 

¥=K(X^/h     Y=K'(X-fh 
woran s  sich  leicht: 

^"    K-'K'  ' 

folglicb; 

Km/-/') 
^  —       K—K' 

ergiebt;  ttnd  setzen  wir  also  der  Kürze  wegen  jetzt 


K—K*    '  K—K'     ' 


SO  ist; 

X=^  F,     Y=  G\ 

und  der  Bnrchschnittspnnkt  unserer  beiden  Geraden  kann  also  im 
Folgenden  durch  {FG)  bezeichnet  werden. 
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8  Grunert:   Ueber  Newton* s  Methode 

Bezoiclincu  wir  die  Durchschnittspunkto  der  durch  den  Punkt 
(/O)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (-X^  1\),  so  haben 
wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  X,,  F,  die  Gleichungen: 

Setzen  wir 

so  wird  die  zweite  Gleichung,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird: 

und  man  erhält  also,  wenn  man  in  dieser  Gleichung 

Y,^K(X^^f) 
setzt,  zur  Bestimmun r*  von  X^^-^f  die  Gleichung 

{A+2CK+BK^){Xi—f)^+2(%+^K){Xi—f)+(l  =  0, 
mittelst  welcher  sich,  wenn  der  Kürze  wegen 


'A+2CK+BK^'  A-{-2CK-^BK^ 

gesetzt  wird:  

Xt-f=     m±Vm^--n, 

orgiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Durchschnittspunkte  der  durch  den  Punkt 
(/'O)  gelegten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch  (-Y/Fj'),  so 
erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

W—Af\    fb'=Cf+E,    {i'=Af^ 
und 


3/'=  — -r-r-K^^T-r-;7w-9»       N' ■■ 


'A+2CK'+BK'^'       "-^   ^  A  +  2CK'+BK'^ 
gesetzt  wird,  auf  ganz  ähnliche  /\rt  wie  vorher : 

Fi'=  K'{M'±^M'^  —  N'), 
Hiemach  ist: 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


jur  Beschreibung  eines  Kr^ebchnüts  etc.  9 

und  bezeiclincii  wir  also  dio  Entfernungen  des  Punjftes  (/O)  von 
den  beiden  DnrchgclinittspunkU^n  tlor  durch  ihn  gelegten  Geraden 
tj^Kl^—f)  mit  dem  Kegelsehuitte  dnrcli  P,  Q\  dio  Entfcmuugcn 
des  Pnnktes  (f'O)  Ton  den  beiden  Durchschnittsp unkten  der  durch 
ihn  gelegten  Geraden  j/^  K'(x^f^)  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
r\  Q'i  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln  offenbar: 

also: 

Die    Gleichung  der   durck    den    Puukt    (fO)    gelegten   Geraden 
^  =-  K(x—f)  lässt  Hieb  üfiÄjuhar  auch  auf  folgende  Art  ansdrickcn: 

nnd  bezcicImcE  wir  nun  die  Bnrchschuittspunkte  dieser  Geraden  mit 
dem  Kegelschnitte  durch  {3E?)),  so  hat.  man  zur  Bcstinniniug  der  Coor- 
(iinaten  3£,  ?)  die  Gleichungen: 

Setzt  man: 

so  wird  dio  zweite  Gleichung: 

Ä(3i-Fr  +  B(^^G)^  +  2C{li^F)i^^G) 
-\-2(AF-\-  CG)  (3£ — P)  +  21BG+  CP+  E)  (§—0) 
+ÄF^-\-BG^+2CFG-\-2EG  =  ü, 

also,  wenn  man 

und  der  Kürze  wegen 

S^  =  BG  +  CF+E, 

^i  —  AF^+  B€i^+2CFG^2EG 
setzt: 

worans  sich,  wenn 


*1 


A-\~2€K-^BM'^  ^       ^i+2Ci:+^J:» 


gesetzt  wird^ 
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ergiebt. 


und 


Die  Gleichung   der  durch,  den  Ponkt  (^'0)  gelegten  Geraden 
y  =  K\x — /')  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

und  wenn  man  nun  die  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitte  durch  (X'D')  bezeichnet,  und  der  Kürze  wegen 

^^'  ^BG+CF+E, 

ffii'  =  AF^+BG^+2CFG'\'2EG 

setzt,  so  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher! 

Hiemach  ist: 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  {FG)  von  den 
Durchschnittspunkten  der  durch  den  Punkt  (/O)  gelegton  Geraden 
y  ==  -fir(aj — /)  mit  dem  Kegelschnitte  durch  P^,  Qj-,  die  Entfernungen 
des  Punktes  {FG)  von  den  Durchschnittspunkten  der  durch  den 
Punkt  (/'O)  gelegten  Geraden  y  =  K\x—f)  mit  dem  Kegelschnitte 
durch  Pj,',  Qi';  so  ist  offenbar  nach  dem  Obigen: 

P/'Q/'"  (l+Ä''2)«(M/+yMi'«-iV/)«(iMi'— yilf/«-iV/)2; 
Nach  allem  Vorhergehenden  ist  nun: 

also: 

P«Q^  .A'Qj^        N^    ^1 
P'»Q'^*P/2Qi'2"~;v'«'iVi'2* 
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zur  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  ete,  H 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

N_        e_     A  +  2CK'+BK'* 
N'   ""6'  'A+2CK+BK^' 


folglich  r 


also: 


N^'  ""  (J/  '  A+2CK  -{-BK^  ' 


Nan  ist  aber  nach  dem  Obigen: 


also: 

folglich: 

oder 


pr2Q/8  •  p^/2Q^r2  -  yr/4  •  A  ^     -^     » 

.2.W2^^«-:5lÄ. 
/«  :/'2  «  PQ  .  Pi'Q/  :  P'Q\P^Q^, 


und  wenn  man  die  absoluten  Werte  von  /,  /'  durch  (/),  (/')  be- 
zeichnet: 

(/) :  (/')  -  VpQ.P/Qi'  :  Vp'Q'.PjQi, 
oder  

(/) :  (/')  -  VpQ  .  y^^W  :  Vp'Q'  .  VA  Qi- 
Bezeichnet  man  die  mittleren  Proportionallinien 


iPQ,    iP'Q\     VPiQi,     yPi'Qi' 
zwischen 

P,  Q;     P',  Q';     P„  Q,;     P/,  Q/ 

beziehungsweise  durch 

17,    n',    i7„    n,'; 

so  ist: 

(/):(n«i7i7/:n'i^, 

wo  nn^   und  n'JIi  zwei  durch  die  mittleren  Proportionallinien  ü^ 
n^  und  Il\  n^  bestimmte  Rechtecke  sind. 

um  überhaupt  das  Verhältniss  zweier  Rechtecke 

R  =  ah,    R'  =  a'h* 
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durch  Linien  darzustellen,  nehme  man  eine  Linie  X  von  beliebiger 
Länge  an,  und  suclio  die  vierte  Proportionallinie  «'  zu  a,  a',  X  und 
die  vierte  Proportiouallinie  x  zu  h\  ^>,  A;  so  iet: 


also: 
folglich: 


a  i  a'  =  X\  x\ 
b'ib  =A:a;; 

a  ^a!  x' 

h      h  X 

ah  :  a%'  =  xix\ 


Will  man  also  das  Verhältniss  der  Rechtecke  1111^,  11' 11^  durch 
Linien  darstellen,  so  nimmt  man  eine  Linie  X  von  beliebiger  Länge 
an,  und  sucht  die  vierton  Proportionallinion  L'  und  i  zu  IT,  II',  A 
und  Uj,  H,',  A;  dann  ist: 

HU/:  n'Hj  =:zL:l', 

sogleich  nach  dem  Obigen: 

(/):(/'):  X  :  r. 

Wenn  die  durch  den  Punkt  (/O)  gelegte  Gerade  den  Kegelschnitt 
berührt,  die  durch  den  Punkt  {f'O)  gelegte  Gorade  ihn  schneidet,  so 
ist  P^  Q^  P^  =  Qi;  also: 

p.f^  ^  P«.P/Q/:P,2.P'Q'^^  ^2-^^' 
oder:  

Wenn  die  beiden  durch  die  Punkte  (/O)  und  (/'O)  gelegten  Goraden 
den  Kegelschnitt  berühren,  so  ist  P^  Q^  P^  =*  Qi  und  P'=  Q', 
p/=  Q^';  also: 

p8       p  2  p2        p'2 

/2  .  /'2  —  p2p  '2  .   p'2p  2  —  ±_  :  ±i_  ^  t :  t , 

/      •/       —  ^  ^1      •  ^     -Tl     —  p'i     pf2         p2     pfi' 

oder: 

(/)  :  in^'PP,':  P'P^=~,  :  ^  «  J^  :  ^. 

Wenn  drei  in  den  Punkten  -4,  i?,  C  sich  schneidende  gerade 
Linien  AB^  BC^  CA  (Fig.  IIL)  einen  Kegelschnitt  beziehungsweise  in 
den  Punkten  C\  A\  B'  berühren,  so  ist: 

,         ,  C^ö    C[A 

ABiAC  ^   j^fQ'-ßfj; 
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also  durch  Multiplication  oder  Zasammeußetzuug  dieser  Proportionen ; 

Ä'B,B%\ CA  :  A'C\  B*Ä,C'B 
Ai C\  B*A  .€[B  ^  A[B .  B'C.C 'A 

'^  A'B .  B'ü.  c'Ä '  TvTWJTc^  * 
tmd  Mejraas: 


A'B^  *B'd^^  C*Ä^        A'd  .  B'A^ '  C'B^ 


folglich: 

«tos 

oder: 


A'CB'A.C'B     ^     A'B.BC.&A     " 

aTb^  *  Wc^  ■  C^Ä*  =  17c*  •  WÄ^ '  ä^\ 
A'B.B%\C'A  ^  A'C.B'A.C'B 
AB\BC\€A*  =  A€\  BA\€0, 

Indem  wir  uns  zu  der  Aufgabe,  um  die  es  sich  in  dieser  Ab- 
handlung handelt,  wenden,  so  bemeriien  wir,  dass  Newton  (Lib.  L 
Pr  0  p  o  s  i  t  i  0  X  X  T 1 1,  P  r  o  b  1  c  m  a  XV,)  zuerst  den  Fall  betracbtet, 
wenn  (Fig.  IV.)  drei  Punkte  A^^  A^^  A^  nud  in  der  ihrer  Lage 
nach  gegebenen  Geraden  MN  der  Punkt  A^  gegeben  sind^  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  soU,  welcher  durch  die  droi  ge- 
gebenen  Punkte  A\  A\  A^  gehen  und  die  ihrer  Lage  nach  gegebene 
Cjerade  MN  ia  dem  in  derselben  gegebenen  Punkte  A^  berühren  soll. 

Wenn  wir  in  der  Figur  Fig.  I.  den  Punkt  /l'  unendlich  nahe 
bei  dem  Punkte  A^  anuehmen  und  durch  die  Punkte  vl>,  ^1^,  A\ 
A\  A^  uns  den  durch  diese  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  be- 
schrieben denken,  so  wird  die  Gerade  A^A^  eine  unendlich  kleine 
Sehne  desselben,  welche  in  dem  Grenzlalle,  wenn  nämlich  der  Punkt 
A^  mit  dem  Funkte  A^  vollstäudig  znsammcnfilllt,  in  dio  den  Kegel- 
Bcbnitt  in  dem  Punkte  .1^  Berührende  Übergeht,  wodurch  man  nach 
der  Abhandlung  Nr.  XXVIIl.i.vor,  T.  unmittelhar  zu  der  folgenden  Be- 
sehreibung des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  Ä^^  A^^  A^  gehenden 
und  die  ihrer  Lage  nach  gegebeiLO  Gerade  MN  in  dem  in  derselben 
gegebenen  Punkte  A^  berührenden  Kegelschnitts  geführt  mrd,  wobei  ich 
mich,  so  weit  es  angeht,  ganz  derselben  Bezeichnungen  wie  in  der 
genauateu  Abhandlung  bedieuen  werde. 
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Darch  den  gegebenen  Punkt  A^  lege  man  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden MN  die  Parallele  A^^Aj^^  und  mit  der  gegebenen  Geraden 
A^A^  die  Parallele  Aj^A^^  Die  Gerade  Aj^Aj^  werde  von  der  Ge- 
raden A^A^  in  -0^  die  Gerade  Ai^A^^  werde  von  der  Geraden  A^A^ 
in  B^  geschnitten.  Zieht  man  nun  eine  beliebige  der  Geraden  JB^ß^ 
parallele  Gerade,  welche  die  Gerade  A^^Aj^  in  B^^  die  Gerade  A^^A^^ 
in  -Bj*  schneidet,  und  zieht  endlich  die  Geraden  A^B^^  und  A^B^^ 
welche  sich  in  dem  Punkte  A^  schneiden,  so  ist  der  Punkt  A^  ein 
Punkt  des  zu  beschreibenden  Kegelschnitts,  für  welchen  sich  auf 
diese  Weise  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  und  dadurch  also 
der  Kegelschnitt  beschrieben  werden  kann. 

§.4. 

Femer  wollen  wir  nun  annehmen  *),  dass  vier  Punkte  -4,  -B,  A\ 
B^  und  der  Lage  nach  eine  beliebige  Gerade  M-N  gegeben  seien,  und 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  solle,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  A,  B,  A\  B'  geht  und  die  Gerade  MN  berührt. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  es  einen  dieser  Aufgabe 
genügenden  Kegelschnitt  giebt,  worüber  nach  dem  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung  bewiesenen  Kriterium  aus  der  blossen 
Anschauung  der  vorliegenden  Figur  immer  leicht  ein  bestimmtes  Ur- 
teil geMt  werden  kann,  denke  man  sich  diesen  Kegelschnitt  wirklich 
beschrieben,  und  bezeichne  seine  Berührungspunkte  mit  der  gegebe- 
nen Geraden  MN  im  Allgemeinen  durch  C 

Ziehen  wir  nun  die  beiden  Geraden  AB^  A!B^  und  bezeichnen 
deren  Durchschnittspunkt  mit  (r,  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der 
Geraden  MN  aber  beziehungsweise  durch  Ä,  K^\  so  ist*  nach  dem  in 
§.  2.  bewiesenen  Satze: 

CKi  CK'^iAK,BK  .  iA!G.B'Q  :  iA!K\B'K'  ,  y^AGJBG 

oder: 

CK :  CK'  =  iAK.BK .  ^A'G.B'G  :  ^AG^BG  .  iA'K\B'K\ 

Für  die  Punkte  C  in  der  Geraden  MN  ist  also  das  Verhältniss 
der  Entfernungen  CK  und  CK'  von  den  beiden  gegebenen  Punkten 
K  und  K*  in  der  Linie  MN  ein  bekanntes  oder  gegebenes,  nämlich 
das  YerhäJtniss 

iAK.BK.  ^A'G.B'G  :  ^AG.BG  .  ^^A'K\B'K\ 


*)  Fig.  y.  dient  zur  Erläaternog. 
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welches  Yerhältniss  durch  elementare  Constmctionen  immer  durch  ein 
YerhältnisB  zweier  Geraden  dargestellt  werden  kann,  wie  schon  im 
§.  2.  ausführlich  gezeigt  worden  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  heiden  Geraden  beziehungsweise  durch  a, 
a',  so  dass  also 

a  :  a'  =  VakTbK  .  Va'G.B'G  :  ^AG.BG  :  ^A'K^B'K' 

ist,  so  ist  C  in  MN  so  zu  bestimmen,  dass 

CKiCK'^aia' 

ist. 

Bücksichtlich  der  Lage  von  C  in  MN  gegen  die  beiden  Punkte 
K  und  K'  in  derselben  Geraden  sind  die  drei  in  Fig.  VI.  (I).  (II). 
(in),  dargestellten  Fälle  möglich. 

In  dem  Falle  (I).  ist: 

CK\KK'—CK=a\a\ 
KK'—CK' xCK' ^  axa'\ 

a\  iKK'--  CK')  =.  a.  CK'-, 
woraus  sogleich 

a  ö' 

CK  sss  — 5 — 7 .  KK  •      CjK  =^       i     7  •  KK 

folgt  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C  zwischen  K  und  K'  immer  so 
bestimmt  werden  kann,  dass 

CÄr:CZ'«=a:o' 
ist. 

In  dem  Falle  (11).  ist: 

Ci::CJP'=.a:a'; 

CK:CK+KK'^  a:a', 
CK'—KK'iCK'^aia', 

a.{CK+KK')=-a!,CK\ 

a\iCK''-KK')^a.CK'', 

woraus  sogleich 

a  fl' 

Ca  ^"    /  .  AK  m      Ca   o^     f  •  KK 
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folgt,  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C  in  der  Verlängerung  von  KK' 
über  K  hinaus  nur  dann  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

ist,  wenn  a<^a\  also,  wie  es  hier  erforderlich  ist,  a'—a  positiv  ist. 
In  dem  Falle  (HI),  ist: 

CK\CK—KK'=a\a', 

woraus  sogleich 

a — a  '  a  —  a 

folgt,  und  erhellet,  dass  der  Punkt  C  in  der  Verlängerung  von  KK' 
über  K'  hinaus  nur  dann  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

CK:CK'  =  aia' 

ist,  wenn  a^o! ^  also,  wie  es  hier  erforderlich  ist,  a — o'  positiv  ist. 

Da  nun  von  den  Fällen  (II).  und  (III).  immer  nur  der  eine 
eintreten  kann,  aber  auch  immer  der  eine  eintreten  muss,  so  er- 
hellet aus  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  in  der  Geraden  MN  immer 
zwei,  aber  auch  immer  nur  zwei  Punkte  C  so  bestimmen  lassen, 
dass 

CK\CK*  ^a\o! 

ist,  und  diese  beiden  Punkte  müssen  also  mit  den  zwei  Berührungs- 
punkten der  durch  die  vier  Punkte  A^  B^  A\  I^  gehenden  und  die 
Gerade  3fZ^  berührenden  Kegelschnitte  mit  dieser  Geraden,  wenn  es 
überhaupt  solche  Kegelschnitte  giebt,  notwendig  zusammenfallen. 

Man  wird  also  die  zu  bestimmenden  Kegelschnitte  erhalten,  wenn 
man  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  -4,  B,  A\  B'  und  je  einen 
der  durch  das  Vorhergehende  in  der  Geraden  MN  bestimmten  beiden 
Punkte  C  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  wozu  u.  A.  die  Abhandlung 
Nr.  XXVIII.  i.  vor.  T.  eine  sehr  bemerkenswerte  Methode  liefert. 

Man  kann  aber  auch  nach  §.  3.  Kegelschnitte  beschreiben,  welche 
durch  drei  der  vier  gegebene  Punkte  -4,  B^  A\  B'  gehen  und  die 
Gerade  MN  in  je  einem  der  zwei  Punkte  C  berühren. 
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Man  sieht  aber,  dass  die  Torhergebende  Beweisführung  offenbar 
nur  daün  ilire  Gültigkeit  bebäU^  ivenn  die  Beschreibung  durch  die 
vier  gegebenen  Pnnkte  gehender  und  die  gegebene  Gerade  berühren- 
der Kegelschnitte  Tnügüch,  wenn  mau  von  der  wirklichen  Existenz 
oder  EealitlLt  solcher  Kegelschnitte  versichert  ist*),  wortiber  nach 
den  Principieu  der  vorhergehenden  Abhandlung  entschiedeu  werden 
Icaün  und  entschiedeu  werden  mnss  **). 

Wie  sind  nun  mit  den  vorhergehenden  schönen  Constmcdönen 
des  grossen  Newton  Aussprüclio  wie  ,^Einö  Constrnction  durch 
lineare  Operationen  allein  ist  nicht  zu  erwarten"  und 
,J)ie  Aufgabe  hat  zwei  Auflösungen"  zusammenzureimend 

Freilich  sagt  Newton  selbst  a-  a.  0.:  „Capi  antem  potest 
pnactum  ^1  vel  inter  puncta  //et  ^**'*)  ^  vel  extra;  et  per- 
inde  trajectoria  dupliciter  doscrihi." 

Bei  der  in  seinem  unsterblichea  Werke  überall  herrscheudon  un- 
gemein grosso  Kürze,  durch  welche  er  —  wie  mau  sagt  —  neben 
der  absichtlich  von  ihm  gewählten  durchwTg  sjTitheti sehen  Darstel- 
lung, nachdem  er  seine  gi*üssartigon  Resultate  analjti.sch  gefunden  — 
den  Mathematikern  seiner  Zeit  imponiren  und  dieselben  nötigen  wollte, 
sich  über  seinen  Untersuchungen  die  Köpfe  zu  zerbrechen,  um  dann 


*)  Die  Bcötitti mutig  der  Punkte?  C  in  der  Linio  J/iV  nach  den  ohi*n  an- 
gegebenen geometrischen  Bedingungen  ht  immer  möglich;  um  aber  behaupten 
m  köijücö,  tlaas  der  duich  die  i'önf  Funkte  jI,  ß,  A\  B\  (J  bescUrleben« 
Kl^gc^schnitt  üic  Germle  i/iV  in  C  wirklich  berührt,  mufis  man  vorher  vtsr&lcherfe 
seinj  djiss  sich  durch  die  vier  Punkte  A,  B^  A\  B^  ein  ilic  Gerade  ^xV  he* 
rEihrender  Kr|^ebührtitt  wirklieh  bescbreiben  lILääC,  man  muss  von  der  E:xist€ia 
oder  Ucalitäi  eines  solchen  Kegel  seh  nitta  venichert  sein. 

*♦)  Wie  luigcmein  oft,  nainentlich  auch  in  eleröenUrfln  Schriften,  gegen 
das  bei  mathem  all  sehen  Untersuchungen  übeniü  zur  Geltiuig  kommende  Priucipi 
dua  Yoa  AUem,  waa  gur  Untersuchung  koromt  oder  wo?on  Anwendangeu  ge- 
micht  werden,  Immer  Torzugs weise  imch  die  Mßglklikeit  oder  Bealitftt  bestimmt 
und  streng  nach  gewiesen  wiTden  mwss,  nrj^  gesüudigt  wird,  Uesso  steh  an  vielen 
Beispielen  leicht  nachweisen  ^  gehört  indes  jetzt  nicht  hierher  |  jedenfalls  dürftEJ 
aber  den  Autoren  solcher  Schriften  dringend  zti  rftlen  sein^  sieb  recht  sorg- 
filtig  mit  den  Schriften  der  griechisi:Jien  Geometer,  dem  in  denselben  herr- 
idienden  Geiste  and  der  darm  aberall  zur  Anwendung  gebrnehten  Methode  bc- 
ksanl  zu  machen,  wcDigütens  den  ElDuionten  des  Euklidea  das  ein* 
gehendste  Studium  %n  widmen^ 

***)  Im  Obigen  bcEjehnngswcise   C  und  K  und  K\ 
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seine  Grösse  desto  mehr  anzustaunen,  Hess  sich  in  der  Tat  hier,  wie 
an  so  vielen  andern  Stellen,  nicht  mehr  als  eine  solche  ganz  kurze 
Andeutung  erwarten. 

Ich  wünsche,  dass  meine  in  dieser  Abhandlung  und  'in  den  beiden 
vorhergehenden  angestellten  Untersuchungen  das  Ihrige  zu  der  rich- 
tigen Würdigung  der  schönen  Newton'schen  Constructionen  beitragen 
mögen,  und  hoffe  bald  auf  weitere  ähnliche  Untersuchen  zurückzu- 
kommen. 
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Heber  äquipotentiale  MasseüYerteilungeii. 
Husmaan,  Df,  pbiL 


Unter  ZiigrandeleguDg  von  Kräften,  die  nacli  dem  Ne^ion*ßcheii 
Gravitationsgesetzc  wirken,  beiitzt  eine  kugelförmige  Masse,  deren 
Dichte  eine  Function  des  Radius  allein  ist,  iu  Bezug  auf  einen  äusseren 
afficirton  Punkt  dasselbe  Potential,  wie  ihr  filittelpunkt,  wenn  darin 
die  ganze  wirkende  Masse  concentrirt  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  also  die  eine  Massenverf  oilnug  in  ihrer  Einwirkung 
auf  Punkte,  die  ausserhalb  der  Kugel  liegen,  durch  die  andere  er- 
setzen; mau  würde  beide  daher  kurz  als  äquipotential  in  Bezug  auf 
solche  Punkte  bezeiühnen  köuneu.  Dieser  Umstand  macht  es  mög- 
lich, irgend  einen  Körper  iu  seiner  Einwirkung  auf  äussere  Punkte 
durch  beliebig  viele  andere  Massenverteilungen  zu  ersetzen.  Man  hat 
denselben  nur  in  unendlich  kleiue  Eleinento  zu  zerlegen,  um  irgend 
welche  derselben  Kugeln  von  beliebigem  Radius  zu  beschreiben  und 
die  Masse  jedes  einzelnen  Elementes  durch  die  zugebürige  Kugel  so 
zu  verteil  CO,  dass  die  Dichte  in  der  letzteren  eine  Function  des  Ra- 
dius ist.  Dabei  kunueu  in  dieselben  Kaumelemente  Massen  von  ver- 
schiedenen Kugeln  fallen  j  hier  worden  sich  die  Dichten  fi  addiren. 
So  wird  ein  jedes  Raumclemcnt  eine  um  so  grössere  Dichto  JV/  hab«n, 
je  grösser  die  Summe  der  Dichten  der  dann  vorhandenen  und  der 
hijieiDfalleEden  Massen  ist: 

Aus  dieser  Massen  Verteilung  kann  man  umgekehrt  durch  Con- 
centration  wieder  die  erstere  herleiten.  Man  würde  eine  solche  Um- 
lagerung  passend  als  ^, äquipotentiale  Massentranspositlou^"  bezeichnen 
können. 

Im  Folgenden  sollen  die  einfachsten  äquipotentialen  Massentrans- 
positionen untersucht  werden.  Da  die  Umlagerung  der  Masse  des 
anziehenden  Körpers  mittels  Kugeln  nur  dann  vorgenommen  werden 

2* 
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darf,  wenn  der  afficirte  Punkt  ausserhalb  der  Transpositionskugel 
liegt,  so  werden  wir  uns  auf  die  Fälle  beschränken  müssen,  wo  der 
afficirte  Punkt  ausserhalb  der  zu  transponirenden  Massen  liegt,  also 
auf  die  Potentiale  für  äussere  Punkte.  Es  wird  sich  daher  im  Ver- 
laufe der  Untersuchung  zunächst  nur  darum  handeln,  an  die  Stelle 
bestimmter  Massenverteilungen  andere  zu  setzen,  die  auf  Punkte  im  ur- 
sprünglichen Aussenraume  dasselbe  Potential  haben.  Daran  wird  sich 
dann  noch  die  Frage  schliessen:  Welches  ist  das  Potential  dieser 
Massen  auf  innere  Punkte? 

Wir  wollen  im  Folgenden  für  die  Dichten   die  nachstehenden 
Bezeichnungen  gebrauchen: 

e  für  lineare, 

fi.für  Flächen-, 

6  oder  /i  für  räumliche  Dichte. 


§1. 
Isolirie  MaAsenpnnkte* 

Der  Elementarkörper,  aus  dem  man  sämmtliche  Körper  aufbauen, 
worin  man  jeden  zerlegen  kann,  ist  das  Massenelement.  Sein  Poten- 
tial auf  einen  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Einheitspunkt  ist: 

r 

WO  m  seine  Masse,  C  eine  eigentümliche  Anziehungsconstante  be- 
deutet. Wird  diese  aus  dem  Potential  werte  der  Erde  bestimmt,  so 
ergiebt  sich: 

wo  J? den  Radius,  M  die  Masse  der  Erde,  und  g  die  Beschleunigung 
an  der  Erdoberfläche  darstellt.  Das  Potential  eines  solchen  Punktes 
r  ist  durch  das  eines  anderen  Pj  nicht  weiter  ersetzbar.  Denn  wählen 
wir  den  ersten  Punkt  zum  Anfangspunkte  eines  orthogonalen  Coor- 
dinatensystems,  so  ist  sein  Potential  auf  einen  Punkt  {xyz)i 

U -^--- 

das  Potential  Pj  des  zweiten  Punktes  (a,  ß,  y)  auf  denselben  Punkt 
aber  ist: 

^ . 

*  °°  yö^«)«-f(y-/J)»+(«-y)» ' 
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in  dieseü  Ansdrücken  bedeuten  k  und  l-^  zwei  den  zügehürigen  Massea 
eigentümliche  Comtauten.  Ist  nun  für  jeden  Punkt  (3:^3);/*=  /\,  »0 
ergicbt  aicli  durch  Bivisioii  nnd  Quadrirang: 

Diese  GleicIiuDg  gilt  nur  dann  für  jedea  ityz^  wenn  die  Coeftici- 
eoteii  der  glcicheu  Ptitenzeii  dieser  drei  Yariabela  übereinatiniincn: 

«=0,    ^=^0,     y-0- 

4  iu  Hfsnn  der  zweite  Punkt  mit  dem  ersten  zusammenfällt  und  die* 
•dbe  CoDBtante  liat 

Das  Potential    zweier  Massenpnnktc  m^  and  f»t  auf  den  Punkt 
(stifsX  vott  dem  erstere  die  bezüglichen  Entfernungen  r^  und  i\  liabon, 


^■(?+?> 


Es  fragt  sich,  ob  sich  dieses  durch  das  Potential  eines  einzigen  Punktes 
ersetzen  las  st. 

Wäre  dies  der  Fall,  so  müsate  selbiges  die  Form;  C\-     haben 
and  die  Gleichung; 

r   "  r^  *!"  rs 

müsste  fttr  jeden  beliebigen  afticirten  Punkt  gelten,  wo  unter  m 
die  Masse  nnd  uuter  r  die  l^ntfernung  dQ^  neuen  Punktes  tou 
(jc^^)  verstanden  ist.  Für  alle  Punkte  einer  nm  m  be schrieb eiion 
Kugelflächc  Yoni  Kadius  r'  wäre: 


-r  =  const 

r 


So  würden  für  die  Punkte  1  und  2  der  Kugclfläche  die  Gleichungen 
bestehen : 

-\  +  — 1  =  const 

- « H äf  *=  const 

Subtrahiren  wir  jede  dieser  Gleichungen  von  der  obigen,  so  er- 
giebt  sich: 
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-(r.-^)+».(^.-^.)-« 

Diese  Gleichungen  können,  da  m^  und  wg  beliebig  von  Null  ver- 
schieden angenommen  werden  können,  nur  dann  bestehen,  wenn  ihre 
Determinante  verschwindet: 


1^ 
^1 


•     j»     —  - 
1        1 

■    Ö9 


1. 


=  0 


Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


Tj*         »'l%^ 


oder: 


Setzt  man  nun  ein: 

SO  wird  die  dadurch  entstehende  Gleichung  von  einem  höheren  als 
dem  2.  Grade  werden,  kann  also  keine  Kugelfläche  darstellen.  Auf 
der  ihr  entsprechenden  Fläche  und  nur  auf  ihr  sind  die  Bedingungen 
A  erfüllt;  sie  finden  daher  nicht  überall  auf  der  Kugelfläche  (r') 
sondern  nur  auf  der  Schnittcurve  beider  Flächen  ihre  Befriedigung. 
Die  beiden  Potentiale  sind  daher  nicht  für  alle  Punkte  des  Baumes 
identisch  und  können  daher  im  allgemeinen  nicht  durch  einander  er- 
setzt werden. 

Auch  das  Potential  von  drei  und  mehreren   isolirten   Punkton 
kann  nicht  durch  das  eines  einzigen  Punktes  ersetzt  werden. 

Seien  n  solcher  Punkte  mit  den  Massen: 


Wri  7712 


TUn  ■ 


gegeben,  so  muss,  wenn  diese  durch  einen  Punkt  von  der  Masse  m 
ersetzt  werden  können,  für  Punkte  einer  um  diesen  letzteren  beschrie- 
benen Kugelfläche  die  Gleichung  stattfinden: 
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In  Yerbindong  mit  den  Gleichungen,  die  sich  daraus  für  die  Punkte 

1  2  3  ...  n 
der  Eugelfläche  ergeben, 

^+  ^+  •  •  •  +^  =  const 


•1+    H+  •  •  •  H — ;»  =  «^onst 


lassen  sich  daraus  die  Gleichungen  ableiten: 


B 


(«»1  (r,-r7)+'^(^,"'i7«)+--+'^fe"i6')""° 

Sollen  diese  erfüllt  werden,  so  muss  ihre  Determinante  verschwinden  : 


1 


1 
rn 


r»* 


^2      »"2"* 


1^ 1^ 


Bei  EntWickelung  dieser  Gleichung  und  Einführung  der  Raum- 
coordinaton  xpz  crgiebt  sich  für  letztere  eine  Gleichung  von  höherem 
als  dem  2.  Grade.  Den  Bedingungen  B  wird  also  auf  einer  Kugel- 
fläche nicht  genügt,  und  es  kann  mithin  das  Potential  von  7^  Massen- 
punkten im  allgemeinen  nicht  durch  das  eines  einzigen  Massenpunktes 
ersetzt  werden. 

Es  lässt  sich  daher  der  Satz  aussprechen: 

Eine  endliche  Zahl  isolirter  Massenpunkte  ist  niemals  einem  ein- 
zigen Massenpunkte  äquipotential. 

Man  kann  dies  auch  leicht  folgendermassen  beweisen. 

Für  sehr  hohe  Potentialwerte  fallen  die  zugehörigen  Niveau- 
flächen in  lauter  einzelne  um  die  Punkte 


Wj  mj 


mn 
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sich  iiinziehende  Kugelu  auseinander,  die  für  kleiner  werdende  Po- 
tent ialwurte  allmählich  verschmelzen  und  zu  einer  das  ganze  System 
umfasseutlen  Fläche  werden,  welche  sich  in  sehr  grosser  Entfernung 
mehr  nm\  mehr  der  Kugelgestalt  nähert.  Haben  zwei  Systeme  von 
Punkten  dasselbe  Potential,  so  müssen  auch  ihre  Niveauflächen  iden- 
tiscli  sein;  sind  diese  verschieden,  so  sind  auch  die  Potentiale  nicht 
identi^ülL  Ein  Massenpunkt  hat  aber  Kugelflächen  zu  Niveauflächen; 
daher  kann  er  dem  System  von  n  Massenpunkten  äquipotential  nicht 
eein. 

§2. 

Mit  Masse  belegte  Ourren« 

Eine  endliche  Zahl  von  Massenpunkten  kann  nicht  durch  einen 
Punkt  ersetzt  werden,  anders  ist  es  aber  bei  unendlich  vielen,  wie  es 
das  Beispiel  von  der  homogenen  Kugelfläche,  die  ihrem  Mittelpunkte 
äiiuipoteutial  ist,  zeigt. 

Biese  Punkte  können  sich  gruppiren  zu  Curven,  Flächen  oder 
Körpern. 

Pie  einfachste  Curve  ist  die  Gerade.  Für  unendlich  grosse  Werte 
des  Potentiales  schrumpft  die  Niveaufläche  derselben  in  die  Gerade 
selbst  zn??ammen,  für  nahe  daran  liegende  wird  sie  zu  einem  die  Ge- 
rade uiiilitiUenden  Cylinder.  Im  Endlichen  stimmt  diese  Niveaufläche 
daher  nicht  mit  der  eines  Punktes  überein ;  es  kann  eine  Gerade  also 
nicht  äquipotential  einem  Punkte  sein. 

Gloiolies  gilt  für  eine  mit  Masse  belegte  Kreislinie  und  ebenso 
für  alle  Curven;  es  folgt  dies  auch  schon  daraus,  dass  das  Potential 
einer  Curve  in  dieser  logarithmisch,  das  eines  Punktes  aber  unend- 
lich wird  wie  -  für  limr  •=  0. 

T 

Eine  Curve  kann  auch  einer  andern  niemals  äquipotential  sein, 
denn  dann  würde  der  Potentialausdruck  in  letzterer  logarithraisch 
üiiundlich,  bliebe  in  crsterer  aber  endlich,  während  er  sich  gerade 
unigckelu't  verhalten  muss. 

§  3. 

Flächenf  örmige  Massenvertellnng, 

Untier  den  Flächen  ist  die  am  einfachsten  [zu  behandelnde  die 
gleicbuiilsHig  mit  Masse  belegte  Kugelfläche,  deren  Potential  sich  durch 
das  nintr  gleichen  im  Mittelpunkte  concentrirten  Masse  ersetzen  lässt 
Alle  Flüchen,  die  dieser  letzteren  Masse  äquipotential  sind,  werden 


\ 
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iich  rückwärts  durch  äquivalento  Massentrausposition  von  diesem 
Paukte'  aus  erLaltcu  Iftssen*  Solche  »iud  zuuäclist  wiedtT  honiageuQ 
KögelÖächen  vüu  beliebigem  Radius,  aber  gleiolier  Masse,  Andere 
VorteiJuugen  ergeben  sich  daraus^  indem  man  die  in  den  Pnukten 
der  Oberfläche  befindlichen  Massiin  auf  darin  centrische  Kugehiächca 
glcichmässig  verteilt  Nimmt  man  diese  Verteilung  nur  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Punkten  ^or.  so  kann  man  die  transponirton 
Massen  gegen  die  fibrigen  vernaelilüssigen  und  behält  die  Verteilnng 
längs  der  Kugelfläche;  unterwirft  man  ihr  aber  sämmtliche  Punkte, 
Bo  werden  die  Transpositionskugeltiäehen  einander  unendlich  nahe 
liegen,  und  die  ganze  Masse  ^vird  nicht  mehr  eine  Fläche,  soudem 
einen  Körper  bihlen,  dessen  äusst'ro  nud  innere  Oberfläche  die  ein- 
hüllenden Flächen  der  Kugeln  sindj  also  eine  Kugelschale,  deren 
Bichte,  wie  leicht  ersichtlich^  eine  Function  des  Radius  ist. 

Es  läfist  sich  daher  durch  äquivalente  MassentrauspositiDii  nur 
eine  Fläche  coustruiren,  die  einem  Punkte  ä(iui])otcntial  ist,  und 
umgekehrt  nur  eine  Fläche  dureh  ciuen  Punkt  crsetzcUj  nämlich  die 
homogene  Kugelfläche,  resp.  melirerc  concontrischo  homogono  Kugel- 
flachen. 

§  4 
Kl>rperlleh6  Majisenv^rtei Innren. 

Um  zu  einem  Körper  eine  äquipotentiale  Massemertoilung  zu 
finden,  bedient  mau  sich  am  einfachsten  homogener  Kugelu,  mittels 
deren  man  entweder  ein  Massen  dement  des  Körpers  am  Mittelpunkte 
der  Kugel  auf  den  ganzen  Kui,adraam  verteilt  oder  umgekehrt  So 
lääst  sich  die  Masse  eines  K{>r]H^rs  entweder  in  einen  Pmkt,  eine 
Cune,  eine  Fläche,  oder  in  einen  andern  Körper  umlageru, 

Körper,  welcho  sich  auf  diese  Weise  in  emen  Puakt  r  concen- 
triren  lassen,  sind  die  iu  concentri sehen  Schichten  gleich  dichte  Ku- 
gel, sowie  die  daraus  abgeleiteten  Körper, 

In  diesen  letzteren,  die  beliebig  nahe  an  den  afficirten  Punkt 
heranrtlcken ,  aber  ihn  nicht  oinachlicssen  dürfen,  ist  die  Dichte 
ebenso  unbestimmt,  wie  die  Form;  man  kann  sie  in  jedem  Punkte 
durch  äquivalente  Massen trauspositiüu  beliebig  ändern  j  sie  stehn  in- 
dessen unter  dem  Gesetz,  dass  sich  ihre  sämmtlicho  Masse  äquipoten- 
tiai  iu  den  Punkt  P  zurtlckwerfcn  lässt. 

Um  die  drei  anderen  Arten  von  Körpern  zu  finden,  geht  man 
am  bebten  den  synthetischen  Weg,  indem  mau  sieh  dieselben  aus  den 
Cnnen,  Flächen,  oder  Körperu,  durch  welche  sie  ersetzt  werden  sol- 
len, cOQstmirt. 
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Um  einen  Körper  zu  erhalten,  dessen  Potential  gleichwertig  dem 
einer  Curve  ist,  denke  man  sich  um  jedes  Element  der  Curve  eine 
Kugel  construirt  uud  die  Masse  jedes  einzelnen  Curvenelementcs  in 
conceutrischen  Schichten  der  zugehörigen  Kugel  gleichmässig  verteilt 
Dabei  werden  an  den  meisten  Punkten  derselben  viele  transponirte 
Massen  in  einander  fallen,  da  sämmtliche  Kugeln  mehr  oder  weniger 
in  einander  geschachtelt  liegen.  Indem  man  nun  jedes  Raumelement 
mit  der  Summe  der  hineinfallenden  Massen  behaftet  denkt,  erhält 
man  statt  der  curvenförmigen  eine  körperliche  Massenverteilung. 
Letztere  ist  dann  der  Verteilung  längs  der  Curve  äquipotential,  da 
sie  aus  lauter  in  conceutrischen  Schichten  gleich  dichten  Kugeln  zu- 
sammengesetzt ist,  die  weil  ihre  Mittelpunkte  in  der  Curve  liegen, 
den  entsprechenden  Curveneleraenten  äquipotential  sind,  und  da  das 
Gesammtpotcntial  einer  Masse  gleich  der  Summe  der  Potentiale  ihrer 
einzelnen  Elemente  ist. 

Der  Körper,  den  wir  so  erhalten,  wird  die  ümhüUungsfläche  der 
erzeugenden  Kugeln,  d.  h.  eine  Canalfläche  als  Mantel  haben  und 
von  zwei  Hemisphären  begrenzt  sein. 

Analog  ergeben  sich  Körper,  die  einer  mit  gleicher  Masse  be- 
legten Fläche  äquipotential  sind,  dadurch,  dass  man  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Elemente  zerschneidet,  um  jedes  derselben  eine  Ku- 
gel construirt  und  die  Masse  jedes  einzelnen  in  der  zugehörigen  Kugel 
nach  der  oben  angegebenen  Weise  verteilt.  Dann  bilden  die  Massen 
in  der  zweiten  Verteilung  einen  Körper,  dessen  Potential  für  äussere 
Punkte  durch  das  der  Fläche  vertreten  werden  kann. 

Diese  Körper  sind  aber  nicht  die  einzigen,  welche  die  letztere 
Eigenschaft  besitzen,  sondern  man  kann  durch  weitere  äquipotentiale 
Transposition  beliebig  viele  andere  gleichwertige  Massenverteilungen 
dazu  erhalten. 

Um  diese  Classe  von  Körperu,  welche  sich  aus  unendlich  vielen 
Kugeln  zusammensetzen,  kurz  zu  bezeichnen,  wollen  wir  sie  „Sphae- 
rogene"  =  „Kugelerzeugte"  nennen. 

Bei  der  äquipotentialen  Massentranspositiou  kann  man  die  Ku- 
geln entweder  gleich  oder  verschieden  gross,  entweder  homogen  oder 
nur  in  concentrischen  Schichten  gleich  dicht  nehmen.  Es  lässt  sich 
aber  jede  Kugel,  deren  Dichte  eine  Function  des  Radius  ist,  aus 
homogenen  Kugeln  zusammensetzen,  indem  man  von  einer  gleich 
grossen  homogenen  Kugel  ausgeht,  deren  Dichte  gleich  dem  Werte 
der  gegebenen  Dichtigkcitsfunction  an  der  Oberfläche  ist.  Man  denkt 
sich  diese  sowie  die  gegebene  in  lauter  concentrische,  so  dünne  Kugel- 
schalen zerlegt,  dass  mau  deren  Dichte  als  constant  auffassen  kann, 
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lagert  concentrisch  in  die  crstero  eine  homogene  Kugel  von  der  Ober- 
fläche der  ersten  Kugelschale  und  einer  Dichte,  welche  mit  der  vor- 
handenen die  Dichte  der  ersten  Kugelschalcnfläche  ausmacht;  darauf 
eine  homogene  Kugel  von  der  Oberfläche  der  zweiten  Kugelschale  etc. 
etc.  —  So  kann  man  durch  successive  Hinzuftigung  resp.  Hinweg- 
nahmo  von  homogenen  Kugeln  die  gegebene  Kugel  construiren. 

Ebenso  kann  man  Kugeln  von  verschiedenen  Radien  in  gleich 
grosso  nebst  entsprechenden  Kugclschalen  zerlegen. 

Es  wird  daher  vor  allem  darauf  ankommen,  diejenigen  Körper 
zu  untersuchen,  die  durch  Ineiuanderlagerung  von  gleich  grossen 
homogenen  Kugeln  entstehen.  Da  man  solche  bei  verschiedener 
Dichte  stets  in  je  zwei  Kugeln  zerlegen  kann,  von  denen  die  eine 
bei  sämmtlichen  völlig  übereinstimmt,  so  bleibt  als  einfachster  Fall 
die  Construction  sphärogener  Körper  mittels  homogener  Kugeln  von 
gleicher  Grösse  und  Dichte. 

§5. 

Körper  und  äquipotentiale  Carven. 
Die  Gerade. 

Um  eine  Massenverteilung  zu  erhalten,  welche  einer  Curvo  äqui- 
potential ist,  zerschneiden  wir  letztere  in  unendlich  kleine  Elemente 
und  transponiren  jedes  derselben  durch  homogene  Kugeln  von  gleicher 
Grösse.  Wenn  die  Curve  eine  Gerade  ist,  wird  die  einhüllende  Fläche 
der  erzeugenden  Kugeln  ein  Cylindcrmantel  und  der  erzeugte  Körper 
ein  cylindrischer  sein.  —  Nebnieu  wir  zunächst  an,  die  Gerade  sei 
unbegrenzt,  mit  homogener  Masse  belegt,  und  die  Kugelmittelpunkte 
(O,  Ol,  . . .)  seien  auf  ihr  um  das  Stück:  00^  ^  ds  von  einander 
entfernt. 

Legen  wir  dann  parallel  der  Achse  00^  einen  Cylinder,  der  aus 
der  zur  Achse  senkrechten  A'Z-Ebene  das  Element  dxdz  ausschneidet, 
so  zerlegen  die  Kugelflächcu  jede  Seite  dieses  Cylinders  in  Elemente 
^Z\  etc.,  die  sämmtlich  gleich  00^  =  ds  sind. 

Denn  verbindet  man  z.  B.  P  und  i\  mit  den  zugehörigen  Mittel- 
punkten O  und  Ol,  so  sind  im  Viereck  OO^P^P  (Fig.  1.)  zwei  Seiten 
gleich :  OP  =  OjPi,  und  die  zwei  anderen  unendlich  kleinen  parallel : 
OOj  II  PPj;  daher  ist  auch  OO^^PP^.  Die  sämmtlichen  kleinen 
ParaUelcpipeda ,  in  welche  der  Cylinder  durch  die  Kugelflächen  zer- 
legt wird,  sind  daher  gleich:  dxdz.PP^  und  unter  einander  gleich. 

Zerschneiden  wir  den  ganzen  sphärogenen  Körper  durch  Cylinder 
von  der  Grundfläche  dxdz  in  unendlich  viele  solcher  gleichen  Paral- 
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Iclcpipcda,  SO  können  wir  in  folgender  Weise  leicht  die  Dichte  an 
ledem  Punkte  hestimraen. 

Die  homogene  Kugel  kann  den  Körper  auch  dadurch  erzeugen, 
dass  sie  sprungweise  um  das  Element  ds  fortschreitet  und  an  jedem 
Ruhepunkte  ihre  ganze  Masse  ablagert.  Dabei  fallen  successiv  auf 
den  Punkt  r  die  Punkte  P^,  Pg  etc.  und  in  das  Element  1  die  Ele- 
mente 2,  3,  4  etc.  und  zwar  so  viele  Elemente,  als  in  dem  innerhalb 
der  Kugel  befindlichen  Stücke  des  Cylinders  (dxdz)  enthalten  sind; 
es  werden  daher  so  viele  Massenelemente  in  dem  ersten  zusammen- 
fallen, als  Längenelemente:  tls  =  FP^^  =  etc.  auf  dem  innerhalb  der 
Kugel  liegenden  Stücke  der  Cylinderseite  sich  finden.  Diese  sind 
aber  für  jeden  Punkt  um  so  mehr  vorhanden,  je  länger  das  Sehnen- 
stück der  Cylinderseite  ist. 

Da  die  sämmtlichen  Elemente  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Dichte  in  jedem  proportional  seiner  Masse.  Daher  ist  die  Dichte  in 
jedem  Punkte  des  sphärogenen  Cylinders  proportional  der  Länge  der 
zugehörigen  der  Achse  parallelen  Kugelsehne. 

Bezeichnet  R  den  Radius  der  erzeugenden  Kugel  und  r  den  Ab- 
stand des  Punktes  P  von  der  Achse,  so  ist  die  Dichte 

wo  C  eine  näher  zu  bestimmende  Constante. 

Für  die  Oberfläche  des  sphärogenen  Körpers  (r  =  R)  ergiebt 
sich  die  Dichte:  d  =  0,  während  sie  nach  innen  zu  wächst  und  in 
der  Achse  (r  »  0)  endlich : 

wird.    Daraus  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung: 


y. 


R*—r^ 
R^      • 


Ein  jeder  Cylinder,  dessen  Dichte  ö  in  der  durch  diese  Formel 
ausgedrückten  Beziehung  zur  Achsendichte  ^o  steht,  ist  seiner  mit 
der  sämmtlichen  Masse  belegten  Achse  äquipotential. 

Welches  ist  die  lineare  Dichte  einer  solchen  Achse? 

Da  die  Achse  an  allen  Punkten  gleichmässig  mit  Masse  belegt 
und  die  Masse  des  sphärogenen  Körpers  gleichmässig  um  sie  herum 
verteilt  ist,  so  können  wir  uns  in  jedes  Achsenelement  de  die  ganze 
zwischen  den  zugehörigen  zur  Achse  senkrechten  Ebenen  liegende 
Masse  concentrirt  denken ;  alsdann  haben  wir  die  sämmtliche  Körper- 
masse gleichmässig  längs  der  Achse  verteilt 
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Die  Masse,  welche  dahei  auf  ein  Achsenelement  fallt,  ist  leicht 
zu  berechnen.  Liegen  wir  senkrecht  zur  Lamelle  [th]  zwei  mit  der 
Körperoberfläehe  coachsialo  Cylinderflächen  von  dem  Radien  r  und 
r+rfr,  so  ist  die  Masse  des  dadnrcli  aus  der  Lamelle  ausgeschnitte- 
aen  cyüadriachen  Ringes: 

dt.dr.2nr.y      ^^  ■   ,Jp; 
daher  die  Masae  der  ganzen  Lamelle; 

am  =  <i»-ff .d(j  f  dir-y^Y' 


R^^ 


7=0 


R 


fYH^^rKdiR^^r^) 


^'4'.\.[^w^^ 


2ftm 

Bezeichnen  wir  die  lineare  Dichte  mit  f,  so  ists 

dm 

daher; 


^"<i. 


Das  Poteatial  V  einer  nnendlicheu  Graden  von  der  constanten 
Dichte  f  ist  aber  bekanntlich: 

1  *>  *• 

F=2.dog-    \ 

wo  f  die  Entfeninng  des  afficirten  Einheltg-BIasscnpuektes  von  der 
Graden  darstellt. 

Die  obigo  Formel  für  e  lehrt  aus  der  Dichte  des  sphärogenen 
Cylinders  die  äquipotentiale  lineare  Massenv erteil ung  finden.  Soll 
umgekehrt  zu  einer  linearen  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Achse 
der  äfiuipotentiale  Cylinder  eonstmirt  werden,  so  müssen  die  Dichten 
m  den  Beziehungen: 


*)  Eiemaon-Hactcadorf:  Scbwere«  Elektridtät  uod  Ma^«ti£maB<    [^Rg.  60* 
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and 


A  1/ 


stehen. 

Es  ist  also  die  lineare  Dichte  s  direct  proportional  dem  Quadrate 
dc!S  Radius  des  sphärogenen  Cylinders  oder  einfach  proportional  sei- 
nem Querschnitte. 

Construiren  wir  zu  zwei  mit  linearen  Dichten  e  und  e^  belegten 
Achsen  sphärogene  Cylinder,  in  denen  sich  die  Quadrate  der  Radien 
verhalten  wie  die  linearen  Dichten  s  resp.  f^,  so  haben  diese  gleiche 
Dichten  ^o  längs  der  Achse,  da 

da  aber  auch  für  corrcspondireude  Punkte  P  und  Pj : 
l/jr^  —  r^        \/Rt^—r^ 

V  ■  R^~~  -  V  "X^    ' 

so  sind  an  den  entspreclienden  Punkten  dieser  beiden  Cylinder  die 
Dichten  einander  gleich. 

Bei  sphärogenen  Cylindem,  deren  Querschnitt  proportional  der 
Dichte  der  äquipotentialen  linearen  Massenverteilung,  sind  die  Dichten 
in  üholich  gelegenen  Punkten  einander  gleich. 

Denkt  man  sich  die  Achse  eines  sphärogenen  Cylinders  in  einem 
Punkte  durchschnitten  und  die  Masse  desselben  so  in  zwei  Teile  zer- 
legt, dass  die  sämratlichen  erzeugenden  Kugeln  sich  zu  dem  Teile 
sujnmiren,  in  dem  ihr  Mittelpunkt  liegt,  so  erhält  man  Cylinder,  die 
naiii  der  einen  Seite  ins  Unendliche  gehen,  nach  der  andern  aber 
von  Hemisphären  begrenzt  werden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  sie  äquipotential  sind  dem  Stücke  ihrer 
linearen  Achse,  das  vom  Mittelpunkte  der  Hemisphäre  nach  dem  Un- 
eiuiUchen  geht;  die  Dichte  der  linearen  Massenverteilung  wird  die- 
selbe sein,  wie  beim  unendlichen  Cylinder,  da  grade  wie  bei  einem 
solchen,  auch  hier  auf  ein  Längenelement  (h  die  Masse  einer  Kugel 
cüucentrirt  wird.  In  der  Eudkugel  dieses  Cylinders  nimmt  die  Dichte 
nm  30  mehr  ab,  je  mehr  wir  auf  einer  Parallelen  zur  Achse  von  der 
iuiieren  Fläche  der  Endkugel  nach  aussen  schreiten,  da  um  so  we- 
ni^üF  erzeugende  Kugeln  ihre  Massen  abgelagert  haben;  die  Zahl 
dernelben  an  jedem  Punkte  P  ist  proportional  dem  Stücke  <j,  um  das 
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man  anf  der  durch  P  gehenden  Parallelen  von  der  äusseren  Fläche 
fortschreiten  muss,  um  zu  ihm  zu  gelangen. 

Bezeichnet  2  (Fig.  2.)  die  zu  P  gehörige  ganze  Sehne,  so  ist 
die  Dichte  in  diesem  Punkte: 

•WO:  

2:  =  2.l/jR«— r^ 

oder: 

ff 

2R' 


.«0. 


Daraus  geht  hervor,  dass  auf  der  Calotte  (a  =  const)  einer  jeden 
erzeugenden  Kugel,  die  in  das  Innere  der  Endkugel  fällt,  gleiche 
Dichte  vorhanden  ist. 

Indem  wir  den  Cylinder  in  der  ohigen  Weise  an  zwei  verschie- 
denen Punkten  auseinander  trennen,  erhalten  wir  einen  sphärogenen 
Cylinder,  der  von  zwei  Hemisphären  begrenzt  wird.  Für  ihn  gelten 
die  eben  gefundenen  Eesultate. 

Innerhalb  der  Endkugcin  ist  die  Dichte  längs  der  darin  liegenden 
Calotten  der  erzeugenden  Kugeln,  im  übrigen  aber  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  Achse  constant.  Diesem  Körper  äquipotential  ist 
die  mit  der  ganzen  Masse  gleichmässig  belegte  Centrale  der  beiden 
Endkugeln. 

Ein  sphärogencr  Cylinder  setzt  sich  daher  aus  lauter  coachsialen 
Cylinderschalen  zusammen,  die  von  den  zugehörigen  Calotten  einer 
und  derselben  Kugel  {R)  abgeschlossen  werden  und  mit  diesen  gleiche 
Dichte  haben;  die  äusscrste  Schale  ist  die  von  Halbkugeln  begrenzte; 
die  Dichte  in  den  einzelnen  Schichten  richtet  sich  nach  dem  Radius 
r  der  Cylindermäntcl : 


=v 


R^ 


Um  das  Potential  P  einer  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Gra- 
den von  der  Dichte  b  und  Länge  2b  aufzustellen,  wählen  wir  die 
Mitte  derselben  zum  Anfangspunkt  O  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
systems,  die  Grade  selbst  zur  F- Achse. 


Dann  ist: 

+6 


■=-/f 


wo  E  die  Entfernung  des  afficirten  Punktes  von  einem  Element  dß 
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der  Graden  darstellt.  Wenn  aber  q  die  Entfernung  des  Punktes  von 
der  Graden  bedeutet,  so  ist: 

und 

_     r        dß 


§6. 

Der  Kreis» 

Teilen  wir  einen  Kreis  (M)  in  unendlich  viele  gleiche  Stücke  ds^ 
und  lassen  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  sich  sprungweise  von  einem 
Teilpunkte  zum  andern  bewegt,  in  jeder  Ruhelage  ihre  ganze  Masse 
ablagern,  so  entsteht  ein  sphärogenor  Kreisring. 

Um  die  Dichte  desselben  in  jedem  Punkte  P  (Fig.  3.)  zu  bestimmen, 
legen  wir  durch  den  Leitkreis  eine  Ebene,  welche  die  Symmetrie-Achse  Z 
im  Punkte  M  triflft  und  verbinden  M  mit  dem  Mittelpunkte  O  einer 
erzeugenden  Kugel.  Nehmen  wir  dann  OM  als  -^-Acbso  an  und 
schneiden  aus  dem  sphärogencn  Ringe  einen  zur  Z-Achse  symme- 
trischen Kreisring  heraus,  dessen  Hauptschnitt  das  Element  dxdz  ist, 
so  wird  dieser  von  den  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich  kleine  con- 
gruente  Cylinder  zerschnitten.  Fassen  wir  einen  solchen  ins  Auge, 
so  wird  in  ihm  bei  der  sprungweisen  Bewegung  der  Kugel  ein 
Massenelement  derselben  nach  dem  andern  abgelagert. 

Je  mehr  Elemente  sich  in  dem  Teile  befinden,  welchen  die  Kugel 
aus  dem  Ringe  ausschneidet,  um  so  grösser  wird  die  in  dem  Elemente 
angehäufte  Masse  werden. 

Vernachlässigen  wir  die  Massenstückchen  dos  Ringteils,  welche 
nicht  mehr  ein  ganzes  Massenclement  bilden,  als  unendlich  klein 
gegen  die  Summe  der  übrigen,  so  ist  die  in  jedem  Volumelemente 
angehäufte  Masse  proportional  dem  Bogenstücke,  das  von  einer  be- 
stimmten Seite  des  unendlich  schmalen  Cylinders  durch  die  Kugel 
ausgeschnitten  wird.  Die  Grösse  dieser  Volumelemente  ist  aber  nicht 
dieselbe  bei  allen  Kreisringen  (dxdz)^  sondern  nimmt  mit  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  M  zu. 

Zerlegen  wir  den  Kreisring  (dxdz)  durch  Ebenen,  welche  durch 
die  Z- Achse  und  die  Teilungspunkte  des  Leitkreises  gehen,  so  erhalten 
wir  ebenso  viele  congruente  kleine  Cylinder,  als  vorher  Volumelemente; 
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diese  werden  daher  den  ersteren  gleich  sein;  da  aber  der  Qnerschnitt 
leider  dx.da  ist,  so  werden  auch  ihre  entsprechenden  Seiten  dieselbe 
Länge  haben. 

Nennen  wir  das  Stück ,  welches  durch  zwei  solcher  Ebenen  von 
einem  znr  ^Achse  symmetrischen  Kreise  abgeschnitten  wird,  dsy  die 
Entfernung  desselben  von  der  Z- Achse  a+£,  wo  |  die  X-Coordinate 
Ton  P  in  Bezug  auf  O  als  Anfangspunkt  ist,  so  verhält  sich: 

Da  die  Cylinder  (dx  d»)  denselben  unendlich  kleinen  Querschnitt  dx.dx 
haben,  so  verhalten  sich  die  Volumina  v  und  t^o  zweier  Elemente  wie 
ds  zu  dsQ  oder  wie  ihre  Entfernungen  von  der  2^ Achse: 

a        ^ 

Nun  ist  aber  die  Dichte:   *  «  -.    Diebin  einem  Elemente  des  sphä- 

rogenen  Körpers  abgelagerte  Masse  ist  proportional  dem  Bogen  2«; 
daher: 

Es  bleibt  noch  der  von  der  Kugel  ausgeschnittene  Bogen  2«  zu  be- 
rechnen. 

Möge  derselbe  in  der  Höhe  z  über  dem  Leitkreise  liegen  und 
2a  als  zugehörigen  Gentriwinkel  haben,  so  ist: 


Femer  ist: 

wo: 
daher 

IGthin  ergiebt  sich: 


«==  («+!)•«. 


2a(a  +  |)         ' 
Q^  «  iE«— ««5 


COS«  ■=»  o  /      it\ 


r«y-(H-i)*-p*i 


8  =a  C.8.     ,  v  «  C.a.a 
Hieraus  folgt:  j  »  0,  wenn: 

T«a  LXV. 
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(a+£-a)«-^«»0 

d.  h.  für  alle  Funkte  der  Oberfläche  des  Ereisringes. 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Dichte  i^  für 
die  Achse  (0  »  0,  £  =>  0)  des  Kreisringes;  dort  ist: 


Sq  c»  Ca.arccos 
daher: 


arccos  5-;; — m 

arccos 


Da  auf  dem  äquipotentialen  linearen  Binge  die  ganze  Masse  M 
des  sphärogenen  Ringes  sich  gleichmässig  verteilt,  so  ist  die  Dichte  b 
des  linearen  Ringes  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Es  ist  aber: 


M 


=/*.dr, 


wo  dt  das  Massenelement  bezeichnet  und  die  Integration  über  die 
ganze  Masse  des  sphärogenen  Ringes  zu  erstrecken  ist 

Integriren  wir  längs  eines  Elementarringes,  so  ergiebt  sich,  da 
an  allen  Punkten  desselben  die  Dichte  i  dieselbe  ist: 


M^  rCi .dS.dz.  2ff(a+|), 


oder,  wenn  wir  für  9  den  oben  gefundenen  Wert  setzen: 

Af  —  C.J, 
wo: 


arccos  [ 


and: 

Es  ist  aber 


r2a«--Ä«1" 
L      2a«     J 


d.  h.  gleich  dem  auf  dem  Elementarringe  durch  die  Engel  abgeschnit- 
tenen Bogen;  daher  Ist  durch 
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2s.d^.dz 

das  Volumen  des  innerhalb  der  Kugel  liegenden  Stückes  vom  Elemen- 
tarringe ausgedrückt;  die  Snmmirung  der  innerhalb  der  Kugel  liegen- 
den Stücke  sämmtlicher  Elementarringe  ergiebt  das  Volumen  der 
Kugel  selbst: 

•/«=>  rr28.dl.dz  =  iB}.n. 


Daher: 


und: 


n 


arccos 


L     2a»     J 


arccos 


Diese  Formel  bestimmt  die  Dichte  e  eines  linearen  Ringes  durch 
die  Achsendichte  ^o  ^^^  äquipotentialen  sphärogenen  Ringes;  die  Be- 
rechnung des  Potentiales  bei  solcher  Massenverteilung  ist  folgende. 

Bezeichnet  E  die  Entfernung  des  afficierten  Punktes  Pvon  einem 
Ringpunkte  (Fig.  4.),  so  ist  das  Potential: 


-^/- 


dq> 
E 


oder  da: 


«2    r       ^'^'^^ 

J    T/r*+o*8inV' 

rS  «  ro*+«*cosV — 2roacosg)Sin'9', 


wenn  r^  =»  JfP,  und  ^  der  Winkel  ist,  den  MF  mit  der  Z- Achse 
bildet,  so  ist  auch: 

n 


y^2    C-, ^•""^'^ 

y     W+«^-~2roacoS9 


2az 


J  K^o*+«'-' 


sinO 
dq> 


f  ro*4-a«— 2aroSin  & + 4aro  sin^sin*  %\ 


Es  ist: 


ro^+a*—2aro  sin^  >  0; 

richten  wir  femer  die  Z-Achse  stets  nach  der  Seite  des  Ringes,  an 
welcher  der  Punkt  P  liegt,  so  ist  stets: 
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daher: 

wir  können  daher  setzen: 

Ej^  =  V+a*— 2roa8in4> 

-Eo*  =  4roa8ind'^ 
und: 

Ei^  -  V+a2+2roasinO  =  V  + V, 

wo  dann  E^  und  £^2  <^i^  Entfernungen  des  Punktes  F  vom  nächsten 
und  entferntesten  Bingpunkte  sind. 


Alsdann  ist: 

V^2a 


oder  wenn: 


ffi 


TT 
2 


-4«../-— ==A_ 


9r 
2 

4a€ 


0  '*"2 


0 

Es  ist  aber  allgemein,  wenn  F(x)  eine  analytische  Function  von  x 
bezeichnet: 

n  n 

J  F(Qo%^q>).d<p  «  J  F(sm^(p) .dtp, 

,0  0 

da 

TT 
"2 


/  F(cos^ip).dg>  =-jF(coB^g>),d<p 
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n 
"2 


0 

7t 

"2 
=    /   F(siD^(p).d(p; 


mithin  ist  auch : 


0 


Kl  ?)• 


Setzen  wir:  -^  =  ä;'^  so  ist  nach  der  Landen'schen  Transformation: 

^(ä',|)  =  (1+Äi)./^(*i,|). 
wo:  

Es  ist  femer: 

E  1 


E, 


wenn: 
Daher  ist: 


l  +  Q' 


-im{'+©"(J?-S+(II)'(^)'+-}- 

Zerschneiden  wir  die  ringförmige  Achse  des  Kreisringes  an  zwei  be- 
£ebigen  Fnnkten  nnd  lassen  in  jedem  Teilungspnnkte  der  beiden 
Stücke  die  erzengende  Kugel  ihre  gesammte  Masse  ablagern,  so  er- 
halten wir  zwei  Ringstücke,  die  durch  eine  teilweise  Ineinanderlage- 
rung,  bei  der  die  Stücke  der  Achse  einen  vollen  Kreis  ausmachen, 
eich  zu  dem  sphärogenen  Binge  ergänzen. 
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Die  Dichte  an  jedem  Punkte  dieser  von  Hemisphären  hegrenzten 
Ringstücke  ist  mit  Ausnahme  der  beiden  Endkugeln  durch  die  Glei- 
chung C  bestimmt 

Innerhalb  der  letzteren  aber  erhitlt  man  auf  jedem  zur  2r- Achse 
symmetrischen  Bogen  vom  Badius  r  eine  um  so  grössere  Dichte,  je 
mehr  man  sich  darauf  von  der  Begrenzungs-Halbkugel  entfernt,  weil 
man  in  um  so  mehrere  der  erzeugenden  Kugeln  eindringt. 

Bezeichen  wir  mit  a  das  durchwanderte  Bogenstück,  so  ist  die 
Dichte  8k  an  dem  erreichten  Punkte: 

wo: 


«  =  arccos 


L        2(«+ra)«        ^J-^«+»-«)- 


2(a+ra) .  arc  cos  [     ^a»     J 


Daher  ist  die  Verbindung  mit  der  Gleichung  C: 

für 

ergiebt  sich: 

«*-=;=*;    für    0  =  0,    d.  h. 

für  die  äussere  Hemisphäre: 

djk  =  0. 

Ein  solches  sphärogenes  Ringstück  ist  äquipotential  dem  zugehörigen 
Stücke  der  Achse,  belegt  mit  derselben  Dichte  s  wie  bei  dem  vollen 
Ringe. 

§.7. 

Flächenartige  Massen  imd  äquipotentiale  Körper. 
Die  unbegrenzte  Ebene. 

Lassen  wir  eine  homogene  Eugcl  sich  sprungweise  längs  einer 
Fläche  bewegen  und  an  jedem  Ruhepunkte  ihre  ganze  Masse  ab- 
lagern, so  entsteht  ein  sphärogener  Körper,  dessen  Potential  durch 
das  dieser  Fläche  ersetzt  werden  kann,  wenn  wir  in  dem  Mittelpunkte 
jeder  Ruhelage  die  sämmüiche  Masse  der  Kugel  conccntrirt  denken. 
Der  dadurch  entstehende  Körper  wird,  wenn  die  Fläche  unendlich 
und  die  Kugel  sich  stetig  von  Punkt  zu  Punkt  bewegt,  überall  eine 
gleiche  Dicke  besitzen,  welche  dem  Durchmesser  der  Kugel  gleich  sein 
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wird;  die  Oberfläche  dieses  Körpers  aber  ist  die  Enveloppe  der  sämmt- 
lichen  Ruhelagen  der  erzeugenden  Eugel. 

Die  Leitfläche  sei  eine  unbegrenzte  Ebene. 

Wir  markiren  die  Euhepunkte  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
durch  die  Schnittpunkte  zweier  Systeme  orthogonaler  Geraden,  welche 
in  gleicher,  unendlich  kleiner  Entfernung  parallel  laufen,  wählen 
ein  Paar  derselben  zur  X-  und  F- Achse  und  bezeichnen  ütae  Ent- 
fernungen mit: 

dx  =*  dy. 

Lassen  wir  dann  die  Kugel  zunächst  längs  der  JT- Achse  sich  fort- 
bewegen, so  erhalten  wir  nach  Ablagerung  der  Kugelmassen  einen 
sphärogenen  Cylinder  (s.  Fig.  5.). 

Um  den  gesuchten  Körper  zu  erhalten,  denken  wir  den  gefunde- 
nen Cylinder  sprungweise  so  fortbewegt,  dass  seine  Achse  successiy 
die  Lagen  der  Parallelen  y  »  const  der  zweiten  Schar  annimmt,  und 
in  diesen  Ruhelagen  seine  gaoze  Masse  abgelagert.  Es  ist  einleuch- 
tend, dass  auf  diese  Weise  derselbe  Körper  entsteht,  der  durch  Ab- 
lagerung der  Masse  jeder  Kugel  in  ihrer  Ruhelage  sich  bildet;  denn 
am  Ende  unserer  Construction  haben  wir  an  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  eine  Kugel  abgelagert. 

Welches  ist  die  Dichte  dieses  Körpers? 

Die  Masse,  welche  sich  in  einem  Elemente  dx.dy.dz  in  der  Höhe 
a  über  der  Xr-Ebene  ansammelt,  erhalten  wir,  wenn  wir  parallel  der 
F- Achse  ein  Parallelepiped  vom  Querschnitte  dx,dz  durch  den  Cy- 
linder hindurch  legen.  Dieses  wird  durch  die  Mäntel  der  auf  einan- 
derfolgenden  sphärogenen  Cylinder  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gruente  Parallelepipeda  zerschnitten.  So  viele  derselben  innerhalb 
eines  Cylinders  liegen,  lagern  sich  bei  der  sprungweisen  Fortbewegung 
desselben  in  das  vorderste  Element;  der  noch  übrige  Teil  der  im 
Cylinder  liegenden  Masse  des  Parallelepipeds  (dxdz),  der  ein  vollea 
Element  nicht  mehr  bildet,  kann  gegen  die  Summe  der  übrigen  ver- 
nachlässigt werden.  Alsdann  ist  die  im  ersten  Elemente  angesam- 
melte Masse: 


=  2.  /*«.< 

^2.da.dz.J    y  —j^ — .8Q,dy 


»=0 
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iL 


=Vr^^ 


liS 


^2dx.dM.8o,J    y  ^ -.dy 

0 

2dx 


^r==5.^/|AI^..(^,) 


Seifen  wir: 

y 


BO  ergicbt  sich: 


Vä»— »« 


»  sin  9, 


7C 


2 


Daher: 

;i    ^^-«'   »  ^  ^ 
cfm  «  Oq. — ^g —  •  j-.cKC««. 

Da  jeder  Cylinder  durch  die  aufeinander  folgenden  Oberflächenlagen 
dca  erzeugenden  Cylinders  in  gleiche  Volumeneleraente  zerlegt  wird, 
so  verhalten  sich  die  Dichten  der  einzelnen  Elemente  wie  die  darin 
beindlichen  Massen;  es  ist  also  die  Dichte  J  in  jedem  Punkte: 

J  «=  Const  — ^ — . 

Ffir  die  Leitebene  ist: 

«-0; 
nüüiin  die  dortige  Dichte: 

woraus  folgt: 

E J^-— ^ä-.zfo. 

Vergleichen  wir  mit  dieser  Formel  die  für  die  Dichte  eines  sphä- 
rogcnen  Cylinders: 

Bo  erkennen  wir  leicht,  dass  bei  gleicher  Entfernung  von  der  Leit- 
curre,  rcsp.  Fläche  der  beiden  sphärogenen  Körper  die  Dichte  in  der 
körperlichen  Tafel  in  quadratischem  Verhältnisse  gegen  die  Dichte 
des  Cylinders  abnimmt 
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I>a  die  MasBo  der  körperUcIieii  Tafel  gloiclimässig  zu  beiden  Sei- 
ten der  Leitebene  verteilt  ist,  so  wird  maii  die  Masse,  womit;ietztero 
belegt  werden  lonse,  um  der  ersteren  äquipotential  zu  werden,  ein- 
fach dadurch  finden,  das»  man  über  einem  Elemente  (iitdjj  parallel 
der  Z-Achse  ein  Parallelepiped  construirt  und  die  durch  dieses  aua 
dem  Körper  auageachnittene  Masse  berechnet. 

lu  der  Höhs  z  über  der  ^F-Ebcne  ist  die  Dichte: 

^  =  ^^.^01 


daher  die  Masse  des  ausgeschnittenen  Parallelepipeda: 

^0 


R 
-  ^i-  .da 


statt 
daher 


Ist  aber  ^  die  Flächendichto  der  Ebene,  so  findet  die  Gleichung 
dm  *^  ^.d^.dff; 
dm 


p-  ■  - ■  •  if*=t.iJ.^o, 


woraas  weiter  folgt: 


^o-iö-ft 


Ä*— 


.« 


Haben  wir  als  Leitflächo  die  unbegrenzte  Ebene  benutzt,  so  ist 
das  Potential  des  zugehörigen  spbarogcneu  Körpers  unendlich,  wie 
das  einer  unbegrenzten  Ebene  von  der  Dichte  \^  scibst 

Dies  lässt  sieb  loicbt  anf  folgende  Weise  dartun. 

Fällen  wir  von  dem  betrach toten  Punkte  auf  die  Ebene  ein": Lot, 
wählen  dies  zur  Z- Achse  nnd  den  Fasspunkt  desselben  zum  Kall- 
punkt  eines  Polarcoordinateusystems  (r,  9p),  so  ist  die  Z-Componeiite 
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der  Kraft,  mit  der  ein  Massenelement  der  Ebene:  (i.r,dr,dfp  den 

Kiuheitspunkt  P  anzieht,  gleich: 

fi,r,dr,d(p   z 
— ä •  —  • 

wenn  Q  seine  EntfernuDg  vom  Punkte  P  darstellt. 

Die  Kraft,  mit  der  die  ganze  ebene  Masse  von  der  constanten 
Dichte  fi  den  Punkt  P  anzieht,  ist  daher: 

271 


' — ""^'JJ  'V''^^ 


0     0 


=  —  2»  ft. 

Die  Kraft,  mit  der  eine  Ebene  von  constanter  Flächendichte 
einen  ausserhalb  liegenden  Punkt  P  anzieht,  ist  unabhängig  von  der 
Entfcraung  desselben  von  der  Ebene. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auch  folgendermassen. 

Denken  wir  uns  eine  zur  -XT-Ebene  parallele  Ebene  X^Y^  mit 
der  Dichte  ft  belegt  in  der  Entfernung  z^  vom  Punkte  P  und  con- 
struiron  von  P  aus  durch  die  Systeme  der  -y=  const  und  r*=const 
Ebenen,  welche  von  der  Parallelebeno  die  Elemente  ctojrfyi  aus- 
schneiden, so  verhält  sich: 

dxi . dtfi  :rj^  =  dx.dy:  r^, 

wenn  r  und  rj  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  zwei  mit  P 
in  einer  Graden  liegenden  Elementen  dxdy  resp.  dx^dy^  darstellen. 

Es  ist  aber: 

dx-^dy^        dxdy 

proportional  der  Kraft,   mit  welcher   der  Punkt  P  von  den   ent- 
sprechenden Elementen  beider  Ebenen  angezogen  wird. 

Zu  jedem  Elemente  der  einen  Ebene  oxistirt  mithin  stets  ein 
Element  der  anderen,  welches   den   Punkt  P  mit  derselben  Kraft 

anzieht 

Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  P  von  der  ganzen  Ebene  XY  mit 
derselben  Kraft  angezogen  wird,  wie  von  der  Ebene  X^Y^, 
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Wie  weit  wir  daher  auch  die  Ebene  X^Y^  vom  Punkte  P,  oder 
den  Punkt  P  von  ihr  entfernen,  die  anziehende  Kraft  bleibt  stets 
constant 

Für  unendlich  nahe  Punkte  ist: 

dP     dP 

wo  g-  und  — g-A  die  normalen  Kraftcomponenten  und  n  die  Rich- 
tung der  wachsenden  Normale  bezeichnet. 
Da  in  unserem  Falle  offenbar 

dP     _JdP_ 

dn  dn! ' 

80  ist: 

dp      SP 

die  constante  Kraft,  mit  der  die  Ebene  in  jeglicher  Entfernung  den 
Einheits-Massenpunkt  anzieht. 

Daher  ist: 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  die  Ebene  als 
Oberfläche  einer  Kugel  von  unendlich  grossen  Radius  r  betrachten. 
Das  Potential  derselben  ist  dann: 

r=oo 

§8. 
Mit  homogener  Masse  belegte  Bechtecke« 

Wenn  sich  der  sphärogene  Cylinder  nicht  längs  der  ganzen  F- 
Achso  von  —  oo  bis  +c»,  sondern  nur  längs  eines  beschränkten 
Stückes  derselben,  von  y  =  0  bis  y  =  const  fortbewegt,  so  entsteht 
ein  flächenartiger  Körper  von  unendlicher  Länge,  aber  endlicher 
Breite.  In  allen  Teilen  dieses  Körpers,  die  nicht  innerhalb  des  An- 
fangs- und  End-Cylinders  liegen,  ist  die  Dichte  ganz  dieselbe  wie  im 
vorigen  Falle,  da  die  Lagerung  der  Kugeln  hier  genau  dieselbe  ist; 
anders  innerhalb  der  ersten  und  letzten  Cylinderfläche. 

Denken  wir  uns  von  der  Oberfläche  des  ersten  Cylinders  aus 
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I 


paraller  der  F- Achse  ein  Parallelepiped  mit  der  Grundfläche  ilx.dz 
hindnrchgelegt,  so  wird  dasselbe  durch  die  auf  einander  folgenden 
Lagen  des  erzeugenden  Cylinders  in  lauter  unendlich  kleine  con- 
gruento  Elemente  zerschnitten;  in  das  erste  derselben  wird  nur  Yom 
ersten,  in  das  zweite  vom  ersten  und  zweiten  Cylinder  etc.  Masse 
abgelagert,  so  dass  die  Dichte  in  diesem  Parallelepiped  stetig  wächst, 
je  mehr  wir  uns  darin  von  der  Oberfläche  des  Cylinders  entfernen. 
Die  Masse  in  jedem  Elemente  ist  gleich  der  Summe  der  Massen  der 
durchschrittenen  Elemente  des  ersten  Cylinders: 


dm 


<=  ßd.dt 

=  ÖQ.dx.dz.J  y—^^.dy 


^--■[/|/^*+/K^*j- 


Es  ist  aber  nach  Obigem: 


ferner: 
y 


/y 


/\r^^^-^>-^-fV^^^Ay^} 


Setzen  wir 


so  ist: 
y 


«=»  /  C089.rf(sin9)  =  cos9.8ingp+ /  sin'g^.dg)» 
=*  COS  9 .  sin  <p  -f-  9?  —  /  cos V .  d<p. 
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Dmheri 

oiigI 

V     . 


mithin: 


£b  ist  ^(£)  die  Dichte  im  Endcytindcr: 
daher: 


fftr 
ist: 

äaber: 
mithin: 

F..)^t^ ^-.) pa. 

Diese  Formel  geht  für  den  Wert: 

mit  dem  wir  ans  dem  End-Cylindor  heranstreten  ^  in  diß  bereits  be* 
koante  GleichEBg  E: 

E^  —  s^ 

aber^  die  fui  alle  Funkte  ansBerhalb  der  End-Cjlinder  gilt 
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Gonau  denselben  Körper,  den  wir  so  eben  bei  beschränkter  Be- 
wegung des  unendlich  langen  sphärogenen  Cylinders  erhalten  haben, 
köimcii  wir  auch  durch  unendliche  Bewegung  eines  endlichen  sphäro- 
genen Cylinders  herstellen. 

Ea  möge  sich  ein  endlicher  sphärogener  Cylinder,  dessen  Achse 
von  ^  =  0  bis  ^  «^  const  reicht,  sich  selbst  parallel  längs  der  JT-Achse 
bewegen  von  «=»  —  oo  bis  «=  +  «>.  Alsdann  wird  die  Achse  des 
Cylinders  ganz  denselben  unendlichen  Ebenenstreifen  beschrieben 
haben,  wie  die  des  unendlich  langen  Cylinders  im  vorigen  Falle. 

Denken  wir  uns  in  beiden  Fällen  die  Ruhelagen  der  Cylinder- 
acliscE  ebensoweit  von  einander  entfernt,  wie  die  der  erzeugenden 
Kugeln,  so  werden  die  Kuhelagen  der  Achsen,  sowie  die  Bewegungs- 
linion  der  Kugeln  beide  Male  genau  dieselben  Systeme  von  orthogo- 
nalen Graden  bilden,  deren  Durchschnittspunkte  die  Ruhelagen  für 
die  Cciitra  der  erzeugenden  Kugeln  sind.  Es  werden  sich  daher  beide 
Körper  aus  denselben  Kugeln  zusammensetzen,  mithin  identisch  sein; 
ihro  Dichte  wird  an  gleichen  Punkten  dieselbe  und  durch  obige  For- 
meln ausgedrückt  sein. 

Danach  ist  es  nicht  schwer,  die  Dichte  in  allen  Punkten  eines 
endlichen  flächenartigen  Körpers  zu  bestimmen,  der  bei  endlicher 
Parallel-Bewegung  eines  endlichen  sphärogenen  Cylinders  entsteht. 

Während  für  das  Innere  die  Formel  E  gilt,  so  ist  nach  den 
vorhergehenden  üeberlegungen  die  Dichte  in  den  Endcylindem  nach 
allen  vier  Seiten  hin  durch  Formel  F  bestimmt,  jedoch  mit  Ausnahme 
der  vier  Eckkugeln. 

Um  die  Dichte  im  Punkte  P  derselben  zu  bestimmen  (Fig.  6.), 
machen  wir  zwei  Seiten  des  von  den  Mittelpunkten  der  erzeugenden  Ku- 
geln ausgefüllton  Rechtecks  zur  X-  und  F-Achse,  wählen  die  Z- Achse 
so,  dass  das  Coordinatensystem  positiv  wird  und  legen  vom  Punkte  P 
aus  ein  Parallelepiped  von  der  Grundfläche  dx.dz  durch  den  Körper. 
Dieses  wird  durch  die  auf  einander  folgenden  Oberflächen  der  erzeu- 
genden sphärogenen  Cylinder  in  lauter  kleine  Parallelepipeda  zer- 
Bchnitton.  In  jedem  finden  sich  nach  Ablagerung  der  Massen  der 
sphärogenen  Cylinder  die  sämmtlichen  Massen  der  vorhergehenden 
Elemente  angehäuft,  so  dass,  wenn  wir  die  Dichte  desselben  mit  d 
bezeichnen,  ein  Massenelement  in  der  F-Entfemung  HP  -=  a  von  der 
Oberfläche  die  Masse  enthält: 


dm  ^=  dx.dz 


.fi.äy. 


Legen  wir  durch  P  eine  Parallelebene  (X'F')  zur  XF-Ebene, 
welche  die  Z-Achse  in  O'  schneidet  und  bezeichnen  wir  mit  tf'  die 


y 
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Stacke  der  neuen  P'-Coordinaten,  welche  voü  der  Eckkugel  und  dor 
Graden  SP  begrenzt  werden,  so  ist: 

wo 


daher: 


IS 


Dies  Integral  stellt  das  Stück  der  von  der  -S"F'>Ebeue  aus  der 
Eckkugel  ausgeschnittenen  Kreisfläche  (q)  dar,  welches  von  den  bei- 
den Längen  o  und  <jV  abgetrennt  wird* 

Daraus  folgt,  dass  in  den  Punkteu  (a,  ff^  a')  und  (a,  a\  u)  die- 
selbe Bicbte  vorhanden  ist. 

Schneidet  die  zu  P  gehdrigo  X'-Ceordinatc  die  Krcinperipherie 
in  Nj  die  F'-Ächse  In  j4,  so  ist  das  von  der  Kreisflä<:h©  abgeschnit- 
tene Stück  gleich  der  Differenz: 

OANH—  OÄPH  = 


^V 


(arccosi  — j-j-arcsiJi    J 
-Ig  +arcsin  -  +  orc  sin  -  1 


—  5 


e^/ 


wdclie  Formel  sich  im  Punkte   \  \  nicht  ändert. 


Mithin  Ist  die  Dichte  im  Funkte  (^^;r)  der  Eckkugel; 

^x=  Con8t,S, 
wobei  zu  setzen  ist: 

Für  Punkto  der  inneren  Oberfläclie  der  Eckkugel  musa   diese 

Formel  in  die  Gleicbtmg  F  übergehen^  für  solche  Pankto  ist; 
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^«  =  aj2-|-y»,   und 

arcBin  -  «  o  +arc8in  -» 

daher  die  Dichte  d{K,E)  in  solchen  Punkten: 

Es  ist  aber  nach  Gleichung  F: 


yj?8— a«_y»  ] 


daher: 


Const  =  — ^ 


und 


^JT- 


Ä».«' 


iZ«- 


-.  [2 +arcBln:^^^=+arc8in^^==J  I 


R\n 


+|v?=?+sy?-»»+«y 


Die  Flächen  gleicher  Dichte:  ^  =  const  sind,  soweit  sie  inner- 
halb der  Eckkugeln  und  der  Endcylinder  liegen,  transcendent;  im 
übrigen  Räume  aber  Parallelebenen :  z  »  const. 

Gehen  die  beiden  Endcylinder  in  einander  über,  so  vervollständigt 
man  den  sphärogenen  Körper  durch  Ansetzung  eines  anderen  zu  einem 
solcheu,  in  dem  die  Endcylinder  sich  nicht  schneiden,  und  hat  dann 
die  Dichte  an  jedem  Punkte  gleich  der  Differenz  der  dortigen  Dichten 
des  neuen  Körpers  und  des  angesetzten  Hilfskörpers. 


§9. 
Die  Kreisfläche  mit  homogener  Massenbeleguig« 

Um  einen  der  homogenen  Kreisfläche  äquipotentialen  Körper  zu 
erhalten,  zerschneiden  wir  den  Radius  OSl=ia  derselben  in  unendlich 
viele  gleiche  Teile,  legen  durch  die  Teilungspunkte  concentrische 
Kreise,  denken  die  Masse  zwischen  je  zweien  solcher  Kreise  auf  den 
inneren  Kreis  concentrirt  und  construiren  zu  jedem  linearen  Kreis- 
ring den  äquipotentialen  körperlichen  Kreisring  vom  constanten  Ra- 
dius R. 
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Diese  sämmtlichen  Ereisringe  setzen  sich  zu  einem  scheiben- 
artigen Körper  zusammen  von  der  Dicke  2R,  dessen  Potential  durch 
das  der  homogenen  Kreisfläche  ersetzt  werden  kann. 

Untersuchen  wir  die  Dichte  dieses  sphärogenen  Körpers. 

Bei  der  Concentration  der  Masse  der  Kreisplatte  in  lineare  Kreis- 
ringe werden  die  auf  jedem  Binge  lagernden  Massen  mit  der  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  immer  grösser,  in  demselben  Verhältnisse 
wächst  aber  auch  der  Umfang  des  Kreisringes;  mithin  ist  die  Dichte 
auf  allen  diesen  Ringen  gleich.  —  Statt  aus  diesen  Ringen  mittels 
äquivalenter  Massentransposition  den  resultierenden  Körper  herzu- 
stellen, können  wir  auch  die  Kreisplatte  durch  zwei  orthogonale  un- 
endlich nahe  Liniensysteme  in  gleiche  quadratische  Elemente  zerlegen 
und  jedes  derselben  von  seinem  Mittelpunkte  aus  durch  eine  homo- 
gene Kugel  transponieren ;  denn  je  näher  wir  uns  in  beiden  Fällen  die 
Liniensysteme  an  einander  gerückt  denken,  um  so  mehr  nähern  sich 
die  beiden  Massenverteilungen  der  homogenen  Belegung  und  können 
der  letzteren  über  jede  beliebige  Grenze  der  Genauigkeit  hinaus  nahe 
geführt  werden. 

Für  die  letztere  Verteilung  kennen  wir  bereits  die  Dichte;  sie  ist: 

Diese  Formel  gilt  aber  nur  für  solche  Punkte,  in  denen  von 
allen  Seiten  gleichmässig  Masse  abgelagert  wird;  sie  gilt  daher  hier 
nicht  für  Punkte  des  äussersten  Kreisringes. 

Um  für  diese  die  Dichte  zu  finden  (Fig.  7.),  construieren  wir 
von  O  aus  ein  orthogonales  Coordinatensystem,  dessen  Z-Achse  senk- 
recht zur  Kreisfläche,  und  schneiden  durch 

1)  die  Ebenen  z  =-  const  und  z-^-dz  ^  const', 

2)  die  Cylinder  im  Abstände  (a-|-|®)  und  (a+5®-j-cia)  von  der 

Z-Achse, 

3)  die  durch   die  2^- Achse   gelegten    Ebenen   q>  »  Const    und 

gp-f-dy  =  Const' 

ein  Element 

{a-\'l^),d(p.dz.da 

aus  dem  äussersten  Kreisringe  heraus  und  berechnen  die  Summe  dm 
der  hineinfallenden  Massen. 

Ist  ^a(^o,f)  die  Dichte  des  Endringes  im  Punkte  (|^,  z)  und 
i{a — o){^,M)  die  entsprechende  Dichte  des  Ringes  mit  der  Achse 
a — a,  so  ist: 


TeU  LXV. 
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wo  I  die  X-Coordinaten  der  Ringpunkto  in  Bezug  auf  i^,  den  Mit- 
telpunkt der  äussersten  Kreisfläche,  darstellt.  Es  lässt  sich  aber  auf 
folgen tiü  Weise  die  Dichte  ö(a— p-f5)(^«>£)  durch  die  Dichte  im  End- 
riiige  (5f/fc«5)  ausdrücken. 

Es  !3t  nach  Formel  D  bei  gleichem  e: 

^Oo ^fL« 

a.arccos  — 0^ —         «.arccos  — ^^     J 

femier  nach  C: 

,  ^^^^^n        2a-.(a-+IV)~J  8  . 

arccosj^ — 2^   J 

,'  ^^^^^H 2^V+r;ö        J  s  . 

axcco8|— 2;^^] 

Es  i^t  alter: 

set'/tMi  Tvir  daher 

a'=(a-e  +  l), 
so  Lüt: 

und: 

.    a'+SV=a  +  |''«=(a+l»)-, 
dalicr: 

arccos  — ^^— 
und: 

dm  ^  ConstCa+^O)  .y  («~P+^).arcco8[^-^2Skiy^^^^^^ 

Durch  Dmsion  mit  dem  Volumeleraont:  (a'j-^^),(l(p,dz.ilS  erhalten 
Wir  die  Dichte  Je  im  Punkte  (^^z)  gleich 


\ 
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wo  (p  den  der  Seite  g  des  Dreiecks  (p,  «+S^,  «4-9  —  ^)  gegenüber- 
liegenden Winkel  bedeutet,  oder: 

^Ä=  Const  r^s.d^, 

wo  5  der  zu  g)  gehörige  Bogen  im  Kreise  (a  — ^+|)  ist. 
Es  stellt  aber  das  Integral: 

28,  dS 


/ 


die  Fläche  2F  dar,  welche  in  der  Ebene  z  =»  const  der  um  den  Punkt 
(J<^,s)  mit  Q  '^yR^—z^  beschriebene  Kreis  von  einer  in  derselben 
Ebene  liegenden  Kreisfläche  abschneidet,  die  mit  a  um  die  Z- Achse 
beschrieben  ist  (Fig.  8.). 

Bewegt  sich  in  der  Ebene  z  =  const  ein  Punkt  aus  dem  End- 
ringo  heraus  in  das  Innere  des  sphärogenen  Körpers,  so  schneidet 
dieser  Kreis  stets  seine  volle  Fläche  ab;  folglich  ist  für  solche  Punkte 
die  Dichte  /i  constant  und  zwar  proportional  der  Kreisfläche: 

{R^^Z^)7C. 

Für  den  Punkt  (iPz)  ist  2F  gleich  der  ganzen  Kreisfläche  9*.«, 
vermindert  um  die  Ergänzungsfläche  2F\  also: 

2F=(R^  —  z^)7t  —  2F'. 
Es  ist  aber: 

F^—'D'\-Sa'  —  S^, 
WO 

D  die  Fläche  des  von  a,  a-f-S^  ^^^  Q  gebildeten  Dreiecks, 
Sa*  die  Fläche  des  vom  Radius  q  und  der  -X-Achse, 
S^  die  Fläche  des  von  den  Radien  g  eingeschlossenen  Kreis- 
sectors  bedeuten.    Dabei  ist: 

D    =  i  .  y^a+S^ra^^[a^+{a+i')^g^]^ 

4»   * 
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Es  ist  daher: 

^j?=  0.2/-=  C.[^«n;  — 2(£)  +  ;S«'— /Sy)] 

Dabei  ist  für  Punkte:  £<*=«  —  p,  d.  h.  für  Punkte,  die  auf  der  Grenze 
des  Endringes  liegen: 

Z>  =  0,    5^,  =-  0,    Sa*  =  0. 

Daraus  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Constanten  C.    Für  derartige 
Punkte  ist  nach  Formel  D: 

nach  obiger  Formel  aber: 
daher: 

und: 

Die  gefundenen  Formeln  gestatten  leicht,  die  Dichte  in  allen 
Punkten  sphärogener  Körp6r  anzugeben,  die  irgend  einer  homogenen 
ebenen  Fläche  äquipotential  sind,  wenn  diese  von  Kreisen  oder  Ge- 
radon begrenzt  wird;  eine  besondere  Berechnung  erfordert  jedesmal 
die  Dichtenbestimmung  innerhalb  der  Eckkugeln: 


§.  10. 
Potential  sphftrogener  Körper  auf  Innere  Funkte. 

Um  das  Potential  sphärogener  Körper  auf  innere  Punkte  zu 
finden,  denken  wir  nur  jede  der  erzeugenden  Kugeln  in  unendlich 
viele  concentrische  Kugelschalen  zerlegt. 

Während  auf  äussere  Punkte  die  ganzen  Massen  der  erzeugenden 
Kugeln  einwirken,  kommen  bei  einem  inneren  Punkte  diejenigen 
Schalen  dieser  Kugeln  in  Wegfall,  welche  den  Punkt  umschliessen, 
da  das  Potential  einer  homogenen  Kugelschale  auf  einen  inneren 
Punkt  eine  Constante  ist.  Bei  Berechnung  des  Potentialwertes  werden 
wir  daher  nur  diejenigen  Schalen  der  erzeugenden  Kugeln  zu  berück- 
sichtigen haben,  für  welche  der  afficierte  Punkt  ein  äusserer  ist 
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BeCrachten  wir  zttnächst  ©inen  Paukt  P{Fig.  9)  innerhalb  eines  spM- 
rügenen  Gylindera  mit  den  Coordiuatea  ^,  ^  =  0,  a?  =  0.  Auf  diesen 
Punkt  wirken  noch  mit  ganzer  Masse  ein  die  Kugeln,  deren  Obor- 
tläclien  durcb  ihn  hindurchgchii,  \ön  den  darauf  folgenden,  den  Punkt 
P  oiüscblie »senden  Kugeln  aber  nur  derjenige  kugelförmige  Teil  ihrer 
Masse,  welcher  die  Entfernung  Bt^  des  Punktes  r  vom  Mittelpunkte 
zum  Radius  hat.  Denken  wir  uns  daher  die  Massen  dieser  Kugeln 
auf  die  i-Achs©  in  den  Elementen  dm  etc.  conceutrirt,  so  verhalten 
sieh 

SO  dass  also: 

dnht  ^  -p3^ '  dm  = „-^ .  dm. 

Es  ist  aber  nach  §,  5,  die  Diebfe  i?  der  dem  Cylinder  äquipotentialen 
linearen  Masse  ausgedrückt  durch  die  Dichte  ^f,  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Aehse  des  sphärogenen  Cy linders: 

dm       2nR^  ^ 

Diese  Formel  gilt  nur,  wenn  der  afticierte  Punkt  ein  äusserer  ist; 
liegt  derselbe  im  lunern  dee  Cylinders,  sq  wird  die  zugehörige  liuearo 
Dichte  Mi  ausgedrückt  sein  durch: 

Danach  lässt  sich  das  Potential  P  für  einen  inneren  Punkt  leicht  be- 
rechnen. 

Wir  zerlegen  dasselbe  in  zwei  Teile  P^  und  Pg,  deren  erster  her- 
rührt von  den  Kugeln,  weklie  ganz  ausserhalb  des  affi eierten  Punktes 
lif^en^  der  zweite  von  den  in  Betracht  kommenden  Teilen  der  übrig 
bleibenden  Kugeln: 

Alsdann  ist: 


-^/'t^^  +  J 
[       3       J"*"- 

*)di, 

2« 
■  3 

4»    Vü*  — »» 
"  3  ■        S 
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Das  Potential  P^  lässt  sich  nach  §.  5.  ohne  Schwierigkeit  aufstellen. 

Um  das  Potential  für  einen  Punkt  P  im  Innern  eines  sphäroge- 
non  Ereisringes  zu  berechnen,  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  P 
eine  Ebene  senkrecht  zur  Ringebene  gelegt,  welche  die  letztere  in 
der  F-Achse  schneiden  mag.  Betrachten  wir  femer  die  erzeugenden 
Kugeln  als  zusammengesetzt  aus  lauter  homogenen  Eugelschalen,  so 
sind  für  den  Punkt  P  die  Potentiale  derjenigen  Schalen  constant, 
welche  denselben  umschliessen.  Ziehen  wir  daher  die  Verbindungs- 
linie Rn  vom  Punkte  P  nach  dem  Mittelpunkte  einer  ihn  umschlies- 
seutlen  Kugel,  so  wird  nur  die  Masse  der  Kugel  (Rh)  nach  dem  Mit- 
tel pauk  tselemente  (Inhi  zu  concentriren  sein.  Es  würden  sich  daher 
die  Massen  in  den  Elementen  dmn^  soweit  sie  innerhalb  einer  um  P 
juit  dem  Radius  R  beschriebenen  Kugel  liegen,  verhalten  wie  die 
Kuben  der  Radien  JR«, also  dmxdm^i ...  ulnhi  =  R^iR^^i ...  rÄi». 

Es  ist  aber: 

i?H«  =  z^+  Qn^  =  «^+(«  +  y)'+«'-2a(a+y)C0S9n, 

und:  

anin  ==  'j^  •  am  == ^ .  am ; 

fcirner  nach  §.  6.: 

dm       2  n R^ 

arccos[— 2^-^J 
daher: 

_dm,       2   JT y(g^  +  pH^)'  * 

arccos[-2^J 


^un  ist: 


0 


p,  c    M    '.-d(p 


^  /  3  \2^ZlW[A\^^-{'Qn^'\'d(p 


arccos 


\2^W[ 
L      2a«     J 


n 


^^  **» \2a*-Rr\  •[l'*-|-«M-(«+y)*}9>-2«(«+y)smg>], 


arccos 
wo 


L     2a«     J 
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Für  Punkte  (^  —  0,  ^  =  0)  in  der  riygförmigcu  Achse  ist  düm- 
nach: 

arccos — ^-5 — 

m 


^  ^  arccos 


[  2u^  y 


Bei  einer  sphärogmen  Platte,  die  eioer  homogenen  ebenen  Bü- 
Icgnug  entspricht,  werden  von  allen  Kugelo,  die  in  gIciduT  Entibr- 
iiiing  vom  Punkte  P  liegen,  gleiche  Kugel^cbaJen  fortfallen. 

Denken  wir  ües  durch  den  Punkt  F  senkrecht  zur  Leitebene  die 
Z-Achse  gelegt  nud  nm  den  Fusspuükt  derselben  in  nuondliuh  kleinen 
Abständen  von  einander  com^euLrische  Puripherien  be.schriebeu ,  so 
wird  die  Masse  eines  dieser  iineudlirh  dünnen  Kreisriiige  in  der  Ent- 
femung  ifi,  vom  Punkte  P  ausgedrückt  sein  durch  die  Formel: 

m  ^r  Entfernung  /?  aber; 

Ba  aber  die  ebene  Massen  Verteilung  völlig  homogen  ist,  also  auf 
gleiche  Flächenelementc  eine  gleiche  Ajizald  von  Kugeln  fällt,  so  ver- 
halten sich  die  Mafi^enelemcnte,  d.  h.  die  Dichten  ivic  die  Massen 
der  zugehörigen  Kugeln,  oder  wie  die  Kuben  der  Kngeli^adien: 

Es  ist  aber  nach  den  beiden  obigi^n  Formeln: 


nnd  nach  der  letzten : 


iaher: 


fAR        dm       yn 
^R        i2^   ' 


Zerlegen  wir  nun  wie  obon  das  Potential  der  ganicn  sphärogenon 
Platte  in  zwei  Teile:  Pi+ P^j  tleren  erster  herrührt  von  den  Ku- 
geln, für  vvelche  der  I*unkt  /'  ein  äusserer  ist,  der  jsweite  aber  von 
den  sämmtlichen  übrigen  Kugeln,  so  ist: 
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^=0  y=o 


^''ft-"-Wf>^'+^-^ 


^R*-M* 


2nti    r.^      ««  -21 


■[^j- 


Würde  die  ganze  Ebene  die  homogene  Dichte  jü  haben,  so  würde  daa 
Potential  P^  sich  umwandeln  in 


Daher  kann  man  das  Potential  einer  sphärogenen  Tafel  für  einen 
inneren  Punkt  aus  dem  Potential  für  einen  äusseren  Punkt  einfach 
erhalten,  indem  man  von  demselben  die  Differenz 


subtrahirt. 


Dp^  -  P2-P2  =  «f*.  [2(Ä-^)-^Ä»^] 


Durch  diese  wie  überhaupt  sämmüicho  im  Verlaufe  der  Unter- 
suchung gefundenen  Formeln  sind  die  Potentiale  nur  bis  auf  additive 
Constanten  genau  bestimmt. 
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III. 

Potential  des  sphärischen  Dreiecks. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  sphärisches  Dreieck,  wie  jedes  Dreieck,  lässt  sich  in  3  Drei- 
ecke zerlegen,  deren  eine  Ecke  ein  beliebig  gewählter  Pankt  ist. 
Wir  wählen  als  gemeinsame  Ecke  den  Punkt  Z),  welcher  auf  gerader 
Linie  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  dem  vom  sphärischen  Dreieck 
ABC  angezogenen  Punkte  P  liegt.    Fällt  dieser  innerhalb  ABC^   so 

ist 

ABC-=  BCD  +  CAD+ABD 

In  andern  Fällen  sind  irgend  welche  dieser  3  Teile  negativ  zu  rech- 
nen,  unter  Umständen  auch  die  ganze  Kugelfläche  zu  addiren.  Es 
handelt  sich  also  zunächst  nur  um  Berechnung  des  Potentials  V  eines 
solchen  Dreiecks  ABD, 

Sei  D  Anfang  sphärischer  Polarcoordinaten  q>,  ^,  und  zwar  tf; 
sphärischer  Badiusvector  von  D  aus,  g)  Azimut  von  DA  aus;  dann 
ist  das  sphärische  Flächenelement,  wenn  man  den  Eugelradius  »  1 
setzt, 

*=>  d^d^sini/; 

Bezeichnet  r  die  Entfernung  desselben  von  P,  und  ist  MP  =  e ,  so 
hat  man: 

r«  =  e«-fl  — 2<5COSif;  (1) 

Die  Anziehung  der  Flächeneinheit  in  der  Entfernung  »  1  auf  den 
Pnnkt  P  sei  =  1 ;  dann  ist  das  Potential  eines  sphärischen  Flächen* 
Stücks 

^    /y8y8»sint<; 
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Wir  lassen  erst  ^  über  die  Transversale  DN  =  i/'o,  dann  (p  über  den 

Winkel 

AJK>B  =  v 

variiren;  dann  ist  das  Potential  des  Dreiecks  ÄBD 

y^h^ß^J^  (2) 

0  0 

oder,  da  nach  (1) 

rdr  =^  e9t//sini/; 
ist, 

V  =  \r^^  f         ö^  (3) 

Je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,    hat  man 

für  t}>  =  0: 

r  =  ±(e  — 1) 

Ist  entsprechend  der  obern  Grenze 

ro2  =  e2^1— 2ecostf;o  '  (4) 

so  wird 

y 

V  ^  ^y   ro8qP+^v  (5) 

0 

Sei 

DE  =  2h 

das  sphärische  Lot  von  1)  auf  AB^  also  Kathete  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  DEN\  dann  hat  man: 

cos  EDN  =  cos(EDA  — •  9))  =  tg  2h  cot  if^o 
und  nach  Differentiation: 

also  nach  (4) 

ro8rotg2^ 
dg>  == 


e  sin^t^o  V 1 — tg^2Ä  cot^iJ/Q 

vq  Btq  sin  2/t 
c  sin^i^o  V  C08*2/i — cos  Vo 
Dies  eingeführt  in  (5)  giebt: 

/V97'oSin2/t  ^c  —  1 

e^  sin^i/^o  r  cos^2A  —  cos^ij^o  * 

wo 
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Nachdem  man  ^o  gemäss  (4)  in  tq  ausgedrückt  hat,  kann  man  r  statt 
r^  schreiben  und  erhält: 


8cr28rsin2/i  __  e  —  1 

[4€2— (e2+ 1  —  r»)2]  V4c^cos'^2A^e2i|:r::r,.2y2  +  ~7 

♦•1 


8er»8rsin2A e— 1 

[(6+l)2-r«][r2-(e-l)  V(7;.=^  —  r^)  (,-2— rÄ'2)  "^      e 

WO 

m2  =  e2^1  +  2ccos2A 
_  g^+1  — 2gco82fe 

gesetzt  ist.    Der  rationale  Bruch  lässt  sich  folgendermassen  zerlegen : 

_  2r»  (e  - 1)2      m2-~r2 m^ 

""  (e+1)«— r2+  2ecos2A  r2  — (e— 1)*  +  2e  cos^^A 

Der  Ausdruck  zerfllllt  demnach  in  4  Teile: 

nämlich: 

_  /' r« 8r 

F,-2sin2ÄJ   ^^_^^^,_^.,  ^^^^^  „.^„^^-^-^-^^ 


(6) 


^3=  —  tgÄ    /        ,  — 


y(;^2__,.2)(^-2__,;,2^/2) 


F4  =  4-— -V 


Hier  ist  F3  elliptische  Function  1.  Gattung  für  den  conjugirten  Modul 
^•',  Vj^  und  V2  3.  Gattung  in  der  Form,  in  welcher  sie  sich  direct  in 
Jacobi'schen  Functionen  darstellen  lassen.    Sei 
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»=—00 

n=ao 


e(u,  t)  =  e,(tt-R,  T);        JJ(f*,  T)  =  fii(u-R,T) 
dann  wird  r  bestimmt  darch 


e  (0,  t)  |/g»-f-l— 2eco82^ 

e.(0,r)  -  V  *  -1/  «»+i  +  2«co82ä 


femor  t*  durch 


(7) 


(9) 


^i(t*,  1^)      *- r (8) 

e  (u,  T)  ""  m  K        ^^' 

0  (w,  t)         m  )^        Ä; 
Nach  dieser  Substitation  wird  sogleich 

Feroer  werden  2  Parameter  il,  ^  bestimmt  durch 

*^  //lO  ea "~  2y « sin  Ä '   ^jO  öa  ~  2 y  ^  sin  /* '    e^oea  ^  ^^'^ 

iHfiSiifi  ~  V  cos  2ä  *'     ÄiÖdi»>  ~  V  C082Ä ' 
SOSift, e  — 1 

Führt  man  dies  ein,  und  geht  u  für  r  ==  r^*,  r^  ttber  in  u^i  t^j,  so 

kommt: 

^^^     e  H^ik        J    e{u'{-ik){ß{u—ik)  ^^^^ 

*^«""+     e  H^ii,        J    H^{u+ip)H^(u-ip.)  ^^^ 
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rs  =  "tgft.e,«o<Bj~«,)  (13) 

und  Dscb  Integration: 


(14) 


wo  dos  obere  Zeidien  einem  äussern,  das  untere  einem  innern  Punkte 
P  entspricht 

Hier  ist  e  die  einzige  von  der  sphärischen  Figur  unabhflngige 
Grösse,  die  demnach  für  alle  Teile  derselben  gleichen  Wert  hat  Die 
Zeichen  t,  L^  ft,  u^^  h^^  m,  A  hingegen  haben  in  allen  3  Teildreiecken 
rerschiedene  Werte.  Wir  wollen  letztere  nach  folgender  Tabelle  be- 
zekhnen: 


Im 

sei 

gesetzt  für 

Dreieck 

m 

A 

k 

t 

l 

(* 

% 

«1 

* 

BDC 

^H 

Äi 

^ 

Tj 

K 

**i 

«1 

u/ 

»1 

CDA 

frtj, 

h 

k. 

% 

h 

^i 

fiS 

V 

"t 

ABB 

"»B 

h 

h 

H 

h 

Fa 

'^ 

«3' 

Vs 

Ansaerdem  sei  der  KugcIradinB  jetzt  =  c,  and  bezeichne  Vdaa  Poten- 
Ual  des  Dreiecks  AliC.    Liegt  Z?  inuerlialb  AUC,  ao  ist 

nod  man  bat: 

eK'+'^)»C"»'-Hve("»'+'Ja}l 

«0,  gtlti^  für  die  Indices  1,  2,  3, 


^_  ontgA 


«.»o-- ((«-l-'-)^^  +  (*-^)^- J 
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(mh'f  =  e^  +  c^  —  2cecos2h 

®1^_  /z     ^i(^> -") r_.   ^i^^S '^) !:!_ 

<^^(o,  t)     "^  '    e  (w,  t)  ""■  wy 7/ '    e  {u\  t)  "~"  wy ^^' 

0  (0,  r)0~  (a,  T)  -  .-0,(0,  r)i/,0>,  T)        '^'* 

ist,  und  der  nicht  geschriebene  Modul  r  immer  den  gleichen  Index 
mir  dtni  Argument  hat. 

Seien  nun  ca,  cj3,  cy,  unterschieden  durch  die  Indices  1,  2,  3, 
die  roclitwinkligen  Coordinaten  der  3  Ecken,  ^,  ?;,  f  die  des  ange- 
zugfiipii  Punktes  P  für  den  Anfangspunkt  M  und  beliebige  Axen- 
rielituiig?  dann  handelt  es  sich  darum  V  als  Function  von  |,  rjy  f 
dar/iistuUen. 

Zunächst  hat  man: 

e^=-l'  +  fi^  +  P 

i-/  =  r^'^  =--  (l-e«i)^H-(i?-c^i)^+(£-^yi)^    etc.  oder 

=  e2  +  ^'-2ca«i  +  ^i5i+fyi);    etc. 

Ihm  Wert  von  A  findet  man  leicht  auf  trigonometrischem  Wege,  so- 
fern 'Mi  das  sphärische  Hölienlot  im  Dreieck  BCD  ist.  Hiernach 
Imt  niiui: 

siii2A,  -  sinJ5/^sinCJ?/) 

^    ■   '.^^yisin^Z/C— cos2j5Z>—cos2 C'i5+ 2 cos /?Ccosi?Z>cosC/J)} 

cos*i?Z)4-  cos^Ci^—  2  cos  BC cos  BD  cos  CD 


t>s2Äj  =]/- 


1  — cosVJC 
und  ismi  ist 

cos2?i)  =  -^^-i^i-?«-f 

wonnus  durch  Vertauschung  der  Indices  die  Werte  von  co82Ä2,  cos2Ä3 
hervorgohcn. 

Geht  MP  nicht  durch  ABC^  so  geht  es  durch  eins  der  Dreiecke 


I 
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A'BC,    AB'C\    ABC\ 
AB'€\    A'BC\    A'B'Ü, 
A'B'C\ 

wo  A%  B\  €*  die  tUaTnetraleii  Gegenpunkte  von  A^  B,  C  sind.  Je- 
nachdem  1,  2  oder  Ü  Ecken  Gügonpunkte  sind,  ist  1,  2  oder  Z  der 
Teildreiecke  negativ  tu  nehmen.  In  den  2  ersten  Fällen  wird 
einer  der  3  Winkel  bei  D  gleich  der  Snmme  der  beiden  andern  und 

hebt  sich  dagegen,  so  dass  der  Term  —  ~'4Rc  wegfjlUt.    Die  beiden 

ö 

letzten  Fälle  kann  man  aber  nuch  auf  den  ersten  nnd  den  nrsprüng- 
Ikhen  zurückführen,  indem  man  statt  des  convcxcn  Dreiecks  ABC 
das  eoncavc,  welches  jenes  zur  KngelHaebe  ergilnzt,  in  die  entsprü- 
chenden  Stücke  zerlegt.    Dann  Lat  man  ursiirüuglicb; 

md  m  den  3  Fällen: 

wo  Vq  das  Potential  der  Kugcltläche^  nämlich 


— -  für  änssem,  alle  Mr  Innern  Pnnkt, 


be^eichnei 


Der  Uobergang  ans  einer  Lage  von  P  in  die  angrenzende  ge- 
schieht, indem  D  eine  DreiecksBeite,  dann  die  Verliingerung  einer 
andern  Überschreitet.  Auf  der  Grenze  verschwindet  das  entsprechende 
A;  man  kann  es  von  da  als  negativ  betrachten.  Dasselbe  gilt\ou^^ 
dagegen  wird  A^Jr.  Der  entsprechende  Term  von  V  verschwindet 
ond  wird  bei  fernerem  Wachsen  von  A  negativ. 

Bei  verschwindcndera  fi  wird  für  ein  im  Dreieck  gelegenes  D, 
wo  zwischen  u^  und  tt^  der  Wert  7i  ^  U  liegt,  die  zu  integrirende 
Function  in  (12)  nnstetig,  so  fem  H^{u±i^)  zwischen  den  Integrations- 
grenzeu  verschwindet.  Aus  GL  (5)  ist  zu  ersehen,  dass  dann  der  be- 
treffende Term  nicht  verschwindet,  sondern,  da  r  constant  =  c—c 
wird,  sich  gegen  den  %.  Term  hebt,  so  dass  der  ursprüngliche  Fall 
bei  erster  Ucberschreitung  einer  Dreiecks  sei  te  stetig  in  den  folgen- 
den übergeh tj  in  welchem  der  4.  Term  null  ist.  Bei  Ucberschreitung 
einer  Seite nverläu gern ng  hingegen  kann  zwischen  den  Integralgrenzen 
li  nicht  =:R  werden;  dio  3  ersten  Tenne  sind  also  stetig  nnd  der 
4.  Term  hleibt  null. 
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Die  Formel  für  das  Potential  eines  Dreiecks  gilt  offenbar  für 
jedes  Vieleck,  wo  nur  die  Anzahl  der  homologen  Stücke  gleich  der 
Seitenzahl  zn  setzen  ist,  die  Form  aller  Bestandteile  Yon  V  aber  die- 
selbe bleibt. 

Der  Fall,  dass  einer  dieser  Bestandteile  nicht  elliptisch  ist,  tritt 
ein,  wenn  die  in  D  zusammen  stossenden  Seiten  eines  Teildreiecks 
Quadranten  sind.  Hier  nämlich  wird  2A  =  R,  h* »  1,  nnd  umgekehrt 
Man  hat  demnach,  da 

ist,  nach  Gl.  (5)  für  das  Teildreieck: 

e 
für  die  Halbkugel,  deren  Pol  £>, 

e 

Subtrahirt  man  dies  vom  Potential  der  ganzen  Kugelfläche,  so  erhält 
mau  für  die  abgekehrte  Kugelhälfte: 

e 
mag  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegen. 
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IV. 
Elemente  der  Determinantentheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  folgende  Bearbeitung  geht  aus  dem  Gesichtspunkt  hervor, 
dass  die  der  Determinantentheorie  eigentümlichen  einfachen,  allge- 
meinen und  weitgreifendeu  Schlüsse  ihren  eigentlich  instructiven  Kern 
bilden,  der  nicht  durch  umständliche  Methoden  verdeckt  werden  darf. 
Alle  Vorbereitung  durch  specielle  Bechnung,  alle  unnötige  Zerlegung 
verwerfe  ich  und  zeige,  dass  zur  Herleitung  keiues  elementaren  Satzes 
eine  Anwendung  der  Unterdeterminanten  erforderlich  ist.  Die  Kennt- 
niss  der  letztern  ist  deshalb  nicht  überflüssig. 

§.  1.    Gesetz  der  Determinaiiteiiblldiiiigr. 

Die  Determinante  eines  Systems  von  n  Reihen  zu  je  n  Elementen, 
die  sich  demgemäss  folgendermassen  in  ein  Quadrat  ordnen  lassen 


1  1 

«1  «2 

2  2 
«1  «a 


»    I 
«11  : 

! 

2 
an 


(D) 


Ol       Oj    .  .  .    An 

wird  erhalten,  indem  man  das  Product  der  in  der  Diagonale  von  links 
oben  nach  rechts  unten  stehenden  Elemente 


1        2 
«1      «2 


On 


bildet,  dann  die  untern  Indices  alle  Permutationen  durchlaufen  lässt, 
und  bei  jeder  Vertauschung  von  2  Indices  das  Vorzeichen  des  Pro- 
ducts wechselt,  endlich  alle  so  erhaltenen  Producte  addirt. 

Teil  LXY.  & 
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Sie  wird  bezeichnet  durch  das  geordnete  System  von  nn  Elementen 
zwisclieu  2  Verticalstrichen ,  wie  oben  zu  sehen  ist.  Je  nach  der 
Rmlieijzahl  n  heisst  sie  »jter  Ordnung. 

Statt  der  untern  Indicca  kann  man  auch  die  obern  permutiren; 
oder  was  dasselbe  ist  die  Horizontalreihen  lassen  sich  zu  Vertical- 
reihen  machen  und  umgekehrt  j  die  Determinante  bleibt  unverändert. 


§.  2.    Beobachtungren. 

1)  Jeder  Term  einer  Determinante  enthält  aus  jeder 
Reihe  (horizontalen  wie  verticalen)  ein  und  nur  ein  Element 
als  Factor. 

2)  Bei  Vertauschung  zweier  parallelen  Reihen  wech- 
seln alle  Terme,  folglich  auch  die  Determinante  ihr  Vor- 
zeichen, ohne  Veränderung  ihres  absoluten  Wertes. 


§.  3.    Lehrsätze. 

1)  Sind  2  horizontale  oder  2  verticale  Reihen  in  allen  entspre- 
cht riden  Elementen  einander  gleich,  und  man  vertauscht  sie,  so  bleibt 
uatüriich  die  Determinante  unverändert.  Nach  Beob.  2)  vertauscht 
sie  aber  ihr  Vorzeichen.    Folglich  ist  sie  null,  und  man  hat  den  Satz: 

Eine  Determinante  mit  2  gleichen  parallelen  Rei- 
hen ist  null. 

2)  Nach  Beob.  1)  müssen  alle  Terme  verschwinden,  sobald  alle 
Elcriieuto  einer  Reihe  verschwinden,  und  man  hat  den  Satz: 

Eine  Determinante  ist  null,  wenn  eine  Reihe  null  ist 


%.  4.     Multiplication  einer  Determinante  mit  einem  Factor. 

Multiplicirt  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  demselben  Factor 
m,  so  multipliciren  sich  nach  Beob.  1)  alle  Terme  mit  m  und  das 
MiiUiplicationsgcsetz  lautet: 

Eine  Determinante  wird  mit  einer  Zahl  multipli- 
cirt, indem  man  eine  beliebige  Reihe  damit  multipli- 
cirt. 

§.  5.    Addition  gewisser  Determtnantetl. 

Die  bekannte  Regel  über  die  Multiplication  einer  Summe  s  mit 
PiTJcm  Factor  m  lässt  sich   so  ausdrücken:    »wr  ist  gleich  der  Summe 


\ 
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te  WOTtr,  woJcbo  durch  Substitution  aller  Tome  von  s  für  #  aus 
INI  erhalten  werden.  Ist  nun  jetlos  Element  einer  Keiho  einer  Deter- 
minante? die  Summe  von  k  Tßiloii,  so  hat  nach  Deob.  1)  jeder  Term 
me  solche  Snmrae  zum  Factor;  folglich  wird  jeder  Term,  also  auch 
öie  ganze  Determinante  widererhalteu,  wenn  man  für  jede  der  n 
Sunimon  gleichzeitig  ihren  erstcu,  dann  ihren  zweiten,  u.  a.  w.  end- 
Ikb  ihren  jtten  Teil  suhstituirl  und  die  k  Resultate  addirt.  Das  Er- 
gebuiss  können  wir  in  zweierlei  Form  aussprechen: 

Eine  Determinante  las  st  siob  in  eine  Summe  von  k 
Determinanten  zerlegen,  die  man  erhillt,  indem  man 
jpdes  Element  einer  Reihe  in  JE^  Teile  zerlegt  und  die- 
selben nach  einander  für  die  Summe  substituirt. 

Mehrere  Determinanten,  welche  nur  in  einer  Reihe 
nugleich  sind,  werden  addirt,  indem  man  die  eutspre- 
clipuden  Elemente  der  un^^leichen  Reihe  addirt. 

In  Verbindung  mit  §.  4.  folgt  hieraus ; 

Sind  ß,,  />si  '-I^t  Determinanten^  die  nur  eine  Reihe 

ungleich  haben,  und  m^^  m^^  ...  mk  heliebige  Grössen,  so 
kann  man  die  Summe 

in  eine  Determinante  verwandeln,  indem  man  die  u  n  * 
*Cl eiche  Reihe  jedes  D  mit  dem  Zugehörigen  m  muitipli- 
cirt  und  die  Producte  addirt. 

Jetzt  folgt  in  Verbindung'  mit  LAwsziiz  1); 

Eine  Determinante  bleibt  unverändert,  wenn  man 
xn  einer  Reihe  das  m fache  einer  parallelen  Keihc  ad- 
dirt; mitbin  auch,  iv  e n n  man  v  o  n  e i n e r  Ee i  h  (^  T  c  i  1  e  streicht, 
welche  einer  parallelen  Reihe  proportionirt  sind. 


|.  &    MiiltlpUejiti0ii  j&weler  Betermlntinteu. 
Sei 

A  11  2   2  n   u 


dann  iüsst  sich  die  Determiuatite 


1i* 
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C  = 


1 
^1 


1 

2 


1 
Cn 


8 
Cn 


<?« 


k       h  k 

nach  §.  5.  bei  successiver  Anwendung  auf  die  Summen  c^^  c^  , ..  cn 
in  n**  Determinanten  zerlegen,  die  man  erhält,  indem  man  fflr  jene 
Summen  nach  einander  ihre  Teile  substituirt.  Eine  beliebige  der  n** 
Determinanten  ist  dann 


iV  = 


a    a       ß     ß 
a    a       ß     ß 


a    a       ß    ß 
On  &i     an  h^ 


p    V 
V     V 


l>     V 


Ä,. 


a       ß 
«        /S 


Oft     Oft 


«1 


an 


WO  tt,  /},...  V  beliebige  der  Zahlen  1,  2, ...  n  bezeichnen.  Befinden 
sich  unter  ihnen  irgend  2  gleiche  Zahlen,  so  hat  die  Determinante 
zur  Rechten  2  gleiche  Yerticalreihen ,  und  N  ist  null.  Folglich  sind 
unter  allen  Systemen  (a,  /?,  ...  v)  nur  diejenigen  in  Rechnung  zu 
bringen,  welche  durch  Permutation  aus  dem  System  (1,  2,  ...  n)  her- 
vorgehen. 

Bei  jeder  solchen  Permutation  wechselt  nun  nach  Beob.  2)  die 
Determinante  zur  Rechten  ihr  Vorzeichen  pmal,  wenn  p  Vertau- 
schungen von  2  Zahlen  dazu  erforderlich  sind,  während  der  absolute 
Wert  ungeändert  bleibt    Setzt  man  also 
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80  wird 


A  aber  gehen  ans 


1      1            1 

Ol     a^  . .  .  On 

3        2                 2 

A^ 

n       n               H 
«1      Oj   ...  Oh 

y^  (— i)P5j5^ . . .  L^ 

Factor  aller  Teile  von  C. 

1      2                      M 

^1  &2    .  .  .    ^H 

durch  Permutation  der  obem  Indicea  hervor,  während  ihr  Vorzeichen, 
ausgedrückt  durch  ( — 1)p,  bei  jeder  Yertauschung  von  2  Indices 
wechselt.    Daher  ist  ihre  Summe  nach  §.  1. 


J?-= 


und  man  hat: 


b,    b. 


*i    *« 


AB=:a 


1 

bn 

2 
bn 


Es  hat  sich  ergeben,  dass  man  das  Product  zweier  beliebigen 
Determinanten  von  gleicher  Ordnung  durch  eine  Determinante  der- 
selben Ordnung  darstellen  kann. 


§.  7.    AillVtmng  eines  Systems  linearer  Oleichimgen« 

Es  sei  gegeben  das  System  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen 
n  Gesuchten  x^,  a^,  ...  xn 


1  1 

«i«i+a2«2+ 

3  2 


1 


1 


2  2 


»  n 

«l«l  +  «2«2  + 
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JDiü  DetiTtninante  des  Coeflicientensysteras 


1      1 
Ol     oj 


H     «8 


1 

Ol» 


2 

an 


an 


h         h 
getit  nach  Substitution  von  u  für  ak  über  in 


Z)*« 


1 

2 
«1 


1 


1       1 


1 


2  2       2  2 

öjfc-l      u      a*+l    .  .  .    ön 


Ol  .  .  ,  ajt-i     u     ajk+1 


ÖH 


Da  die  7£  Summen  von  je  n  Teilen  sind,  so  kann  man  nach  §.  5.  die- 
jeuigoii  Teile  streichen,  deren  Coefficienten  den  Vcrticalreihen  in  Djt 

h  h 

gldih  sind.  Dann  bleibt  für  u  nur  übrig  akXk.  Der  gemeinsame 
Fatior  j-k  der  ^•ten  Reihe,  als  Factor  der  Determinante  herausgestellti 
hat  ilaini  Kum  Coefficienten  die  Determinante  Z>,  und  es  wird 

Dxk  =  Dk 
Ist  Dun  D  nicht  null,  so  ist  die  beliebige  Gesuchte 

xk^-  DjciD 

Ist  hingegen  D  null,  so  sind  alle  Gesuchten  unbestimmbar;  denn 
wenn  alle  Dk  null  sind,  so  ist  mindestens  eine  Gleichung  durch  jedes 
sTk  erffillt,  wenn  aber  irgend  ein  Dk  nicht  null  ist,  so  zeigt  die  re- 
iultirende  Gleichung  einen  Widerspruch  ati.  Hieraus  folgt,  dass  für 
D  =  U  nicht  alle  «  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind.  Vor- 
nusgosutzt,  dass  D  nicht  null  ist,  lautet  das  Ergebuiss  im  Anschluss 
au  Jio  obige  Anordnung: 

Die  kio  Gesuchte  ist  gleich  einem  Bruch,  dessen 
Neil  ner  die  Determinante  des  Coefficientensystems  ist, 
und  dussen  Zähler  daraus  durch  Substitution  der  Reihe 
der  rechten  Seiten  für  die  fcteVerticalreihe  hervorgeht 

Sind  alle  u  null,  so  sind  auch  alle  Dk  null.  Die  resuUireude 
Gleichung  zeigt,  dass  dann  entweder  alle  x  null  sind,  oder  D  null  ist. 
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§.  8.    Elimination. 

Es  seien  m  lineare  Gleichungen  zwischen  n  Gesuchten  gegeben, 
in  der  Form,  dass  die  rechten  Seiten  0  sind;  man  soll  m  — 1  Unbe- 
kannte eliminircn.  Man  bilde  eine  Determinante,  deren  erste  m  —  1 
Verticalreihen  die  Coefticienten  der  Eliminanden,  und  deren  letzte 
Verticalrelhe  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  bilden.  Nach  Lohrs.  2) 
ist  sie  =  0,  und  nach  §.  5.  kann  man  alle  Terrae  der  Gleichungen, 
welche  die  Eliminanden  enthalten,  streichen.  Hieraus  ergibt  sich  die 
praktische  Regel,  wobei  die  anfangs  §.  7.  aufgestellte  Gleichungsform 
vorausgesetzt  ist: 

Man  ordne  die  Terme  der  Gleichungen  so,  dass  die  Eliminanden 
vor  den  übrigen  Unbekannten  kommen,  streiche  die  Eliminanden 
nebst  den  nachfolgenden  Additionszeichen,  setze  statt  =  das  Zeichen 
—  ,  ziehe  links  und  rechts  einen  Verticalstrich,  und  setze  die  so  er- 
haltene Determinante  =  0. 


§.  9.    Unterdeterminanten. 

Da  nach  Bcob.  1)  jeder  Term  der  in  §.  1.  aufgestellten  Determi- 
nante D  einen  und  nur  einen  Factor  aus  der  ^•ten  Vcrticalreihe  ent- 
hält, so  hat  die  Determinante  die  Form: 

112     2  h    k  H    n 

D  =  ait  €?t +ak  dk-^r  ,..  akdh'\'  '..  ak  ih 

und  zwar  ist  dk  eine  Summe  von  Producten  von  je  n— 1  Elementen 
des  Systems  (D).  Die  obern  Indices  jener  Elemente  sind  der  Reihe 
nach 

1,    2,  ...  Ä— 1,    Ä  +  1,  ...  n 

die  untern  in  jeder  möglichen  Reihenfolge 

1,     2,  ...  Ä;  — 1,     Ä+1,  ...  n 
und  mögen  der  Reihe  nach  sein 

a,    ß  ..,  (i 

Das  Vorzeichen  aber  ist  (—1)?+'/,  wo  p  und  q  die  Anzahlen  der 
Vertauschungen  je  zweier  Zahlen  bedeuten,  welche  nötig  sind,  um  die 
Reihe  1,  2,  ...  n  bzhw.  in  die  Reihe  A,  1,  2,  ...  h — 1,  Ä+l,  ...  n 
und  in   die  Reihe   k,  c,  j5,  ...   ^  überzuführen.     Nach  §.  1.   wird 

h 
demnach  dk  nach  dem  Gesetz  einer  Determinante  aus  einem  System 

von  n  — 1  Reihen  zu  n — 1  Elementen  gebildet,  welches  sich  von 
dem  System  {D)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  7ite  Hori- 
zontalreihe und  die  fcte  Verticalrelhe  fehlt,  während  der  Anfangsterm 
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der  neuen  Dctorminanto'  im  voraus  das  Vorzeichen    ( — 1)*+*  statt 
+  hat 

k  h 

Die  Grösse  dk  heisst  die  dem  Element  aik  entsprechende  Unter - 

h 
determinantc,  und  zwar  ist  ( — !)*+*<£*  die  Determinante  des  Sy- 
stems (Z>)  nach  Unterdrückung  der  Aten  Horizontal-  und  A;tenyerti- 
calreihe. 

Wie  hier  die  Determinante  nach  Elementen  einer  Yerticahreihe 
entwickelt  ist,  kann  man  sie  natürlich  auch  nach  Elenienten  einer 
Horizontalreihe  entwickeln. 


Bemerkung. 

Joden  der  vorstehenden  Sätze,  jede  Anordnung,  Beobachtung  und 
Regel  wende  der  Studirende  nach  Anpassung  der  allgemeinen  Argu- 
mentation auf  Determinanten  2.  und  3.  Ordnung  an.  Eines  weitern 
bedarf  es  nicht,  um  eine  genügende  Vertrautheit  mit  der  Determi- 
nantenrechnung,  soweit  sie  in  der  analytischen  Geometrie  vorkommt, 
zu  erlangen. 

Für  die  Determinanten  3.  Ordnung  ist  noch  folgende  Bemerkung 
wichtig.  Jede  cyklische  Permutation  der  Indices  oder  Beihen,  d.  h. 
jedes  Fortschreiten  in  der  Folge  1,  2,  3,  1,  2,  3  lässt  das  Vorzeichen 
der  Determinanten,  sowie  ihrer  Terme  unverändert;  die  aufsteigende 
Folge  (123,  231,  312)  entspricht  dem  +  Zeichen,  die  absteigende 
(321,  213,  132)  dem  —  Zeichen  jedes  Terms,  und  zwei  —  Zeichen 
geben  ein  -j-- 
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Die  RegelÜäche  vierten  Grades  mit  zwei 
Doppelgeraden. 


Von 

Adolf  Ameseder. 


Art.  1.  Das  Erzeugniss  zweier  zweideutiger  Punktreihen  ^liaa!) 
uud  ^:ft{ßß')  auf  zwei  windschiefen  Geraden  J^  bzhw.  J^  ist  eine 
Regelfläche  vierten  Grades  97^.  Denn  4egen  wir  durch  eine  willkür- 
lich angenommene  Gerade  g  eine  Ebene  A  und  weisen  ihr  jene  Ebenen 
B^  B'  desselben  Büschels  als  entsprechend  zu,  welche  durch  die  dem 
Schnittpunkte  «,  von  A  und  ^i  zugeordnetem  Punkte  j3,  ß'  der  Reihe 
gehen;  so  erhalten  wir  dadurch  zwei  zweideutige  coaxiale  Ebenen- 
büschel g(A)  und  g{B)^  welche  vier  Doppelebenen  besitzen.  Jede 
Doppelebene  enthält  zwei  einander  entsprechende  Punkte  a  und  ß 
der  erzeugenden  Reihen,  also  eine  Erzeugende  c  selbst;  g  wird  dem- 
nach von  vier  Erzeugenden  geschnitten  und  <p*  ist,  was  zu  beweisen 
war,  von  der  vierten  Ordnung  und  Classe. 

Einem  Punkte  «  von  ^^  entsprechen  zwei  Punkte  ß^  ß*  auf  ^2 
(und  umgekehrt),  welche  mit  dem  ersten  verbunden  die  in  diesem 
Punkt  sich  schneidenden  Erzeugenden  e^  aß  und  e'  ^  aß'  liefern. 
Diese  zwei  Erzeugenden  liegen  in  einer  Ebene  {ad^)^s  des  Büschels 
^j  und  bestimmen  mit  /fi  zwei  Ebenen  (/J^i)  ^  d  und  (ß'/1t)  ^  ö\ 
welche,  wenn  e  das  Büschel  d2(^^')  durchläuft,  das  mit  diesem  in 
zweideutiger  Beziehung  stehende  Ebenenbtischel  z/i(5,  8')  bilden. 

Die  beiden  Büschel  z/](dd')  und  ^i(sB')  liegen  mit  den  erzeu- 
genden Reihen  J^ißß')^  -^iC««')  wechselweise  perspectivisch  und  er- 
zeugen ebenfalls  die  Regelfläche  <p^;  jedes  ihrer  Elemente  d.  h.  jede 
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Ebene,  welche  z^j  oder  d^  enthält,  ist  eine  Doppeltangentenebcne  der 
Fläche,  mit  auf  ^j  bzhw.  /i^  Hegenden  Berührungspunkten,  und  jeder 
Punkt  der  Geraden  z^j,  ^^  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche,  die  Tan- 
gentialebenen derselben  in  ihm  sind  durch  ^^  bzhw.  d^  ^^^  ^i^  i^" 
enthaltenden  zwei  Erzeugenden  bestimmt. 

„Das  Erzcugniss  zweier  zweideutiger  Gebilde  auf 
zwei  windschiefen  Geraden  d^  und  ^^  ist  eine  Regel- 
fläche vierten  Grades,  welche  d^^  /t^  zu  Doppelgcradeu 
hat." 

Art.  2.  Die  durch  einen  Punkt  a  von  ^ij  laufenden  Erzeugenden 
e',  e"  bestimmen  mit  ^^  die  zwei  Tangentialebenen  ^,  ö'  von  q)^  im 
untersuchten  Punkt.  Durch  die  Schnittpunkte  ß\  ß"  dieser  Ebenen 
mit  J^  geht  noch  je  eine  Erzeugende  e^',  e-i",  welche  auf  d^  die 
zweiten  Berührungspunkte  a',  a"  von  d  resp.  d'  mit  <p*  tixiren. 

Die  Punkte  «  und  «',  a"  sind  zwei-zwei deutig  verwandt,  die  durch 
sie  gebildeten  Reihen  haben  daher  vier  Doppelpunkte  d^\  d^'y  d^\  d^. 
Es  existiren  demnach  in  der  Reihe  d%(ßß')  vier  Punkte  c^\  c^\  c^' 
und  6-4'  von  der  P^igenschaft,  dass  die  einem  jeden  derselben,  etwa  c/ 
entsprechenden  Punkte  «,  «'  auf  J^  zusammenfallend,  einen  Doppcl- 
punkt f//  constituircn.  Wir  nennen  diese  Punkte  nach  Wcyr  die 
Verzweigungspuukte  der  Reihe  d^(ßß')\  ein  jeder  solcher,  so  cj' 
liat  die  Eigenschaft,  dass  die  in  ihm  sich  schneidenden  Erzeugenden, 
u eiche  in  der  Ebene  (c^'^ii)  ^  v/  liegen,  mit  der  Geraden  c^^d^'^^a^' 
Cüincidiren. 

Die  Ebene  ??/  berührt  die  Regelfläche  längs  der  Geraden  e/, 
welche  deshalb  eine  singulare  Erzeugende  derselben  ist;  sie 
bestimmt  mit  d^  die  zwei  Tangentialebenen  der  (p^  im  Punkte  c/, 
diese  fallen  also  zusammen  und  bilden  eine  Doppelebeue  6^\  der  aus 
den  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Punkten  von  J^  bestehenden, 
ebenfalls,  wie  leicht  einzusehen,  zwei  zweideutigen,  coaxialen  Ebenen- 
büschel ^i^(B,  £'). 

Während  die  Regelfläche  in  irgend  einem  Punkt  der  Geraden  ^g, 
zwei  getrennte  Tangentialebenen  besitzt,  fallen  diese,  dem  Gesagten 
?.ufolge  für  cj'  (und  cj  *..c^)  mit  dy  zusammen;  die  Fläche  berührt 
sich  also  im  Punkte  c^',  und  zwar  längs  der  Ebene  ö^'  —  sie  hat 
(iaher  c/  zum  Cuspidalpunkt.  Weil  sich  in  diesem  Punkte  zwei 
unendlich  benachbarte,  in  e^'  vereinigte  Erzeugende  von  9*  durch- 
schneiden, ist  jede  Gerade  i,  welche  durch  c^'  geht,  als  Tangente 
der  Fläche  in  diesem  Punkte  zu  betrachten,  und  oben  deshalb  haben 
wir  auch  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  e^*  als  Tangentialebene 
\on  qp*,  mit  dem  Berührungspunkt  c/  anzusehen.    Unter  allen  diesen 
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Ebeuea  nimmt  wie  erH^ilbrjt,  d/  insüforn  eino  ausgezeichnete  StclluDg 
ein,  als  sich  (He  Fläche  an  sie  im  Punkte  c/  und  zwar  doppelt  ao- 
^cbrnegt  Böi'h  auch  die  ö^  fntsprochi^ude  YtT^^weiguugsebene  r/ 
von  ^, ,  zeichnet  sich,  und  zwar  dadurch  aus,  daaa  sie  qp'  nicht  nur 
in  c/,  sondern  in  allen  Punkten  von  f^'  taugirt.  Besonders  innig 
wird  diese  BerUhrnng  im  Schnittpunkt  tl^'  von  e^^  mit  J^^  da  jodo 
Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  in  der  Ebene  t^/  gezogen  wird, 
iD  ihm  Yier  uuendlich  nahe  Funkte  mit  ^*  gemein  hat;  jede  solche 
Gerade  ist  also  eine  InHexionstangeüte,  und  tl^'  selbst  ein  Int  lexions- 
pnnkt  der  Hegelfilcha 

Da  auch  die  Rt^ihen  ^^(ßß'}  vier  Doppelpunkte  d/\  €l/\  d^*% 
d^*  und  dem  eutsprechentl  ^^itxa)  vier  Verj^weignngspunkte  t*/',  c^'\ 
fi\  ^i"  haben,  nnd  für  diese  Punkte  auch  das  obcu  Gesagte  gilt^ 
kilnticQ  wir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  nun  folgendermassen 
zQsammeDfassen: 

„Die  Regelfläche  (p*  mit  zwei  Doppelgcraden  i/,,  ^g 
besitzt  acht  Cuspidalpunkte  und  acht  Infloxionspunkte. 

Die  ersteren  sind  die  Vorzweiguugspnnkte^  die  IctK- 
lern  die  Doppelpunkte  der  erzeugenden  Keihon  J^iaa*)^ 
^lißß'h  I^ie  acht  Verbindungslinien  je  zweier  zusani- 
menge  hör  ig  er  Punkte  der  genannten  Grupputi  sind  die 
Singular en  Erzeugenden  der  Fläche.  Diese  wird  lüngs 
deraelhen  von  den  Verzweigungsobeußu  der,  auch  (p^ 
erzeugenden  Ebenenbüschel  ^i{d^d'}  und  ^^{f,  e')  berührt, 
i^ährend  die  Doppelebenen  derselben  die  Fläche  in  den 
Cuspidalpunktcn  tangiren^^ 

Je  eine  Verzweigungsebeno  des  eineu  Büschels  ^^  geht  durdi 
cineu  VerzweignugBpunkt  der  andern  erzeugenden  Reihe  ^3,  tiud  ebenso 
liegt  immer  ein  Doppelpunkt  der  letztern  in  einer  Deppf'l ebene  des 
fT&teren. 

Art  3.  Eine  Ebene  K  von  beliebiger  Lage  schneidet  die  Regel- 
fllche  (p*  in  einer  Curvo  vierter  Ordnung  C^^^  welche  die  Schnitt' 
punkte  der  Ebene  mit  den  Doppelgeraden  ^^^  ^3  ?m  Doppelpunkten 
bat,  also  Ton  der  achten  Claase.  Diese  Curve  kuim  mau  als  das  Er- 
^eagüiss  jeni^r  zweideutigen  Strahlenbüscliel  erhalten,  in  welchen  die 
*iie  Ebeuenhüschel  J^OW),  J^(iä)  vüü  fJ  geschnitten  werden^  sie  hat 
iii  oiuera  ihrer  Doppelpunkte  die  Schnittlinien  von  K  und  den  Tan- 
geutialebeuen  der  «p*  im  genannten  Punkt  zu  Tangenten,  Die  aus 
diesem  Punkt  au  sie  getef^teu  vier  Tangi-uten  sind  hiiigcgeji  die 
Mnitthuieu  der  Ebene  E  mit  den  \jer  Verzweigiingscbeaeu  jenes 
Büschels,  auf  dessen  Axe  der  Doppelpunkt  sich  hetiudet;  ihre  Be- 
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raliratiggpunkte  liegen  auf  den  zugehörigen,  d.  b.  auf  jenen  singolären 
Erzeugenden  von  q>\  welche  in  den  bezeichneten  Verzweigungsebeneu 
liegen.  Die  Regelfläche  berührt  sich  in  jedem  Cuspidalpunkt  0;  es 
wird  daher  die  Ebene  E,  wenn  sie  durch  einen  solchen  geht,  g>^  in 
einor  Curve  Cj^  schneiden,  die  in  C  einen  Rückkehrpunkt  hat;  weil 
die  sonst  getrennten  Doppelpunktstangenten  der  Cj^  in  C  nun  coin- 
cidiren.    Die  Curve  ist  in  diesem  Fall  blos  von  der  siebenten  Classe. 

Enthält  die  Ebene  E  zwei,  und  zwar  nicht  auf  derselben  Doppel- 
geraden liegende  Cuspidalpunkte  c',  <?";  so  ist  ihre  Schnittcurve  Cg* 
vüu  der  vierten  Ordnung  und  sechsten  Classe.  Die  Regelfl&che  g>* 
enthält  aechszehn  Büschel  derartiger  Cui*ven. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  eine  durch  einen  Inflexions- 
punkt,  und  zwar  in  der  ihm  beigeordneten  Verzweigungsebeno  ge- 
zogene Gerade  /,  eine  Inflexionstangente  der  Fläche,  also  auch  jeder 
derselben  eingeschriebenen  Curve  ist,  deren  Ebene  t  enthält. 

Wir  sehen  daraus,  dass  eine  ebene  Curve,  welche  auf  q>^  liegt 
und  durch  einen  Inflexionspunkt  d  derselben  läuft,  notwendig  ent- 
weder in  ihm  einen  Inflexionspunkt  hat,  oder  die  durch  d  gehende 
giDgaläro  Erzeugende  e  als  Bestandteil  enthält. 

In  dem  letztern  Fall  enthält  jedoch  ihre  Ebene  die  genannte  Er- 
zeugende selbst  und  schneidet  <p*  ausser  in  «,  in  einer  Curve  Q', 
dritter  Ordnung  sechster  Classe,  die  sowol  d  als  auch  den  auf  e  be- 
findlichen Cuspidalpunkt  c  zu  einfachen  Punkten  hat. 

Dies  gilt  ganz  allgemein  für  jede  Ebene,  die  durch  irgend  eine 
Erzeugende  c  von  qp*  gelegt  ist.  Jede  solche  bestimmt  auf  q>^  eine 
Curve  Cf^\  welche  c  ausser  in  den  Schnittpunkten  dieser  Geraden 
mit  Jj  und  d^  in  einem  dritten  mit  E  variabeln  Punkt  b  schneidet 
Dieser  dritte  Punkt  ist  bekanntlich  der  Berührungspunkt  der  Ebene 
iL^  er  fällt  aus  diesem  Grund,  wenn  E  eine  singulare  Erzeugende  e 
enthält,  mit  dem  auf  dieser  befindlichen  Cuspidalpunkt  c  zusammen  ^), 
und  C^^  selbst  berührt  demnach  e  in  c. 

„Jede  der  Regelfläche  9*  eingeschriebene  ebene 
Curve,  welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  geht,  hat  in 
ihm  entweder  einen  Rückkehrpunkt,  oder  sie  berührt 
die  durch  ihn  gehende  singulare  Erzeugendem^ 

„Jede  auf  gp^  liegende  ebene  Curve,  welche  durch 
einen  Inflexionspunkt  läuft,  hat  in  ihm  entweder  auch 


l)  Weil  nach  Art.  2.  jede  durch  e  gelegte  Ebene  die  ip*  in  c  berührt. 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


Ameteder:  Die  Regelfläehe  vierten  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden,      77 

einen  solchen,  oder  ihre  Ebene    enthält  die  durch  ihn 
gehende  singulare  Erzeugende/' 

„Eine  Ebene  von  allgemeiner  Lage  schneidet  <p^  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung,  achter  Classe,  welche 
zwei  auf  J^  resp.  d^  liegende  Doppelpunkte  hat.-' 

„Enthält  die  Ebene  eine  Erzeugende,  so  bestimmt 
sie  auf  qp^eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  (sech- 
ster Classe),  welche  sowol  /l^  als  auch  d^  einpunktig 
schneidet" 

Eine  Curve  Q*  ^s*  durch  drei  Punkte  vollkommen  bestimmt. 

Eine  Curve  Cg*  ist  hingegen  durch  zwei  Punkte  /?',  p"  zweideutig 
gegeben,  da  ihre  Ebene  durch  p'p"  und  eine  jede,  jener  zwei  Er- 
zengenden von  q>^  gelegt  werden  kann ,  die  p*p"  in  von  p\  p"  ver- 
schiedenen Punkten  begegnen. 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  auch  u.  A.: 

„Gleitet  eine  Gerade  an  einer  allgemeinen,  ebenen 
Curve  dritter  Ordnung  (sechster  Classe)  Q*,  und  zwei 
windschiefen  Geraden  ^i,  ^^2,  deren  jede  Q^  einpunktig 
schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  Regelfläche  (p^  etc. 

Durch  einen  Punkt  6'  einer  ebenen  Curve  der  Regelfläehe  g)* 
geht  nur  eine  Erzeugende  e'  hindurch;  sie  schneidet  J^  in  einem 
Punkt  «,  durch  welchen  wieder  ausser  c'  nur  e"  läuft.  Diese  Er- 
zeugende bestimmt  auf  der  ebenen  Curve  einen  Punkt  S'\  der  offen- 
bar mit  S'  involutorisch  liegt. 


Die  Gerade  S^S"  befindet  sich  in'  der  Ebene  der  Curve  und 
einer  der  Erzeugenden  e',  e",  schneidet  also  J^  in  demselben  Punkte 
Sl^  in  welchem  diese  die  Curve  trifft. 

,J)as  Erzeugniss  einer  centralen,  quadratischen  In- 
volution auf  einer  ebenen,  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  und  einer  ihr  projectivischen  Reihe  auf  einer 
Qs  einpunktig  schneidenden  Geraden  /Ü^^  ist,  wenn  sich 
der  gemeinschaftliche  Punkt  einmal  selbst  entspricht, 
eine  Regelfläche  q>^. 

Der  Punkt  Sl  ist  das  Involutionscentrum,  durch  ihn  läuft  die 
Doppelgerade  d^.  Ist  diese  gegeben,  so  können  wir  die  in  irgend 
einem  Punkt  a  von  ^j  sich  schneidenden  Erzeugenden  c',  e"  con- 
struiren.    Wir  legen  zu  dem  Zweck  durch  a  und  jd^  die  Ebene  e 
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diese  schneidet  C(j^  ausser  in  Sl  in  zwei  conjugirten  Punkten  ö',  s" 
df r  r^izeugenden  Involution,  welche  Punkte  mit  «  verbunden,  die  ge- 
su<t[iteu  Erzeugenden  liefern. 

Diese  Erzeugendon  sind  daher  gleichzeitig  mit  den  Schnittpunkten 
©',  6"  von  f  mit  Q^  reell  und  imaginär. 

Aus  Sl  kann,  man  an  C^^  vier  Tangenten  </',  t^'^  t^\  t"  legen, 
Wflchc?  mit  d^  die  Verzweigungsebenen  vj",  v^^  v^\  v^'  des  Büschels 
J^,  lind  deren  r)erührungspunkte  h^'\  b^\  b^\  b^'  mit  den  Schnitt- 
pinikten  der  Ebenen  und  der  Doppelgeraden  z^j,  nämlich  den  auf 
dii  Bcr  liegenden  Cuspidalpvinkten  c^\  c^'\  c^\  <?./'  und  zwar  in  an- 
gi^^M'bener  Reihenfolge  verbunden,  die  vier  singulären  Erzeugenden 
*'i\  '^"^  ^z\  ^4"  bestimmen. 


Lnssen  wir  nun  einen  Strahl  S'B'\  des  Scheines  der  Involution 
sicli  um  5i,  also  die  Ebene  t  um  d^  drehen.  Der  Punkt  «  darch- 
liiuft  während  der  Drehung  die  Gerade  ^j  und  fällt  dann  mit  einem 
Cuspidalpunkt  Cj"  zusammen,  wenn  t  mit  vj"  oder  also  ö'6"  mit  t^' 
coineidirt. 

Es  ist  nun  bekannt  und  leicht  analytisch  nachzuweisen,  dass  wenn 
nrn^  Gerade  z.B.  hier  0'Ö"  sich  um  den  Punkt  Sl  von  C^^  drehend, 
vor  i lirer  Coincidenz  mit  einer  aus  Sl  an  C^^  gelegten  Tangente,  so 
i/,  die  genannte  Curve  in  zwei  reellen  Punkten  6',  S"  schneidet, 
diesi*  Punkte  imaginär  werden,  wenn  Ö'Ö"  die  Gerade  t^*  tlber- 
seliritten  hat,  und  so  lange  imaginär  bleiben,  bis  bezeichneter  Strahl 
mit  eiuer  andern  aus  Sl  an  6^^  gelegten  Tangente  ^"  zusammenfällt, 
um  fortan  bis  zu  t^'  reell  zu  bleiben  etc. 

Da  aber  mit  den  Punkten  ©',  ö"  auch  die  in  der  Ebene  (S'B"a)=:i 
Hegeuden  Erzeugenden  c',  e",  gleichzeitig  reell  und  imaginär  sind, 
Kt*h(  n  wir,  dass  wenn  die  sich  in  einem  Punkt  «  von  d^  schneiden- 
den Erzeugenden  reell  sind,  sie  daim,  wenn  «  nach  einer  bestimmten 
llii'ljiung  auf  d^  sich  bewegend,  den  nächsten  Cuspidalpunkt  c,"  über- 
schritten hat,  imaginär  werden  und  so  lange  es  bleiben,  bis  «  mit 
dun  iiuf  Cj"  folgenden  Cuspidalpunkt  c^'  coineidirt,  um  dann  bis  c^' 
roell  zu  sein  etc. 

„Die  vier  auf  einer  Doppelgoraden  liegenden  Cuspi- 
dalpunkte  teilen  dieselbe  in  vier  Strecken,  von  wel- 
chfu  je  zwei  nicht  benachbarte  gleichartig,  d.h.  gleich- 
zeitig eigentlich  oder  ideell  sind." 

Logen  wir  also  durch  einen  Punkt  von  d^^  etwa  «,  und  die 
Gerade  d^  die  Ebene  f,  so  wird  diese  9*  in  reellen  Erzeugenden  f', 
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iilc^eUcr  Doppelpunkt  der  Fläcln?  bt 

Im  erstem  Fall  sind  aber  aucb  um  Sdioittpuiikte  ß\  /?"  von  c\ 
c"  und  J^^  d.  h.  din  Borfthrungspunkto  di^r  Ebene  ?  mit  ip*  reell, 
nlhr^md  sie  dann,  wt'nn  n  ideoll  ist,  imaginilr  muh 

Die  Grenzen  zwischou  den  DoppcltangiiUtencbene«  mit  redIcE 
Qüil  jenen  mit  imaginären  Berührung apuii kton ,  bilden  offenbar  die 
El>6neii  (^j^"),  (^ujCj")  ctc  d.  h.  die  Vcrzweigangsebeueu  des  Bü- 
^bdi  -^3.  Diese  teilen  also  den  vollen  Winkel  um  J^  in  vier  Wiu- 
ki:'Iränme,  deren  je  zwei  nielit  beuaohbarte  gleicb?;oiMg  Doppel  tangen- 
Temibenen  mit  reellen  bzliw.  imaginarim  DertlhruugapQukten  enthalten , 
Wir  wollen  Räume  erster  Art  reell,  letzter  Art  kurz  imaginär  uen* 
um  % 

„Die  vier  V e r z e i g u n g s e b e n e n  cii n e k  U e r  q?^  e r z e u g e n - 
dt*Q  EbeuenbüBcbel,  teilen  de»  vollen  Winkel  um  ihre 
A le  ^  i n  V i  e r  W  i  n k e  1  r  ä u  ni  e ,  von  w  e  1  e  h  e  n  j  e  x  w e  i  n  i  c  b  t 
benachbarte  gleiebartig,  d.  h,  gleichzeitig  reell  oder 
imaginär   sind/'' 

Degt  z.  B.  ein  Punkt  /%  sowohl  in  einem  reelle^i  W^inkelraum 
von  ^,,  als  auch  von  ^2»  so  hat  der  aus  ihm  der  q>^  umschriebene 
Kigel  zwei  eigentliche  Doppeltangentenebeneu  etc. 

Sind  aber  die  vier  Cuspidalpunkte  von  J^^  (d.  h.  jene  die  auf 
^^i  liegen)  sämmtlich  imaginär ,  so  kann  von  einer  Teilung  der  Ge- 
Tailen  //j  in  eigentliche  und  ideelle  Teile  nicht  die  Rede  sein.  Jeder 
Tirnkt  von  /fj  ist  in  diesem  Fall  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  und 
jide  Ebene  des  Büschels  J^  ^iüe  eigentliche  Doppeltangentenebene 
der  Regelßäche  ^). 

Diese  Untersuchung  hätte  auch,  wie  leicht  einzusehen  ist,  unter 
Ttrmittlang  einer  ebenen  Curve  C^\  oder  eines  beliebigen  cp^  um- 
i^diriebenen  Kegels  geschehen  können;  im  letztern  Fall  natürlich  in 
^■^ciproker  Weise. 

Denn  wie  für  Q^  können  wir  auch  für  den  allgemeinsten  Schnitt 
zt^igen,  dass  die  in  Punkten  einer  Doppelgeraden  sich  schneidenden 
feftugenden  auf  ihm  eine  Involution  bilden ;  das  luvolutionscentrum 


1)  Die  hier  eingeführten  Bezoichnungcn  für  die  Singularitäten  der  Fläche 
T*  sind  jenen  von  Hrn.  Prof.  Dr.  Emil  Weyr  in  seinem  Werk  „Ceometrie 
'  'r  rtumlirhcn  Erzeugnisse  1  —  2  dentiger  Eleraentargebilde  i.  b.  der  Regcl- 
flit'lie  3ten  Grade»"  Leipzig  1871   gebrauchten  analog. 

2)  Vergleiohe  den  Art.    10. 
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ist  nun  selbstverständlich  ein  Doppelpunkt  der  Cg\  da  durch  das- 
selbe die  zweite  Doppelgerade  J^  der  qp*  läuft 

Art,  4,  Die  oben  für  ebene  Curven  der  Regelfläche  <p*  nach- 
gewiesenen Eigenschaften,  gelten  im  Allgemeinen  auch  für  räumliche, 
auf  ihr  Jiegeiule  Curven. 

Eine  Fläche  nter  Ordnung  \**  schneidet  (p^  in  einer  Eaumcurvc 
R**\  4?iter  Ordnung,  welche  die  2n  Schnittpunkte  der  Doppelgoraden 
^1  und  /^a  i"i8  f"  zu  Doppelpunkten  hat. 

Die  Doppelpunktstangenten  t',  t"  der  72^*  in  einem  solche« 
Punkte,  a  wollen  wir  ihn  nennen,  sind  die  Schnittlinien  der  Tangen- 
tialebene l'^  von  f"*  in  «,  mit  den  Tangentenebenen  6,  6'  der  Regel- 
ftäehe  qp*  in  demselben  Punkt.  Für  einen  Cuspidalpunkt  c  coincidiren 
die  Ebenen  d,  ö'  mit  der  betreffenden  Doppelebene  J-,  es  fallen  da. 
her  auch  die  Doppelpünkstangentcn  t',  t"  zusammen  und  c  ist  dem- 
nach ein  Rüekkehrpunkt  der  Curve  Ä*«. 

Ein  evcntaell  vorkommender  Berührungspunkt  h  beider  Flächen 
ist  auch  ein  Doppelpunkt  ihres  Schnittes  72*»». 

Wenn  f"  durch  c  geht  und  in  diesem  Punkte  eine  Tangential- 
ebene K  besitzt,  welche  dem  Büschel  e  angehört,  so  berührt  sie  in 
dieflem  Puukt  die  Fläche  <p*. 

Die  Durchschnittscurve  E^  hat  nun  in  c  einen  Doppelpunkt. 
weil  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  <p^  ist,  sie  besitzt  aber  in 
ihm  auch  einen  Zweiten,  dem  ersten  unendlich  nahen  Doppelpunkt, 
welcher  von  der  Berührung  beider  Flächen  herrührt,  d.  h.  c  ist  ein 
Berühruügsknoten  der  Curve  R^*^  und  e  die  Tangente  derselben  in  ihm. 

„Eine  auf  der  Regelfläche  g>^  liegende  (räumliche 
oder  ebene)  Curve,  welche  durch  einen  Cuspidalpunkt 
läuft,  hat  in  ihm  entweder  einen  Rüekkehrpunkt  oder 
die  betreffende  singulare  Erzeugende  zur  Taugente.'' 

Weil  die  Tangente  der  Curve  Ji^  in  einem  ihrer  Punkte  w,  als 
Tangente  von  9*  immer  in  der  Tangentialebene  des  Punktes  liegen 
muss,  folgt: 

,^Eine  der  Regelflächo  <jp*  eingeschriebene  Curve 
berührt  die  Verzweigungsebenen  in  ihren  Schnitt- 
punkten   mit   den    singulären   Erzeugenden.^^ 

Angenommen  die  Curve  if*"  enthielte  einen  Inflexionspunkt  d 
der  Flllche  qc^;  so  können  wir  leicht  zeigen,  dass  sie  die  durch  a 
gehende  Verzweigungsebeno  v  im  genannten  Punkt  zur  Osculatious- 
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(*hmp'  hat  Donn  der  Schnitt  €**  der  Ebene  r  nnd  der  Fläche  f», 
bestimmt  auf  ^^  (wenn  tl  auf  dieser  Geraden  liegt),  ausser  */,  n— 1 
Punkte  tt  und  eheaso  auf  e,  der  in  r  liegenden  suigulärcn  Erzcngcn- 
ilen,  ausser  d  uoch  ?*  — 1  Punkte.«.  Da  sowohl  -J,  als  auch  t  als 
fkhuitte  von  r  mit  (j-*  doppelt  zu  zäiblen  sind,  haben  wir  auch  die 
2»— 2  Punkte  et  und  a  doppelt  zu  zahlen,  d.  h,  für  4u—Ä  Punkte 
m  rechnen.  Da  aber  11^*'  von  <Ier  An  ter  Ordnung  ist,  hat  sie  not- 
wendig  in  d  vier  imendlicb  nahe  Punkte  mit  r  gemeiiL 

„Eine  der  Fläche  ^*  eingeschriebene  Raumcurve, 
w(*lche  einen  Inflexionspnnkt  enthält,  hat  in  ibm  im 
Allgemeinen  die  zugehörige  Verzweigung^ ebene  zur 
Osculationschene/* '). 

Art.  5.  Unter  den  auf  tp*  Heftenden  Raiimcurven  verdienen  die 
Berübnmgscnrven  besonderes  Interesse;  wir  gelangen  zu  ihnen  durch 
Bf^trachtungen,  welche  dem  iu  Art.  3  geführten  reciprok  sind.  Die 
durch  einen  Punkt  /*  nnd  die  Erzeugenden  der  Fläche  (p*  gelegten 
Ebenen  omhüllen  den  aus  Pder  Fläche  umschriebenen  Kegel.  Dieser 
ist  Ton  der  nerten  Classe,  weil  irgend  eine  dem  Büüdel  /*  angehörigo 
Gerade  nur  vier  Erzeugende  f,,  fa,  e^,  c^  von  qp*  schneidet)  welche 
tniti?  die  durch  diese  Gerade  au  den  Kegel  möglichen  Tangential- 
ebenen bestimmen.  Er  ist  von  der  achten  Ordnung,  weil  eine  Ebene 
des  Bündels  P,  von  sonst  allgemeiner  Lage,  die  Fläche  (p^  in  einer 
Can'e  vierter  Ordnung,  achter  Classe  schneidet  nnd  die  ans  /'  von 
fV  gelegten  Tangenten,  Kanton  des  Kegels  ä"/  sind.  Die  Kwei  Dop- 
peltangenten dieses  Kegels  i^ind  durch  F  nnd  J^  bzbw.  ^^  bestimmt. 

Jede  Kante  des  Kegels  K^^  berührt  die  €p^  im  Allgemeinen  in 
f-mm  Punkt;  der  Ort  desselben  ist  daher  eine  Curve  achter  Ord- 
"ung-);  was  übrigens  schon  daraus  folgt,  dass  diese  Curve  als  Hälfte 
dos  Gesaram tschnitt es  der  Fläi'hen  q:/*  und  A\^  welcher  von  der  Ord- 
nung 82  ist,  doppelt  zn  zlihlen  ist  Jeder  Punkt  der  Derübmngs- 
«ffve  ist  ja,  weil  sich  iu  ihm  die  Flächen  ip^  und  A'^^  beruhen j  ein 
Doppelpunkt  des  Gesammtschnittes. 

Die  durch  das  Centrum  P  nnd  irgend  eine  singulare  Erzeugende 
f-  gelegte  Ebene  P^  berührt  qd*  in  dem  auf  e  liegenden  Cnspidalpunkt 
^  nnd  zwar  einfach.    Die  lierührungscurve  B^  schneidet  also  jede 


1)  Dieic  ilrci  letzten  Sitae  gellen  im  A  l  Ifj^emtiii  cn  für  jede  Regel  flach*, 
weil  i\ir  bei  ilei"  BcweisftihruTTg  keine  Efgcnsdmft  der  ip^  uh  FIilohi>  vi**rtcr 
Ordnung  bcnutiEt  htiben. 

2)  Well  in  rincr  Ebenn  des  Büjulels  P  sieb  niebt  Kunten  von  K^*  b*?- 
fiüde«  und  auf  jed^^r  Kante  t<in  Punkt  der  Corve  liegt* 
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Doppelgerade  (z/j  und  ^2)  ausser  in  den  Bi?rührungsj)unkten  n^  of' 
bzhw.  ^,  ß\  der  durch  die  genannten  GemUeii  aud  l'  bestitiimt^n 
Doppeltangentenebenen  in  allen  Cuspidalp linkten ;  sie  hat  daher  beeide 
Doppellinien  von  9*  zu  sechspunktigen  Seeantcn.  Dies  stimmt  auch 
mit  der  Eigenschaft  der  J5»,  jede  Erzeugende  der  Fläthe  <p*  zur  ein- 
punktigen  Secante  zur  haben,  überein. 

Denn  legen  wir  durch  z/j  eine  Ebene  5',  so  schneidet  diese  B^ 
in  acht  Punkten,  von  welchen  zwei  auf  dou  in  b'  liegenden  Erzeu- 
genden e',  f/  und  sechs  auf  d^  sich  beündeE. 

Die  crsteren  zwei  Punkte  coincidiren  mit  einem  auf  ^^  liegenden 
Cuspidalpunkt  c",  wenn  ö'  mit  der  Verzweigungsebenc  {äi  e!'}  =  f/ 
zusammenfällt.  Dies  lässt  sich  aber,  weil,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
B^  durch  jeden  Cuspidalpunkt  einfach  geht,  nur  daliin  erklären,  das« 
diese  Curven  in  c"  die  singulare  Erzeugeudo  c"  taugirt.  Dies  ist 
auch  richtig,  denn  abgesehen  davon,  dass  es  mit  den  Result^iten  des 
letzten  Artikels  ganz  im  Einklang  steht  ^  weil  näuilidi  jeder  Punkt 
von  B^  ein  Doppelpunkt  des  Gcsammtschnitfces  ist.  und  U"^  durch  r" 
geht,  sie  nach  I.e.  die  e!  in  c"  berühren  raüsstc;  lässt  sich  dies  auch 
direct  zeigen.  Wir  legen  zu  dem  Ende  durch  e*  und  J^  eine  Ebene, 
(welche  nebenbei  bemerkt,  Doppelebene  dieses  Büschels  ist)-,  sie  ent- 
hält  ausser  e"  noch  eine  Erzeugende  c  vuii  gj^  feiner  ihrer  acht 
Schnittpunkte  mit  B^  liegt  auf  c,  weitere  fünf  sind  die  Punkte  ^,  ß* 
und  die  drei  ausser  c'^  auf  /d^  befindlichen  (Jus pidal punkte  r/',  v^", 
C3".  Weil  nun  die  Tangentialebene  der  qp'*  in  irgend  einem  Punkte 
der  B^  den  Punkt  P  enthalten  muss,  und  die  tp^  ifuigs  e*  berührende 
Verzweigungsebenc  v^'  nicht  dem  Bündel  P  angehurt;  können  eich 
die  letzten  zwei  in  (^^e")  liegenden  Punkte  von  H^  nur  in  dem 
Schnittpunkt  c"  von  -^g  und  c"  befinden. 

Es  haben  also  zwei  durch  c"  gehenden  Ebenen  i^^*'-')  h^bw, 
(z/je")  mit  B^  in  c"  zwei  unendliche  mibe  Punkte  gemein,  d.  h.  t" 
berührt  bezeichnete  Curvc  in  c". 

Die  Berührungscurvo  B^  kann  nur  dann  einen  oigenüichen  Dop- 
pelpunkt besitzen,  wenn  zwei  verschiedene  Tangenttalebenen  des 
Kegels  K^  die  Fläche  qp^  in  demselben  Punkte  l>erühren.  Dieser 
Punkt  müsste  daher  auf  /l^  oder  d^  liegen,  und  kanu,  wenn  P  im 
Raum,  d.  h.  nicht  auf  q>^  liegen  soll,  nur  ein  Cuspidalpunkt  sein,  und 
P  müsste  dann  selbstverständlich  einer  Doppelebenc  der  Büschel  d^ 
bzhw.  ^2  angehören. 

Die  zwölf  Rückkehrtangenten  des  Kegels  K^^  rühren  daher  im 
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Allgemeinen  nicht  von  Rückkehrpunkten  der  Curve  B^  her,   sondern 
sie  Bind  Tangenten  derselhen  ^). 

Legen  wir  durch  eine  beliebige  Gerade  G  und  den  Punkt  P  die 
Ebene  E]  so  sehen  wir,  dass  weil  irgend  eine  Gerade  g,  welche  durch 
P  geht  und  in  E  liegt ,  ausser  von  den  zwölf  sie  in  P  schneidenden 
Tangenten  von  B\  von  vier  Tangenten  dieser  Curve,  welche  bzhw. 
in  den  vier  durch  g  an  K^^  gelegten  Tangeutenebenen  sich  befinden, 
resp.  in  den  Punkten  pi,  p2i  ^j»,  2h  geschnitten  wird;  dass  der  geome- 
trische Ort  dieser  Punkte  eine  Curve  sechszehnter  Ordnung  ist,  die 
P  zum  zwölffachen  Punkt  hat  und  demnach  auch  G  in  zechszehn 
Punkten  trifft. 

Die  aus  den  Tangenten  der  Berührungscurve  B^  bestehende  de. 
veloppable  Fläche  hat  also  das  Centrum  zum  zwölffachen  Punkt  und 
ist  von  der  Ordnung  sechszehn,  und  daher  B^  selbst  von  demselben 
Rang. 

„Der  aus  einem  Punkt  des  Raumes  der  Regelfläche 
9*  umschriebene  Kegel  N^^^  ist  von  der  vierten  Classe 
und  achten  Ordnung.  Er  hat  zwei  durch  die  Doppel- 
geraden  /f^  bzhw.  z/g  gehende  Doppeltangentenebenen 
und  berührt  die  singulären  Erzeugenden  in  den  Cuspi- 
dalpunkten. 

Die  Berührungscurve  des  Kegels  Ä'4®  hat  keinen  wirk- 
lichen Doppelpunkt,  sie  ist  von  der  achten  Ordnung  und 
dem  sechszehnten  Rang.  Sie  hat  die  Doppelgeraden  zu 
sechspunktigen  Secanten,  geht  durch  die  acht  Cuspidal- 
punkte  und  hat  in  ihnen  die  singulären  Erzeugenden  zu 
Tangenten." 

Eine  Doppelebene  d^  des  Büschels  ^/i  (dasselbe  ist  von  ^i,  zu 
sagen)  enthält  ausser  der  singulären  Erzeugenden  cj  noch  eine  Er- 
zeugende e,  welche  mit  e^  auf  z/.,  den  Doppel-  bzhw.  Inflexionspunkt 
eil  bestimmt  und  berührt  daher  qp*  in  dem  Cuspidalpunkt  c^  und  in 

Umschreiben   wir  aus  einem  Punkt   P  der  Ebene  61  der  Fläche 


l)  Wenn  eine  Raumcurvc  (z.  B.  B^)  aus  einem  Punkt  des  Raumes  (P) 
projicirt  wird,  so  projiciren  sich  die  Berührungspunkte  der  aus  P  an  sie  ge- 
legten Taugenten  als  Bückkehrpunkte.  Dasselbe  geschieht  aber  auch  mit  einem 
Uüekkehrpunkt  der  fraglichen  Curve.  Hat  nun  diese,  wie  z.  B.  ß^  keinen 
Rückkehrpunkt,  so  können  wir  aus  der  Anzahl  der  Rückkehrtangeuten  des 
Projectionskegels  auf  die  Anzahl  der  im  Centrum  sich  schneidenden  Tangenten 
der  Curve  schliessen  etc. 
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den  Kegel  K^^  so  sehen  wir,  dass  von  den  zwei  sonst  variablen 
Schnittpunkten  «,  a'  der  Bertihrungscurve  B^  mit  ^^  einer  nun  mit 
Cj  coincidirt.  Von  den  acht  Punkten,  in  welchen  B^  von  d^  ge- 
schnitten wird,  liegen  also  zwei  in  «,  je  einer  in  einem  der  drei  von 
ci  verschiedenen  Cuspidalpunkten  von  z/j  und  daher  drei  unendlich 
nahe  in  c^  selbst. 

Es  hat  in  diesem  Fall  nicht  nur  ein  Cj,  sondern  auch  ^^  mit 
B^  zwei  unendlich  nahe  in  c^  vereinigte  Punkte,  dieser  ist  also  ein 
Doppelpunkt  der  Berührungscurve.  Weil  diese  Curve  auf  K^^  liegt, 
müssen  sich  beide  Doppelpunktstangenten  in  der  Ebene  6^  befinden; 
sie  fallen  aber  zusammen  (weil  eben  diese  Ebene  im  genannten  Punkt 
mit  B^  nur  drei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat  ^)  und  bilden  eine 
Rückkehrtangente;  woraus  wir  wieder  sehen,  dass  c,  ein  Rückkehr- 
punkt von  B^  ist 

Eine  von  den  Rückkehrtangenten  des  Kegels  K^  ist  jetzt  Pcj, 
daher  nur  eilf  Tangenten  der  Curve  B^\  diese  ist  vom  Range  fünfzehn. 

„Die  Berührungscurve  B^  des  aus  einem  Punkt  einer 
Doppelebene  d',  eines  der  Erzeugenden  Ebencnbüschel 
der  Fläche  qp*  umschriebenen  Kegels  K^^  hat  in  dem  auf 
8  liegenden  Cuspidalpunkt  einen  Rückkchrpuukt.  Sie 
ist  von  der  achten  Ordnung  und  dem  fünfzehnten  Rang." 

Sowohl  diese,  als  die  allgemeinere  Berührungscurve  -ö^,  haben 
acht  durch  P  gehende,  zweipunktigo  Secanten. 

Nachdem  eine  Verzweigungsebene  v  die  cp^  längs  einer  singulären 
Erzeugendon  c  berührt;  zerfällt  der  aus  einem  Punkt  P  derselben 
der  Regelfläche  umschriebene  Kegel  in  die  Ebene  v  und  einen  Kegel 
K^^  vierter  Classe,  siebenter  Ordnung,  welcher  (P^a)  zur  Doppel- 
tangentenebeno  und  (P^j)  ^  v  zur  Inflexionsebene  hat.  Die  In- 
flexionskante  zielt  nach  dem  in  v  gelegenen  Inflexionspunkt  a  von 
q>\  Die  Berührungscurve  des  Kegels  K^  ist  von  der  siebenten  Ord- 
nung und  dem  vierzehnten  Rang,  sie  geht  nicht  durch  den  in  v  lie- 
genden Cuspidalpunkt  c  und  hat,  wie  man  sich  leicht  direct  über- 


1)  Die  Ebene  der  Tangenten  einer  Ruumcurvc  in  einem  eigentlichen  Dop- 
pelpunkt J  hat  bekanntlieh  an  dieser  Stelle  mit  ihr  mindestens  vier  nnendlich 
nahe,  von  den  zwei  Tangenten  herrührende  Punkte  gemein.  Ist  J  ein  Be- 
rührungsknoten und  T  seine  Tangente,  so  hat  jede  Ebene  des  Büschels  r  mit 
der  Curve  vier  unendlich  nahe  in  J  liegende  Punkte.  Ist  hingegen  J  ein 
Hückkehrpunkt,  so  schneidet  irgend  eine  Ebene  der  Kückkchrtangcntc  die  Corvo 
in  drei  zusammenfallenden  Punkten. 
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zeBgt,   iü  dem  InHexionspmikt  d  (\qu  gj^  dio  Ebcny  e   jsur  Oscu- 
btioDS*?b€iic  ^). 

Art  6.  Für  ein  auf  der  Regeltiäche  qp*  liegendes  Centrum  P 
zerfällt  der  umsehriebüiiB  Kegel  in  das  von  der  durch  r  gebenden 
beugenden  e  bestimmte  Ebeueubüiichd,  welches  von  der  ersten 
Clasae  ist,  und  in  einen  Kegel  dritter  Classe-  Die  drei  durch  eine 
Gerade  g  des  Bündels  P  au  A'^  gelegten  Tangeuteuebeuen  sind  durch 
s  und  jene  drei  Erzeugenden  von  tp^  bestimmt,  welche  g  io  von  F 
verschiedenen  Punkten  treffen. 

Eine  durch  F  gelegte  Ebene  bestimmt  auf  g>^  eine  Curre  Cg*, 
vierter  Ordnung,  achter  Classe.  Äusaer  der  Tauge ute  t  vi.m  C!,*  in 
/*,  welche  die  Tangentialebene  im  genannten  Punkt  erfüllt ^  kanu  man 
au  sie  seehs  Tangenten  t'  ziehen,  welche  die  sechs  in  der  Ebene 
(C*j^)  letiüdlichen  Kauten  von  A3  sind.  Dieser  Kegel  ist  daher  von 
der  sechsten  Ordnung. 

Die  Fläche  <p*  hat  in  P  ausser  e  eine  eigentliche  Ilaupttangente 
t,  wfjiche  InflexiQustangentC5  für  jede  Curve  Cj^*  ist,  deren  Ebene 
durch  sie  geht  Eine  von  den  sechs  aus  F  an-  6^^  gelegten  Tangenten 
fällt  daher  mit  t  selbst  zusammen,  d.  b.  aus  P  kann  man  nur  fünf 
Tangenten  an  C^^'  legen,  welche  sie  in  von  P  verschieden  Punkten 
berühren.  Die  Haupttangente  ist  demnach  auch  eine  Kaute  des 
Kegels  AV\  und  zwar  jene,  welche  <p^  berührt.  Daraus  folgt  ntiu, 
daas  die  Berühruugscurve  des  Kegels  A'^^*'  vtm  der  siebenten  Ordnung 
iit,  durch  das  Centruni  F  läuft  und  hier  t  zur  Taugente  hat. 

Wie  B^  geht  auch  B~*  durch  die  acht  (juspidali>unkte  und  berührt 
m  ihnen  die  aingulüren  Erieeugenden.  Sie  ist  vom  vierzehnten  ßang, 
weil  T  als  Tangente  von  B'*  in  F  doppelt  und  jede  der  neun  Rück- 
kebrtangenten  von  K/'  einfach  zu  zählen  sind. 

„Der  ans  einem  Punkt  der  Regel  fläche  <p^  ihr  um- 
scliriebene  Kegel  AV'  ist  von  der  dritten  Classe,  sech- 
ster Ordnung  and  hat  die  durch   die  Doppelgeraden  ge- 


1)  Ein  Kegpl  K^^  entsteht  nus  einem  Kegel  Ai/.  warm  eine  Do[ipel' 
tAngentencbenc  des  I etilem  in  Ctne  tnflcxionsobcru.'  übergeht.  Im  vorliegenden 
rdl  Ut  V  die  fnäe^tionfiebene^  iln  die  mti&t  getrennten  Berührungskanteii  Fa^ 
^'  j^tn  mit  Fd  z 09 am tnen Fallen.  Dio  Ebene  v  hat  also  mit  K^^  drei  nu- 
*Ttdlich  nahe  in  Fd  vercmigte  Kanten  und  daher  mit  B^  drfi  titiendlicb  nahe 
in  ä  liegende  Punkte  gemein.  Dubs  c^  ein  eiiifaeher  Pankt  von  B^  ist^  folg^ 
tlafaus,  doss  iu  eitjer  Fbenc  S*  des  Büschel*  J^  iwcj  ErjEeugemio  t\  t"  tdij 
tf*  und  auf  jeder  *jin  Punkt  voe  B^  und  vier  weitere  Punkte  iü  den  auf  j/j 
liegenden  Cuipidalpunkt  liegeu  eie. 
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legten  Ebenen  zu  einfachen  Tangentialebenen.  Seine 
Berübrungscurve  ist  von  der  siebenter  Ordnung,  dem 
vierzehnten  Rang  und  berührt  die  singulären  Erzeugen- 
den in  den  Cuspidalpunkten.  Sie  läuft  auch  durch  das 
Centrum  P  und  hat  in  ihm  die  eigentliche  Haupttangente 
von  9*  zur  Tangente." 

Sie  hat  iede  Doppelgerade,  so  z/j,  zur  fünfpunktigen  Secante, 
der  variable  Schnittpunkt  ist  der  z/j  und  der  zweiten  in  {tJ^)  lie- 
genden Erzeugenden  gemeinschaftliche  Punkt. 

Eine  Berübrungscurve  B^  ist  durch  drei  Punkte  eindeutig  ge- 
geben, da  die  Tangentialebenen  von  q>^  in  den  drei  Punkten,  das 
Centrum  bestimmen.  Eine  Curve  B"^  hingegen  erscheint  durch  zwei 
Punkte  p\  p"  von  ^>'^  zweideutig  bestimmt,  da  ihr  Centrum  P  ein 
jeder  jener  zwei  Schnittpunkte  der  Schnittlinie  g^  der  Tangentialebenen 
von  9*  in  p*  bzhw.  p\  mit  ^>^  sein  kann,  deren  keiner  auf  den  durch 
/>'  und  p*  gehenden  Erzeugenden  liegt.  Denn  aus  dem  Gesagten  er- 
hellt ja ,  dass  B^  mit  der  durch  ihr  Centrum  gehenden  Erzeugenden 
nur  diesen  und  keinen  weitern  Punkt  gemein  hat. 

Ist  P  ein  Punkt  einer  singulären  Erzeugenden,  so  berührt  K^ 
die  Fläche  gp*  längs  derselben  und  in  einer  Curve  B^,  sechster  Ord- 
nung, die  durch  den  auf  e  liegenden  Inflexionspunkt  d  geht,  den  zu- 
gehörigen Cuspidalpunkt  aber  nicht  enthält.  Sie  hat  die  Ebene  v 
jedoch  nicht  zur  Osculationsebeue ,  welche  Anomalie  von  dem  in 
Art.  4.  aufgestellten  Satz  aber  in  der  besonderu  Natur  der  Berüb- 
rungscurve und  in  der  Tatsache,  dass  v  in  d  beide  Flächen,  nämlich 
K^  und  (p*  berührt,  ihre  Begründung  findet. 

Art.  7.  Wie  wir  aus  Artikel  2.  sehen,  ist  die  Regelfläche  qp* 
durch  ihre  zwei  Doppelgeraden  ^/j,  ^2  ^^^d  eine  ebene  Curve  Q*, 
vierter  Ordnung,  achter  Classe,  also  durch  -^1,  /l^.  ^^d  acht  in  einer 
Ebene  K  liegende  Punkte  p  bestimmt.  Denn  eine  Curve  C^  ist  ja 
durch  ihre  zwei  Doppelpunkte  und  acht  einfache  Punkte,  von  allge- 
meiner Lage,  eindeutig  bestimmt.  Die  Ebene  E  schneidet  nun  die 
Doppelgeraden  ^^  und  ^2  in  jenen  Punkten  D^  bzhw.  Z^g,  welche 
wir  als  Doppelpunkte  der  in  E  liegenden  Curve  Q*  ansehen  können. 
Diese,  welche  noch  die  hinreichende  Bedingung  durch  die  acht  Punkte 
p  zu  gehen,  zu  erfüllen  hat,  bestimmt  mit  ^-^  und  i^^)  ^^  Leitlinie, 
die  Fläche  (jp*  eindeutig. 

Um  die  durch  irgend  einen  Punkt  7?»  von  Cg^  laufende  Erzeu- 
gende von  ^>^  zu  construiren,  legen  wir  durch  pn  und  ^^  die  Ebene; 
si^  schneidet  die  Doppelgerade  ^^3  i^  einem  Punkt  j3,  der  mit  p«  ver- 
bunden eine  Gerade  e  liefert,  die,  weil  sie  durch  pn  geht  und  sowohl 
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Ji  als  auch  J^  scboeidet^  also  mit  dor  durch  J^^  J^  und  Q^  be- 
stimmten Fläche  qp*  fünf  Funkte  gemein  hat,  ganjK  auf  ihr  liegt,  d.  h. 
die  gesuchte  Erzeugende  ist. 

Durch  einen  Punkt  c  toh  ^j  geheu  zwei  Erzeugende  e',  t'\ 
welche  wir  als  die,  von  uD^  verschiedenen,  in  der  Ebene  {a^^  lie- 
genden Kanten  des  aus  a  der  Cune  C^^  umschriebenen  Kegels  AV 
ficrter  Ordnung  erb  alten  etc. 

Auch  weitere  Constructionen  können  wir  andeuten,  z.  B.  die  der 
aaf  ^,  liegenden  Inflexionsp unkte  der  Fläche,  und  zwar  blos  vermit- 
telst Q*,  ^1  und  ^j.  Wir  legen  zn  dem  Ende  durch  ^3  die  vier 
Tangentialebenen  au  C\^  und  bestimmen  ihre  Berührungspunkte  mit 
liieser  Curve,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  zf^.  Entsprechende  Punkte 
beider  Gruppen  verbundeu,  igebeu  die  vier  singuläreu  Erzeugenden, 
wdchü  ^i  in  den  gesuchten  Punkten  treffen  etc. 

Doch  auch  dann,  wenn  die  uicbt  gegebenen  Punkte  p  beliebig  im 
Eanme  anj^eordnet  sind,  bestimmen  sie  mit  ä^  und  ^^  die  Fläche  qp* 
eindeutig.  Die  dui'cb  sie  gehenden  acht  Trans \'ersalen  von  J^  und 
ä^  lind  Erzeugende  der  Fläche.  Sie  werden  von  einer  beliebigen 
Ebene  E  des  llauiuea  in  acht  Punkten  tc  getroffen,  welche  mit  den 
Lo  E  liegenden  Punkten  der  Geraden  J^  und  ^g,  diese  als  Doppel- 
pnaktc*  betrachtet,  eine  Curve  C^  festlegen.  Diese  Curve  aber  be- 
stimmt mit  ^y  und  A^  aUe  drei  Linien  als  Leitlinien  betrachtet,  eine 
Flädie  ^\  die  offenbar  die  acht  Trans v e rsalon ,  also  auch  die  acht 
gegebenen  Punkte  enthalt. 

Da  eine  Tangentialebene  von  ^^  durcb  ihre  Schnittpunkte  e,  ß 
mit  ^1  bzhw*  A^  auch  eine  Erzeugende  der  FlÄche  qp^  fixirt,  kanu 
^tatt  einer  beliebigen  Anzahl  von  Punkten  eine  gleich  grosse  Zahl 
irQu  Ebenen  gegebeu  werden. 

„Die  Regelfläche  tf^  ist  durch  ihre  zwei  Doppclge- 
raden uiid  acht  Erzeugende,  oder  eine  Anzahl  von 
Punkten  und  Tangentialebenen,  deren  Summe  auch  Acht 
ist,  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt." 

jfii^  gegebenen  Punkte  künnen  auch  alle  in  einer 
Ebene  liegen,  und  ebenso  kounen  die  Tangentialebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden." 

Nur  darf  die  Verbind ungslinie  zweier  Punkte,  oder  die  Schnitt- 
linie zweier  gegebener  Tangentialebenen  nicht  eine  Transversale  von 
^1  uud  ^«  sein. 

Für  einen  Fall  bleibt  jedoch  die  Aufgabe  auch  unter  dieser  Tor- 
aussetzung unbestimmt,  und  diesen  w^ollen  ivir  nun  untersuchen* 
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Wir  nehmen  zu  dem  Zwecke  an,  zwei  ßegelflächen  <Pi*  und  y^^^ 
hätten  dieselben  Geraden  ^^j,  J^  zu  Doppelgeraden.  Sie  schneiden 
sich,  da  jede  der  genannten  Geraden  als  Teil  des  Gesamrat^chnittos 
viermal  zu  zählen  ist,  noch  in  einer  Curve  R^  achter  Ordnung.  Eine 
beliebige  Ebene  E  schneidet  R^  in  acht  Punkten  p;  die  durch  einen 
solchen  laufende  Transversale  e  von  J^  und  d^  ist  nach  Obigem  so- 
wohl eine  Erzeugende  von  <pi*  als  auch  von  cpg*,  d.  h.  sie  gehört 
beiden  Flächen  als  Erzeugende  an.  Da  dies  für  jeden  der  acht  Punkte 
gilt,  sehen  wii',  dass  sich  q>^^  und  gpg*  ausser  in  ^^j,  //^  in  acht  Er- 
zeugenden schneiden. 

Hätten  daher  die  gegebenen  acht  Erzeugenden  die  eben  ange- 
deutete specielle  gegenseitige  Lage,  so  bestimmen  sie  nicht  eine,  son- 
dern ein  ganzes  Büschel  von  unendlich  vielen  Flächen  behandelter  Art. 

„Zwei  Regelflächen  vierten  Grades  <p*,  welche  gemein- 
schaftliche Doppelgeraden  besitzen,  schneiden  sich  in 
acht  Erzeugenden.  Diese  bestimmen  mit  genannten  Dop- 
pellinien ein  Büschel  der  behandelten  Fläche^). 

Art.  8.  Die  Regelfläche  f*  mit  zwei  Doppelgeraden  und  einer 
Doppelerzeugonden  //,  sowie  auch  jene  fc*  mit  einer  Cuspidalerzeu- 
genden*),  sind  specielle  Arten  der  hier  untersuchten;  wir  haben  zu 
ihren  in  der  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  Regelflächen  vierten 
Grades  und  einer  Doppelgeraden  und  einem  Doppelkegelschnitt"  ^) 
gefundenen  Eigenschaften  noch  Folgendes  hinzu  zu  fügen. 

Die  Fläche  f*  wird  von  einer  Ebene  E  in  einer  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  geschnitten.  Sie  ist  durch  eine 
solche  Curve  Cq^  um  ihre  zwei  Doppelgeraden  J-^^  d^  eindeutig  be- 
stimmt. Ihre  Doppelerzeugcnde  -^i  ist  jene  Transversale  genannter 
Geraden,  welche  durch  den  dritten  Doppelpunkt  der  Curve  läuft. 

Da  nun  die  Annahme,  dass  eine  ebene  Curve  einen  Doppelpunkt 
habe,  wenn  dieser  nicht  gegeben  ist,  für  eine  Bedingung  gilt,  und 
2^wei  Doppelpunkte  der  C^^  auf  den  Geraden  ^^  bzhw.  /i^  liegen 
müssen,  ist  diese  Curve  durch  Angabe  von  sieben  weitern  Punkten 
eindeutig  gegeben. 


1)  Es  gilt  ganz  allgemein:  Wenn  zwei  Regclflächen  dieselben  zwei  wind- 
schicfeu  Geraden  J\  j"  zu  m-  und  n-fachen  bzhw.  u-  und  y-füchen  Geraden 
haben,  so  schneiden  sie  sich  in  (jnv-{-nfi)  Erzeugenden.  Der  Griid  der  einen 
ist  TO  +  n,  der  der  zweiten  ^+v. 

2)  Eine  Cuspidalerzeugcnde  hat  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte 
ein  Cuspidalpunkt  der  Fläche  ist  etc. 

3)  Siehe  das  Februarheft  dieses  Jahrg.  d.  Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  d. 
Wissensch.  zu  Wien. 
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Nehmen  wir  ddu  an,  von  f*  wären  ^,  imp  ^^  sowie  sieben  Er- 
jengende  e  gegeben;  so  schneidet  irgend  eine  Ebene  K  die  J^y  J^  ui 
donPnakteti  D^  resp.  D^  uud  die  c  in  deben  Puukten  p;  sie  suhnoidet 
nbcr  f*  in  einer  Cnrve  C^\  WLdcbe  die  />,,  D^  zu  DoppeUiunkteu  bat 
mid  darch  die  p  einfach  gebt,  dnruh  diese  Angaben  daher  völlkijainien 
kstimmt  ist 

Wäre  die  Doppelerzeugende  ^  selbst  bekannt^  so  ist  durch  ibreu 
Schnitt  B  mit  E^  der  dritte  üoppelpuukt  von  Q^  fixirt^  zur  Beatim- 
iimog  von  Q*  t^enügt  die  Angabe  >üd  fünf  Puukten,  also  dio  vöu 
fänf  Erzeugenden  der  f^. 

Wir  sehen  daraus,  daaa  die  Rogelfläche  tp\  mit  einer  Doppel- 
tTzeugeodeu  ^{\^),  durch  ihre  zwei  Boppelgcraden  /Ij,  ^^  und  sieben 
Eneigende  (Punkte  oder  Taugentialebenen)  bestimmt  ist,  wenn  ^ 
stlbst  nicht  gegeben  ist.  Dass  jedoch,  wenn  ^j,  /?*  und  J  bcliauot 
siDÜ,  die  Angabe  von  fünf  Erzengenden  (oder  Punkten  und  Tangen- 
tialebenen) genügt, 

.^Besitzt  die  Regelfläche  ^^  eine  Doiipelerzeugende  /f, 
äö  ist  sie  durch  ihre  zwei  Doppelgeraden  J^^  d^  nnd  sie- 
htiu  Erzengende  (oder  Punkte  nnd  Tangcntialoboncn) 
bestimmt.  Ist  ihre  Doppolerzeugende  bekannt^  so  ge- 
üigt  die  Angabe  von  fünf  einfachen  Eraeugendou.'' 

,J)ie  Annahme,  dasa  ^>^  eine  Doppoler zeugende  habe 
gilt  für  eine  Bedingung;  die  Doppolerzeugende  gelbst 
Jedoch  für  drei."*) 

In  derielben  Weise  kt^nnen  wir  zeigen,  dasa  die  Regelfläcbc  fi?*, 
mit  einer  Cnspidaierzt^ngeuden  J^  durch  die  s^wei  Deppd^eraden  //,, 
^^  und  sechs  Erzeugende  e,  oder  durch  J^^  d^^  J  und  vier  Erzön- 
gende  bestimmt  i^t. 

Denu  schneiden  wir  die  gegebeneu  Geraden  durch  eine  Ebene  ^', 
so  erbalten  wir  für  den  letzten  Fall,  die  Punkte  /ij,  li^,  D  und  vier 
Paukte  p.  Die  A'  schneidet  nun  fc^  (s.  l  c.)  in  einer  Curvc  C^^,  die 
/>!  nnd  />s  zu  Doppel puulitcn,  fJ  zum  Hückkebrpunkt  hat,  und  durch 
Hk  p  einfach  binft.  Da  ein  Kückkebrpunkl,  wenn  er  bekannt  ist, 
ftir  \ier,  wenn  er  jedoch  nur  vorhanden  ist,  für  zwei  Be^lingungen 
gilt,  ist  C^^  eindeutig  gt4:ehen.  Lassen  wir  jetzt  eine  Gerade  an  CV* 
and  ^,,  Jf  gleiten,  m  erzeugt  sie  eine  ganz  bestimmto  Fl&che  fc*; 
diese  M  demnach  durch  die  gegebenen  Daten,  tixirt. 

,ißeBitzt  die  RegelfUche  q^'^  eine  Cuspidalerzeugonde 


1)  Qih  ftr  jede  Eegelßlciiü  mit  vleifachea  Guraüeti« 
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^,  SO  ist  sio  durch  diese,  ihre  zwei  Doppelgeraden  J^, 
//g  und  vier  Erzeugende  bestimmt.  Ist  ^  vorhanden,  je- 
doch nicht  gegeben,  so  erscheint  q>^  durch  J^^  J^  und 
sechs  Erzeugende  (oder  Punkte  und  Tangentenebenen) 
erst  bestimmt." 

„Die  Annahme  cp*  habe  eine  Cuspidalerzeugende,  ist 
äquivalent  zwei  Bedingungen.  Die  Angabe  der  Guspi- 
dalerzeugenden  selbst  jedoch  gilt  für  vier  Bedingun- 
gen."^) 

Die  in  Art.  7.  für  g>^  blos  angedeuteten  Constructionen  der  Cuspi- 
dalpunkte,  Inflexionspunkte  und  singulären  Erzeugenden,  können  für 
f*  und  fc*  nebst  andern  Aufgaben  mit  Leichtigkeit  gelöst  werden. 
An  die  Stelle  der  Curve  Cg*,  welche  wir  mit  ^, ,  J2  ^©i  Losung 
der  bezeichneten  Probleme  als  gegeben  voraussetzten,  tritt  nun  die 
Curve  Cß*  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  bzhw.  die  Curve 
CrJ"  viortcr  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  und  einem  Rückkehr- 
puukt;  die  an  diesen  Curven  auszuführenden,  zur  Bestimmung  ge- 
nannter Singularitäten  führenden  Hilfsconstructionen  jedoch,  wie 
wir  in  der  Abhandlung:  „üeber  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten"^)  gezeigt  haben,  sind  leicht  durchzuführen,  üebri- 
gens  kann  an  die  Stelle  der  Cun^en  Q*  resp.  C5*  immer  ein  f*  oder 
f/  eingeschriebener  Kegelschnitt  C^  gesetzt  werden,  da  dessen  Ebene 
durch  die  Doppel-  bzhw.  Cuspidalerzeugende  J  bestimmt  ist,  und  er 
jede  der  weiter  gegebenen  Erzeugenden  e  schneiden  muss.  Reichen 
diese  zu  seiner  Construction  nicht  hin,  so  kann  mau  leicht  eine  be- 
liebige Anzahl  derselben,  und  zwar  mit  Hilfe  der  in  1.  c.  erklärten 
Constructionen  elementar  bestimmen. 

Obwohl  wir  in  der  f*  und  fc*  behandelnden  Arbeit  diese  Flächen 
ausführlich  besprochen,  bemerken  wir  auch  hier,  dass  jeder  Kegel- 
schnitt der  fc*  die  Cuspidalerzeugende  tangirt. 

Art.  9.  Wir  wollen  die  gefundenen  Sätze  auch  analytisch  nach- 
weisen, da  wir  dadurch  zu  neuen  Resultaten  gelangen. 

Es  sei  die  eine  Doppelgerade  ^^j  der  Fläche  fp\  die  wir  im  Fol- 
genden immer  als  gegeben  betrachten,  die  |  Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  und  |,  v,  £  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
bezogen  auf  dasselbe.  So  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  6 
des  Büschels  J^: 

«)       -«n 


1)  Gilt  auch  allgemein. 

2)  Sitzb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  sa   Wien.     Januarheft  1879. 
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nnd  wenn 
and 

die  Gleichungen  irgend  zweier  durch  die  Doppelgerade  J2  gehender, 
nun  als  fest  zu  betrachtender  Ebenen  «/,  m  sind,  ist  die  Gleichung 
einer  dritten  variablen  Ebene  e  des  Büschels  J2  die  folgende: 

P)        a'^  +  b'v  +  c'i  +  d''^'^ 

Sowie  in  der  Gleichung  «)  jedem  n  eine  bestimmte  Ebene  des  Bü- 
schels J^  zugeordnet  ist,  entspricht  auch  in  Gl.  ß)  einem  gewählten 
m  eine  Ebene  s  eindeutig. 

Die  Bedingung,  dass  die  Büschel  ^^(6)  und  ^^(0  ©i^o  Regel- 
fläche qp*  erzengen,  ist  an  die  gegenseitige  Zweideutigkeit  derselben, 
also  die  folgende  Gleichung  gebunden: 

Aus  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  jedem  Werte  des  ?»  zwei 
Werte  von  w,  also  jeder  Ebene  e  von  J2  zwei  Ebenen  in  J^  und 
umgekehrt  entsprechen. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  beider  Büschel  schneiden  sich  in  einer 
Erzeugenden  e  der  Fläche,  uud  umgekehrt  bestimmt  eine  solche  und 
daher  auch  ein  Punkt  p  von  g?*  zwei  einander  zugeordnete  Ebenen 
d'  und  e'  von  J^  bzhw.  -^2»  also  zwei  correspondirende  Werte  der 
Teilverhältnisse  m  und  n. 

Die  obige  Gleichung  enthält  acht  unabhängige  Coefficienten,  diese 
sind  durch  acht  Wertpaare  ven  m  und  ?*,  d.  h.  durch  acht  Punkte 
von  <3P*  bestimmt. 

Die  Gleichung  1)  bestimmt  nun,  wenn  ^j,  J2  bekannt  sind,  die 
Fläche  94  selbst,  diese  ist,  was  wir  früher  synthetisch  bewiesen,  durch 
/^t,  J2  ^^^  achti  Punkte  oder  Tangentialebenen,  oder  schliesslich 
cbensoviele  Erzeugende  gegeben  etc. 

Substituiren  wir  aus  a)  und  ß)  die  Werte  von  m  und  n  in  die 
Gleichung  1),  so  erhalten  wir  die  folgende: 

(a^bv+ct+dKa'^+b^v+c'i+d^)[B^v^B2V^+B^^^-]+ 
(a'^+b^v^c't+dncy+C^v^+C^^^)  =0 

Diese  nach  den  Potenzen  der  Variablen  geordnet,  liefert  die  Glei- 
chung: 
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+2Cia'b')v^i+(Aia^+Biaa'+C^a'^+A^b^+B^bb''\'CQb'^+2Aiah 
+B.^{ab'+a'b)+2C2ab')vH^+(A^a^+B^aa'+C2a'^+2A3al, 

-\'{2Aibd-\-Bi{bd''\-b'd)+2Cib'd')v^-\'(2A^ad+Bi{ad'+a'd) 

+2Cia'd*+2Aibd+B2(bd'+b'd)+2ab'd')v^ 

-^(2A2a€l-\-B^(ad'+a'd)+2Cia'd'+2A^bd'j'Bs^(bd'+b'€l) 

+2CQb'd')v^^+{2A^ad-i-BQ(ad'+a'd)+2C^a'd')i^ 

+{Aid^'\'Bidd'+Cid'^)v^+{Aid^-^B^dd'+C2d'^)vi 

-^{A^d^+B^d4'+C^d'^yj 

+2C\a'c'+2A^c-{-B^(bc''\-b'c)+2CJ,'c)v^4 
4-(2^jjac+i?jj(ac'+a'c)4-2C2a'c'H-2^3Jc4-^3{Äc'4-*'c) 

+2C3*'c')J*v+(2^3ac+i?3(ao'+a'c)+2C3o'c')S* 

-{-C2Aicd+B^(cd'+c'd)+2C^c'd')v^{2AiCd+Bi{c<V+€'d) 

'\-2Cic\l')v^+(2A^cd+BQ(cd'+c'd)+2Ch''d')'] 

+J^(A,c^+B,cc'-\-C,c'^)v^+iA,c^+B^cc'+CW'M 
+(A,c^-\^B^ec'+C^c\)^^  =  0, 

welche  die  Form  hat: 

'hß5i'+ße^v  +  ßiv')+f^(yii'+Y^v  +  Ysv')  -  0. 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Regelfläche  rp^  hezogeu  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  in  welchem  die  eine  Doppelgeradc 
Jj^  von  <p*  die  f  Axe,  und  f ,  t;  und  f  die  laufenden  Coordinaten  eines 
Flächenpunktes  sind.  Sie  enthält  einundzwanzig  unabhängige  Coef- 
ficientou,  welche  durch  ebensoviele  Gleichungen  2),  d.  h.  durch  ein- 
undzwanzig Punkte  bestimmt  sind.    Daraus  fliesst  der  Satz: 

„Die  Regelfläche  (p*  ist  durch  eine  Doppelgerade  und 
einundzwanzig  Punkte  oder  einundzwanzig  Tangential- 
ebenen bestimmt." 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  der  bekannten  Tatsache,  dass 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  durch  34  Punkte  gegeben  ist  und,  dass 
wenn  beide  Doppelgeraden  von  q>^  bekannt  sind,  die  Angabe  von  acht 
Punkten  zur  Bestimmung  von  <p*  genügt;  so  gelangen  wir  zu  dem 
Ergebniss,  dass  eine  Doppelgerade  der  g>^  für  13  Bedingungen  gilt 
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Art  ICk  Betmcbten  wir  irgemi  oiue  Transversale  t  von  ^,  und 
i*s  flii  Coordinateniixe,  und  bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines 
Pmiktes  «  der  Geraden  J^  von  T  mit  x^  nud  die  eines  Punktes  ß 
der  ü^^  von  derselben  Asc  niit  ^;  so  können  wir  die  Gleichung  der 
Fläche  <p\  betrogen  auf  die  Axe  '/*  folgend  sehreiben : 

I)    ^^Ky*H-%  +  ^i)+4«*^+%  +  ^s)  +  <^'+%  +  ^3)  =n. 

Auch  diese  Gleichung  hat  acht  unabhängige  Coeffieienten,  ist  da- 
her durch  acht  entsprechende  Werte  \on  ;r  und  t/,  d>  1l  durch  acht 
Kneagendc  der  Fläche  bestimmt  etc, 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  dieser  Weise  gegeben,  so  können 
m  (He  iu  irgend  einem  Punkt  ofn  veu  J^  sich  schneidenden  Erzeu- 
genden e',  c"  dadurch  fixiren ,  dass  wir  die ,  der  dem  Punkte  or«  zu- 
komiDeudcn  Coordinate  x  eulsprechenden  zwei  Werte  der  C'oordiuaten 
|r  aus  I)  berechnen  und  ihr  Vorzeiclion  berücksichtigend^  die  ihnen 
i       ärageordneteu  Punkte  ßu  von  J^  bestimmen  und  mit  «1-  verbinden. 


! 


I 


Umgekehrt  entsprechen  jedem  ^  zwei  x,  wiß  wir  aus  der  Auf- 
lösnng  der  Gl  I),  nämlich; 

n) 

sehen;  es  schneiden  sich  also  auch  in  jedem  Punkte  von  J^  zwei  Er- 
lengende. 

Wie  wir  der  Gl  IT)  entnehmea  können,  gibt  es  auch  Worte  von 
%  deren  zwei  entsprechende  Werte  von  x  identisch  sind. 

Um  sie  zu  bestimmen  setzen  wir  den  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen, welchen  wir  kurz  mit  V  bezeichnen,  gleich  Null  Er  ist  nach 
|r  vom  vierten  Grade,  hat  daher  die  Form: 

Die  vier  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also,  wenn  wir  sie  gleich 
Null  setzen,  die  Coordinaten  jeuer  vier  Punkte  von  J^^  deren  jeder 
'lie  Eigenschaft  hat,  dass  die  ihm  in  J^  xugeordueten  Punkte  coin- 
cidiren.  Diese  Gleichung  liefert  uns  demnach  die  vier  Vorzweiguugs- 
jMüktc  der  Reihe  ^^(ß)  b/Jiw,  die  vier  auf  J^  liegenden  Cuspidal- 
paukte,  und  mithin  in  Verbindung  mit  II)  die  vier  auf  -^j  gelegenen 
häeiiöuspunkte  der  RegelHäche  (p*. 

Wir  könnten  nun  aucli  die  iu  Art.  B.  bewiesene  Eigenschaft  der 
Ca^pidälpunktc,  die  Doppelgeraden  in  eigentliche  und  ideelle  Strecken 
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ZU  teileo,  mit  Hilfe  dor  Gl.  II)  und  III)  analytisch  nachweisen-,  da 
aber  die  dazu  notwendige  Discussion  der  Gleichung  vierten  Grades 
zu  viel  Raum  erfordern  würde,  begnügen  wir  uns,  dies  an  der  Regel- 
fläche 9*  mit  zwei  Doppelgeraden  ^i,  J^  und  einer  Doppelerzeugen- 
den ^  zu  zeigen. 

Um  die  Untersuchung  recht  einfach  zu  gestalten,  wählen  wir  die 
als  bekannt  vorausgesetzte  Doppelerzougende  ^  zur  Coordinatenaxe 
T,  Diese  Annahme  hat  zur  Folge,  dass  die  beiden  ^o  =  ^  entspre- 
chenden Werte  von  x  auch  gleich  Null  sind,  d.  h.  dass  für 

y  =  0    auch    Xq  ^  a-o"^  0  ist. 

Führen  wir  dies  in  die  Gleichung  II)  ein,  so  erhalten  wir  als  Folge: 

Cß  ==  0,    c^ — 4ci  -^s  =  0 
also: 

C3  =  0    und    cg  =  0. 

Es  ist  demnach  der  Coefficient  von  x  in  der  ersten  Potenz  und 
das  absolute  Glied  gleich  Null. 

Würden  wir  die  Gl.  I)  nach  x  auflösen  und  die  ebenfalls  beste- 
hende Bedingung: 

0*0-0,    yo'=0  =  yo" 

einführen,  so  erhielten  wir  analog: 

^»3  ==  0    und    C3  =  0, 
d.  h.  der  Coefficient  von  y  in  der  ersten  Potenz  ist  auch  Null. 

Die  Gleichung  der  Regelfläche  f^,  bezogen  auf  ihre  Doppelcrzeu- 
gende  J  als  Axe,  lautet  daher: 

IV)     x\a,y^+h^y-\-c^)-]^x{a^y^+b^y)  +  a^^  =  0. 

Sie  hat  fünf  unabhängige  Coefficienten ,  woraus  das  bereits  syn- 
thetisch nachgewiesene  Ergebniss,  dass  f*  durch  ^j,  ^2»  ^  ^^d  fünf 
Erzeugende  bestimmt  ist,  resultirt. 

Lösen  wir  IV)  nach  x  auf  und  heben  y  als  gemeinschaftlichen 
Factor  heraus,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 


^^     ^-2^-  "'  ~^\a,y^  +  h,y  +  c,)' 

Der  Ausdruck  V  ist  quadratisch,  hat  demnach  die  Form: 
VI)     V^A^y^-^A^+A^, 
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er  liefert  nns,  gleich  Null  gcsttxt,  die  auf  ^^  ln> find) ichen  zwoi  Cuspi- 
«ia]|itijüit€!  dif r  Fläfbe  P ;  tlic  Röalität  derselben  knüpft  sich  daher  au 
i\^  Keiatioii : 

Unter  dieser  Voranssetzuug  üDtGraiicheii  wir  nun  jene  Werte  der 
^mi  der  diesen  zugeordneten  x,  welche  durch  die  Gloichiing: 

Al'*+^i^+-^3  —  ^  "=  ^    bedingt  sind. 

Za  dem  Zwecke  bilden  wir  die  Discriminante  der  letzten  Glei- 
chiag,  sie  ist:  Ä^^^AA^iÄ^  — C)  und  wegen  der  Voraussetzung  a) 
immer  grösser  als  Null,  d.  h.  es  ist; 

ins  dieser  Relation  geben  wir,  dasa  die  der  Gl.  r=  C>0  ent- 
Ijrrechenden  Werte  von  y  immer  reell  sind,  und  zwar  gleichzeitig  mit 
teü  ihnea  zugeoi'dueten,  ans  Gl.  Y)  rcsultir enden  Werten  von  ar, 

IbI  bingegen 

r=C<0,    oder     V=~C'  (wobei  C  positiv) 

akr  auch 

an     V-4^.(A+C')<0 

sein,  wie  man  aus  dem  Vergleich  dieser  Discriminante  mit  Relation 
■2]  sieht 

Nun  ist  aber,  wie  aus  F— —  C'  und  Gl.  V)  ersicUtlicb  ist,  x 
tminer  imaginär  (eig,  comples) ,  wlbrend  y ,  wenn  ä")  besteht ,  reeU, 
wenn  hingegen  a"^)  erfüllt  wirdj  imaginär  ist 

Ei  gibt  daher  aucb  reelle  y^  welchen  imaginäre  ar  entsprechen, 
oder  geometrisch  ausgesprochen:  es  gibt  reelle  Punkte  auf  J^^  deren 
entsprechende  auf  J^  iuiuginär  sind,  d.  h.  wenn  die  auf  .^g  liegenden 
Ctispidaipnnkte  von  g?"*  reell  sind,  so  existirea  auf  dieser  Doppel- 
l?eraden  reelle  Pnnktc,  in  welchen  sieh  imaginäre  Erzeugende  schneiden. 

Weil  für  V^^O  jedem  reeUen  i^  auch  reelle  y^  für  V <iO  aber 
aucb  reeüen  y  imaginaäre  x  entsprechen,  und  ftir  r=  0  die  den  y 
zugeordneten  x  coincidireui  sehen  wir,  dass  die  Cuspidalpunkte  es 
äod,  welcbß  -rfg  in  einer  eigentlichen  und  ideellen  Sti'ecke  teilen. 

la  derselben  Weise  könnten  wir  zeigen,   dass  unter  der  Voraus- 
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srtzmig^2^— 4^i^3  <^0,  reellen  y  immer  reelle  x  und  imaginären  y 
aurli  immer  imaginäre  x  zugeordnet  sind,  d.  h.  dass,  wenn  die  auf 
J^  Ik  (indlicben  Cuspidalpunkte  imaginär  sind,  diese  eine  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  eigentliche  Doppellinic  ist.    Dasselbe  gilt  vou  J^. 

Art  11.  Ein  durch  drei  Erzeugende  der  q)^  gelegtes  Hyper- 
\n\\m\  h^  enthält  die  beiden  Doppelgeraden  ^j,  J^  der  Regelflächo 
iiud  schneidet  denmach  diese  immer  noch  in  einer  Erzeugenden.  Cm- 
gekührt  kann  wie  in  Art.  7.  gezeigt  werden,  dass  jedes  durch  J^  und 
J^  gelegte  Hyperboloid  die  Fläche  in  vier  windschiefen  Erzeugenden 
^n  ^st  t*3,  64  schneidet. 

Die  zwei  Doppelgeraden  ^j,  J2  ^^^  zwei  beliebige  Punkte  joj,  p^ 
des  Raumes  bestimmen  ein  Büschel  von  windschiefen  Hyperboloiden. 
Jütles  enthält  die  durch  jh »  P2  gehenden  zwei  Transversalen  s^  und 
^^  lier  zwei  Doppelgeraden  und  schneidet  die  Regelfläche  in  vier  Er- 
zeugenden. Coincidiren  zwei  dieser  Erzeugenden,  so  wird  das  bo- 
trettende  Hyperboloid  h^  zum  Berührungshyperboloid  längs  einer  Er- 
zengenden der  Fläche.  Um  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  zu  be- 
stimmen, legen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  tv  von  «^  und  durch 
«3  die  Ebene  E\  sie  schneidet  (p^  in  einer  Curve  6»*,  vierter  Ord- 
iinu^^  und  achter  Classe,  an  welche  man  aus  n  acht  Tangenten  /,, 
/j;  , , .  t^  ziehen  kann.  Eine  dieser  Tangenten,  etwa  ^j  bestimmt  auf 
Äj,  den  Punkt  tt,  und  berührt  (p*  in  einem  Punkt  /^, ,  welcher  wieder 
mit  Ji  und  J^  eine  Erzeugende  Cj  der  Regelfläche  fixirt. 

Von  den  unendlich  vielen  Berührungshyperboloiden  der  Fläche, 
welche  diese  längs  e,  berühren,  bilden  jene,  welche  durch  j^  und 
J^  gehen  ein  Büschel  /ig'.  Jedes  Hyperboloid  dieses  Büschels  ist 
durch  Angabe  eines  Punktes  vollkommen  bestimmt.  Jenes,  welches 
durch  den  Punkt  tl  geht,  muss  t^  zur  Erzeugenden  haben,  weil  diese 
Gerade  die  einzige  durch  n  laufende,  die  9^  in  einem  Punkt  von  Pi 
heriilirende  Taugente  ist.  Da  es  aber  der  Voraussetzung  nach  als 
dem  untersuchten  Büschel  Ag'  angehörig  auch  J^  und  ^2  enthält, 
wird  CS  auch  äj  und  «2  zu  Erzeugenden  haben,  da  jede  dieser  Ge- 
raden ^1,  J2  und  ^1  schneidet. 

Die  Tangeute  «,  durchläuft  also,  wenn  tc  sich  auf  sj^  fortbewegt 
ein  Hyperboloid  /ig',  welches  die  Regelfläche  g>^  in  der,  von  dem  Be- 
rührungspunkt ^»1  beschriebenen  Erzeugenden  e^  berührt  und  durch  s^ 
sowie  auch  J^  und  J^  E^^^-  ^^  ^i^s  für  jede  der  acht  Tangenten 
gilt^  sehen  wir,  dass,  wenn  wir  aus  einem  Punkte  n  einer  Trans- 
versale «1  von  Ji  und  ^2  jene  acht  Tangenten  an  (p^  legen,  welche 
eine  zweite  Transversale  genannter  Art  schneiden;  die  Berührungs- 
punkte der  acht  Tangenten  ebensoviele  Erzeugende  von  9)*  durch- 
laufen, wenn  sich  tt  auf  «^  fortbewegt. 
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,,Darch  zwei  Punkte  des  Raumes  und  die  bilden  Dop- 
pelgeraden  der  Regelflfichc  <p*  gehen  acht  BorührungS' 
byperboloide  derselhß»,  d.  h.  acht  Hyperboloide,  welche 
f*  längs  je  einer  Erzeugenden  berühren/' ") 

Ist  #t  eine  Erzeugende  der  Regeltiäche  tp\  liegt  also  p^  auf  der- 
selben^ ao  schneidet  die  Ebene  E  =  (m^)  die  cp*  in  einer  Curve  tV, 
dritter  Ordnung,  sechster  Classe.  An  diese  kann  man  aus  n  nur 
^^chs  Tangenten  i^^  t^  ..,  t^  legen,  welche,  wenn  sich  n  auf  ^i  fort- 
bewegt, jene  sechs  durch  ^i,  -^s,  *«  und  #i  gehenden  BerUhrungs- 
byperboloide  beschreiben,  deren  keiacs  <p'^  längs  ^^  berührt.  Dieses 
Hyperboloid  ist  doppelt  zu  zählen,  gibt  daher  mit  den  audern  die 
Zahl  Acht,  und  wird  durch  jene  aus  3x  au  qp*  gelegte  Tangente  bo- 
schrieben, welche  die  Fläche  iu  einem  Punkte  von  ^^  tangirt  Liegt 
auch  j)j  auf  <p^,  ist  also  it^  auch  eine  Erzeugende  der  Flache,  ao  kann 
mäi^aus  n,  ausser  der  Tangente  t  von  Q^  in  j5  vier  Tangenten  ziehen. 
Darch  zwei  Erzeugeude  der  Regelflache  gehen  vier  BerUhruugsliyper- 
bloide,  jene  in  den  festen  Erzeugenden  nicht  gerechnet, 

4)&rcb  einen  Punkt  des  Raumes  und  eine  Erzeu- 
gende der  Regelflächo  q>^  gehen  sieben  Berübrungs- 
hyperboloide  derselben,  das  ^*  längs  der  bezeichneten 
Erzengenden  berührende  Hyperboloid  mitgezählt 

Durch  zwei  Erzeugende  e^,  f^  von  «p*  gehen  sechs  Be- 
rührungshyperbolöido,  wobei  auch  die  i^wei  qt*  längs  f, 
hzhir.  fg  berührenden  Hyperboloide  gezählt  sind."äej. 

Ein  Schmiegnugshyperboioid  der  Regelfläche  rp*  hat  mit  ihr  die 
licuachbarte  Erzeugende  gemeiu,  enthält  also  auch  die  beiden  Doppel- 
fenden: 


k 


I)  Darch  iw«i  Punkte  des  Rautjies  und  eile  mfacho  und  nfaclie  G erfülle 
ilmr  RegeUlftcbe  im-^n)tGr  Ortlnung  gehen,  wie  in  obiger  Weise  bcwiifsun 
werden  künn,  2m,  n  Beruh  ran  gshypevboloidp.  Hat  die  Regel  fläebe  *inc  /rfuche 
Knaigende,  bo  i»t  die  Ansahl  der  gen  an  man  Hyperboloidö  2m.rt— ;if/J^l). 
För  « t=  a,  n  :=  l   iat  s  =:  4  eic. 

Statt  der  zwei  Parkte  können  rcciprok  zwei  Ebenen  gegeben  werden^ 
w^lch«  i^ie  Hyperboloide  £ti  be rubren  haben. 

4)  Wenn  e,  nnd  Cj  benaebbart  sind,  giU  das  Gc»iigte  nntOrlich  auch- 
dtr  Siitz  BpeciftHsirt  eich  folgendcrms^sen :  „Yo n  den  unendlich  vielen 
Hyperboloiden^  welche  7**  längs  ein  er  Erzeugenden  berü  hreni 
lieTtbren  «le  Tiere  auch    noch   lüngs  je  einer  andern  Erzougen- 

Von  den  Tangenten  einer  Fl  lebe  f*  in  oinem  Punkte,  berühren  sie  viere 
well  u  anderer  Stelle. 

1^  UT,  -  f 
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„Alle  Schmiegungshyperboloidc  der  Regelfläche  qp* 
gehen  durch  die  beiden  Doppelgeraden/^ 

Ein  Schmiegnngshyperboloid  besteht  aus  den  Haupttangenten  der 
Regelfläche  in  Punkten  seiner  Bertihrungserzeugenden  c,  es  schneidet 
die  Regelfläche  in  noch  einer  Erzeugenden  c',  welche  als  der  geome- 
trische Ort  des  Schnittpunktes  /?,  einer  die  <p*  in  einem  Punkt  von 
e  berührenden  Haupttangentc  r,  durch  Angabe  einer  solchen  eindeutig 
bestimmt  ist 

Der  aus  einem  Punkt  P  des  Raumes  der  q>^  umschriebene  Kegel 
K^  hat  zwölf  Rückkchrtaugeutou  Tj,  t^,  Tj  ...  x-^^'-i  }^^^  derselben  ist 
zugleich  eine  Haupttangente  der  Fläche.  Denn  legen  wir  durch  eine 
derselben,  etwa  Tj  eine  Ebene  -K,  so  schneidet  diese  K^  ausser  in 
Ti,  die  als  Rückkehrtangento  im  Schnitt  doppelt  zu  zählen  ist,  in  noch 
sechs  Kanten,  deren  jede  eine  aus  P  an  den  Schnitt  Cg*,  von  E  und 
g?*  gelegte  Tangente  ist.  Von  den  acht  aus  P  an  Cg*  zu  ziehenden 
Tangenten  coincidiren  also  zwei  mit  t^  ,  die  demnach ,  weil  sie  nur 
einen  Berührungspunkt  h^  besitzt,  eine  Inflexionstangentc  von  Cg*  und 
daher  auch  von  g)*  ist.  Das  Schmiegnngshyperboloid  der  Fläche  in 
der  durch  b^  gehenden  Erzeugenden  Cj  outhält  auch  die  Haupttangentc 
Tj ,  geht  also  durch  P  und  hat  die,  diesen  Punkt  enthaltende  Trans- 
versale von  ^1  und  J^  zur  Erzeugenden.  Da  dies  von  jeder  der  zwölf 
Haupttangenten  zu  sagen  ist,  gilt  der  Satz: 

„Durch  einenPunkt  des  Raumes  gehen  zwölf  Schmie- 
gungshyperboloidc der  Regelfläche  «jpV*) 

Liegt  P  in  einer  Doppelebene  6^'  eines  erzeugenden  Ebenen- 
büschels, etwa  von  ^i(^5'),  so  hat  der  aus  ihm  der  g?*  umschriebene 
Kegel  K^^  nur  11  Rückkehrkanten,  welchen  eigentliche  Schmiegungs- 
hyperboloide  entsprechen,  während  die  zwölfte  durch  den  in  d,'  lie- 
genden Cuspidalpunkt  c^  laufend,  anzeigt,  dass  d^'  auch  als  Schmie- 
gungsebene  anzusehen  ist. 

Der  aus  einem  Punkt  P  der  Regelfläche  rp^  ihr  umschriebene 
Kegel  Kq^  hat  neun  Rückkehrkanten  r^,  Tg  ...  Tg.    Diese  bestimmen 


1)  In  dcrftclbcn  Weise  knnii  man  beweisen,  dnss  durch  einen  Funkte  des 
Knnmcs  z  =  ^(m(n  —  1 J  -}-  n(m  —  1 ) — p(p  —  1 ))  Schmiegungshyperboloidc  einer 
Ilegelflftchc  f*»+»»,  fw-f-n^ter  Ordnung,  mit  einer  m-fachen  und  einer  n-fachen 
Geraden  und  einer  p-fnchen  Erzeugenden,  gehen.  Fftr  f  fm  =  2,  n  =  I j  ist 
«  =  3;  für  f*fm=:3,  n-=\)  ist  r=6;  und  für  f*(m  =  2,  «  =  2,  p=2),  z=6. 

Ebenso  kann  man  die  Anzahl  der  durch  einen  Funkt  gehenden  Schmie- 
gungshyperboloidc irgend  einer  andern»  auch  Allgemeinern  Fliehe  als  f«+» 
bestimmen. 
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jenö  nenn  Schmie^tiugshyporboloido ,  welche  durch  die,  durch  P  lau- 
fende Erzeugeudo  e  gehend,  sich  qo*  längs  anderer  Erxeugeiiden  an- 
schmiegen. 

^arch  eine  Erzeugende  c  der  Regelfläche  ip*  gohön 
zehn  Schmicgungshypcrboloide,  das  sich  <p^  längs  t  an- 
schmiegende Hyperboloid  mitgezählt"') 

Ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Regclfläche  qp*  ist  hyperbolisch,  d.  h. 
die  ludicatrix  desselben  ist  eine  Hyperbel ;  voa  den  beiden  Haupt- 
Caugeatcn  im  genannten  Punkt  ist  blos  die  eine  eigentlich,  während 
die  andere  durch  die  durchgehende  Erzeugende  repräseutirt  wird. 
Die  eigentliche  Haupttangente  t  in  /'  ist  die  Tangente  jener  ebenen 
Ctirve  €^^  in  welcher  ij)*  \ou  der  Tangentialebene  des  Punktes  P 
geschnitti^n  wird. 

Nehmen  wir  nun  an ,  P  wäre  ein  Punkt  einer  singulären  Erzeu- 
genden e  von  (p*  und  legen  wir  an  diese  im  genannten  Punkt  die 
Tangentialebene.  Diese  ist,  wie  wir  aus  Art.  2.  wissen,  eine  Ver- 
zweignngsebene  v\  sie  bertlbrt  g»-*  läDgs  der  gan2on  Erzeugenden  e 
uütl  schneidet  diese  F laiche  ausser  in  e  nur  noch  in  einer  DoppeJ- 
geraden  j^  oder  Jg.  Die  Tangente  au  die  Sehnittcurvc  iej)  in  P 
cuiDcidirt  demnach  mit  e  selbst,  möge  P  irgend  ein  Punkt  dieser  Ge- 
raden sein.  Jeder  Punkt  einer  singulüren  Erzeugenden  ist  also  para- 
bohsch  und  das  Schmiegungsliyperboloid  längs  derselben  ist  die  Er- 
zengende seihst.,  da  die  Hanpttangenteu  der  (p^  längs  e  mit  dieser 
sämmtlich  zusammenfallen. 

Der  ans  einem  Punkt  /*  des  Eaumes  der  Regeltlächc  (p*  umschrie- 
bcQe  Kegel  A"^*  hesiti^t  acht  Doppelkauten  f^j,  d^^  d^  ...  r/^.  Jede 
berührt  die  Fläche  in  zwei  Punkten,  so  d^  in  if^  und  b^\  Die  durch 
diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  seien  bzhw*  c^,  €^\  Von  den 
aaendlich  vielen  Hyperboloiden,  welche  gn*  Ittngs  c-i  berühren  und  die 
Döppelgeradeu  J^^  J^  zu  Erzeugenden  haben,  ist  irgend  eines  durch 
die  Angabe  noch  einer  mit  Jj^  J^  windschiefen  Erzeugenden,  welche 
jedoch  9*  in  einem  Punkt  von  Tj  berühren  muss,  eindeutig  gegeben. 
Sq  bestimmt  d^  ein  durch  J^  nnd  ^^  gehendes  Berührungshyperboloid 


I)  Die  Aitznhl  der  durch  die  p-fsiühc  En^jogentle  ^  der  Kcgein^chc  \fn\n 
(sTche  1.  Anmkj^]  gehfriden  SchmiegungsliyperboloitleT  dfc  p  sich  f*«+n  längs 
J  ftriÄchmiegentien  Hyperboloide  nicht  gcrechiiot,  ist: 

i'=z  ^[m(n-~])+n(m^  ^)—^p(p—'^)]  f^r  m  =  2,  ii  —  a  und  p  =  2,  also 
fÄ/  die  rationale  Regel  fläche  ^^  ist  r'  =  0. 

Es  ifll  noch  ^n  hcmcrkcn,  dasä  rcciprokc,  eine  bcHebigo  Ebene  £  des 
Rflitnei  von  12  Schmiegungflhyperboloideu  dor  gi*  berührt  wird,  welche  den 
13  ItiflexjonsUngentm  des  Schnittes  von  E  und  tf*  entiprcchen  ct<j. 


Digitized  by  CjOOQ  iC 


100  Ameseder:  Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden, 

h^  der  Erzeugenden  e^  vollkommen.  Diese  Gerade  bestimmt  aber 
auch  ein  ^^i,  J^  enthaltendes  Berührungshyperboloid  h^  der  Erzeu- 
genden ej',  weil  sie  q>^  in  dem  Punkte  b^'  von  c^'  auch  tangirt. 
Ueberdies  hat  h^  auch  fi'  sich  zur  Erzeugenden,  weil  diese  il^^  d^ 
und  z^a  schneidet  und  ebenso  enthält  h^^  auch  Ci;  h-^z  und  h^^  haben 
also  ^^1,  ^2  9  Cj,  Cj'  und  r^j  gemein,  sind  daher  identisch.  Jede  der 
acht  Doppelkanten  von  K^  fixirt  also  mit  J^  und  J^  ein  <3P*  doppelt 
berührendes  Hyperboloid. 

„Durch  jeden  Punkt  gehen  acht  die  Kegelfläche  q>^ 
doppelt  berührende,  d.  h.  längs  zweier  getrennter  Er- 
zeugenden  berührende  Hyperboloide."*). 

Unter  den  Berührungsflächen  der  Regelfläche  «jp*  verdient  die 
Asymptotenfläche  noch  besondere  Erwähnung. 

Sie  besteht  aus  den  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  Punkten 
der  unendlich  fernen  (ebenen)  Curve  6Jj*;  ist  daher  der  Berührungs- 
curve  B^  eines  (p^  umschriebenen  Kegels  K^  reciprok: 

„Die  Asymptotenfläche  der  Regelfäche  q>^  ist  eine 
developpable  Fläche  achter  Classe  und  sechszehnter 
Ordnung.  Sie  berührt  die  Verzweigungsobene  längs  der 
singulären  Erzeugenden." 

Von  den  weitern  Eigenschaften  der  Fläche  9*  wäre  noch  zu  er- 
wähnen, dass  sie  acht  cyklischo  ebene  Curven  dritter  Ordnung,  sechster 
Classe  besitzt;  welche  den  vier  reellen  Vorbindungshuien  der  acht 
Schnittpunkte  von  g»*  mit  dem  imaginären  Kugelkrcis,  und  zwar  paar- 
weise zugeordnet  sind. 

Art.  12.  Eine  interessante  Specialität  der  behandelten  Fläche  q>^ 
ist  das  Erzeugniss  y*,  zweier  projectivischer,  quadratischer  Involutio- 
nen ^i(aa')  und  ^tißß')  auf  zwei  windschiefen  Axen  J^  und  ä^. 

Fassen  wir  vorerst  zwei  Punkt -Involutionen  genannter  Art  ins 
Auge,  so  haben  wir  als  entsprechende  Elemente  ein  Punkepaar  «.,  a' 
von  J^  und  ein  solches  /5,  /3'  von  /i^  anzusehen.  Die  in  a  sich 
schneidenden  Erzeugenden  c',  e"  bestimmen  auf  J^  die  Punkte  /5,  ß\ 
Sowol  durch  den  einen,  als  auch  durch  den  andern  läuft  noch  eine 
Erzeugende  fi'  bzhw.  e,",  welche  sich  in  einem  Punkte  a!  von  Jj^^ 


1)  Für  die  Fläche  f»»+«  ist  die  Anzahl  dieser  Hyperboloide  r=:2[w«n* — 
57im-f-2OT-|-2n].  Hat  fw+n  ^  Doppel-  und  v  Cuspidalerzeugende;  so  ist  Yon  z 
die  Zahl  «'={2^+3»')[(m+n«-(»i+n)— 6]— 2^(^-1)— j»'(y—l)—6^v  ab- 
enziehen.    Eine  p-fache  Erzeugende  gilt  hierbei  für  \p{P'^\)  Doppelerzengende. 
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lad  iwar  m  jenem  schneiden,  welcher  dem  u  in  ^1(00*)  oonjn^trt  ist. 
IHe  ner  Erzcugenttcn  t\  2'%  f/,  f/'  sind  cowjugirt,  und  zwar  derart, 
i!ass  eine  von  ihnen  die  drei  andern  volItonimGn  bestimmt \  sie  bilden 
eiü  QnadrnpcL 

Aas  dieser  Lagen-Relatian  folgt,  dass,  wenn  ß*  mit  ß  eoincidi- 
reiid,  einen  Doppelpunkt  d^*  der  Inyolntion  J^lßß')  bildet,  nicht  nur 
(t  sondern  «'  zum  Verzwöigüngspunkt  wird. 

In  einem  der  zwei  Dopiielpunkte  */,",  ff^"  der  Involution  ^^(ßß*) 
—  dasselbe  gut  von  jdj(Gct')  —  sclmeidüu  sich  zwei  singulare  Erzen- 
geide  der  Regelfläche  3^^.  Jeder  derartige  Doppelpimkt  ist  daher  ein 
Doppel-InÜexiouspunkt ')  der  Fläche ;  ihm  entsprechen  zwei  Cuspidal- 
punkte,  welche  auf  J^  liegen  und  durch  die  anf  dieser  Doppelgeradeu 
befindlichen  Doppel  -  Inäexiouspnnkte  ff/,  d^*  harmonisch  getrennt 
lerden. 

».Das  Erzeugniss  zweier  quadratisi^her  Pnukt-In* 
fülationen  auf  zwei  windschiefen  Geraden  i^j,  ^^  ist 
eine  Regelflärche  vierten  Grades  j^^  welche  ^^  und  j^  zu 
DüppeUiuien  besitzt.  Die  vier  Doppelpunkte  genannter 
Involutionen  sind  Doppel-Inflexionspnnkte  der  Rcgcl- 
fUcho,  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  sind  die  acht 
Cuspidalpnnkte  derselbnn,  sie  werden  durch  die  Doppel- 
lafieiionspnnkto  paarweise  harmonisch  getrennt.^' 

Je  einem  derartigen  Paar  der  einen  Döi'pel geraden  entspricht 
ein  Doppel-lnfle3£ionspunkt  der  andern. 

D3m  Gesagten  zufolge  berührt  eine  durch  ^^  gelegte  Ebene  5 
tJie  y*  in  zwei  Punkten  «,  w,,  welche  ein  conjugirtes  Paar  der  erzen- 
geaden  Punkt-Invülution  ^t(*^"')  bilden,  also  durch  die  auf  J^  be- 
findhchen  Doppel-Inflcxionspunkte  d^\  ti^*  harmonisch  getrennt  wer- 
den. Die  in  6  liegenden  Erzeugenden  r,  c'  schneiden  -^^  in  ß  bzhw. 
n'  und  ^^  in  ß\  construiren  wir  die  dem  Punkte  d^  bezüglich  e  und 
UDd  e'  harmonisch  conjugirte  Gerade  f,  ho  läuft  diese  daher  nicht 
nur  durch  ß  sondern  auch  fA/;  beschreib!:  demnach,  wenn  d  sich  um 
^1  dreht,  oder  ß  die  Gt?rade  J^  durchläuft,  das  durch  dj  und  die 
Ebene  (d^'J^)  bestimmte  Strahlenbüschel. 


l)  D.  h.  m  eiuem  Jedeti  coinaidiren  ^wcS  Innexionepunktc  der  Fliehe 
(sieJiD  Art.  2.).  Legen  wir  durch  einen  jsolchen  PtinVt  cino  Ebene,  so  schncidigt 
dieic  Y*  in  yincr  Cwrve  C^*,  dif  im  ^cnaunt@n  Punkt  einen  Doppelpunkt  be- 
ütn^  der  löftexionaUngenten  zu  Doppclpnnktstangenteo  hat,  d.  h:  ein  Doppel- 
lüfleiionspunkt  ist. 


i 
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Irgend  eine  durch  il^'  gehende  Gerade  g,  z.  B.  eine  in  der  Ebene 
ö  liegende  schneidet  y*  in  zwei  weitem  Punkten  (ge)  und  (gt%  welche 
durch  ci,'  und  den  Schnittpunkt  (gf)  von  g  mit  der  Ebene  (d^'^li) 
harmonisch  nicht  getrennt  werden.  Nimmt  g  nach  einander  alle  mög- 
lichen Lagen  ein,  so  erfüllt  (gf)  die  Ebene  (rfj'^j);  diese  ist  die 
Polarebene  des  Doppel-Inflexionspunktes  rfj'  beogen  auf  die  Begel- 
fläche  f, 

„Die  durch  eine  Boppelgerade  ^^j  und  einer  auf  der 
andern  Doppejgeraden  J^  liegenden  Doppel-Inflexions- 
punkt  ^,'  gelegte  Ebene  {^^')  ist  die  Polarebene  des 
zweiten  auf  ^^  befindlichen  Doppel-Inflexionspunktes 
bezogen  auf  die  Regelfläche  y*." 

Eine  durch  d^'  gelegte  Ebene  E  schneidet  y*  in  einer  Curve  Q*, 
die  in  d^  einen  Doppel-Inflexionspunkt,  und  in  dem  Schnitt  /S  von 
E  und  ^8  einen  einfachen  Doppelpunkt  hat.  Die  Ebene  E  schneidet 
die  Ebene  {d^' ^%)  in  einer  durch  ß  laufenden  Geraden  p,  welche  den 
gemachten  Auseinandersetzungen  zufolge,  die  Polare  von  d^'  bezüglich 
y*,  also  auch  bezüglich  Q*  selbst  ist.  Diese  Gerade  hat  die  Eigen- 
schaft, mit  dem  Punkte  d^\  je  zwei  auf  einem  Strahl  von  d^'  liegende 
Curvenpunkte  harmonisch  zu  trennen. 

Dieselbe  Beziehung  besteht  zwischen  irgend  einem  andern  Dop- 
pel-Inflexionspunkt  und  der  ihm  in  angegebener  Weise  zugeordneten 
Ebene  jenes  Büschels,  auf  dessen  Axe  er  nicht  liegt. 

So  ist  auch  {^^d^*)  die  Polarebene  des  Doppel-Inflexionspunktes 
rf,"  bezogen  auf  y*.  Daraus  folgt  aber,  dass  irgend  eine  durch  d^^d" 
gehende  Ebene  E^  deren  Schnittpunkt  mit  der  Schnittlinie  rfjVV 
der  zwei  Polarebenen  {^^d^')  und  (^irfg")  wir  mit  Sl  bezeichnen,  die 
letztgenannten  Ebenen  in  zwei  Geraden  ^rf^"  und  Sld^'  schneidet, 
welche  die  Polare  d^'  bzhw.  rfj"  bezüglich  y*,  also  auch  der  durch  E 
auf  y*  bestimmten  Curve  Cg*  sind. 

Die  Curve  Q*  hat  d^*  und  <l^"  zu  Doppel-Inflexionspuukten  und 
die  Eigenschaft,  dass  eine  durch  einen  solchen  Punkt  z.  B.  tl^'  lau- 
fende Gerade  g  ihrer  Ebene  sie  in  zwei  Punkten  p  und  p'  schneidet, 
welche  durch  d^'  und  den  Schnitt  mj  von  g^  und  d^'Si  harmonisch 
geteilt  werden.  Sowol  d^'p  als  auch  d^^p'  bestimmt  auf  Cg*  noch 
einen  Punkt  p  bzhw.  p\  deren  jeder  durch  d^*Sl  von  d^'  harmonisch 
getrennt  wird,  die  also  eine  durch  d^'  gehende  Verbindungslinie  p^j\ 
haben.  Diese  Gerade  bildet  mit  pp\  d^'Sl  und  r^i'rfi"  ein  harmoni- 
sches Strahlenbüschel,  welches  mit  dem  ebenfalls  harmonischen  Vicr- 
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itfnhl  f/i"€£,%  cit,"ß,  p,p,  mY  die  Gerade  fi,'rf,"  gemeinBchamich 
hat  Aus  dieser  Construction  ersehen  wir,  dass  sich  die  Geraden 
j[iip\  ppi  Im  Punkte  Sl  schneiden,  und  dass  ;j,  und  p\  sowie  p  und 
p/  mii  Sl  und  bzhw.  den  Scbnittimnkten  Sl\  ü/  ihrer  Trager  und 
flj'fV  61*1*^  harniotiisdie  Reihe  hüdou. 

Die  vier  Carvenpuakte  |j,  p\  p,  uud  pi*  bestimmen  ein  Tiereck, 
wdciies  tlj\  d/\  ü  zum  Diagonaldreieck  bat;  sie  bilden  eia  Puükt- 
Qnadnipel  der  Curve  und  liegen,  wie  leicht  j5U  beweisen  ist,  aaf 
cijiem  Erzeugeuden-Quadrapel  der  Regelääehe. ") 

lät  also  p  ein  Punkt  der  Cnrve  C^\  so  ist  auch  der  ihm  bczüg- 
licli  Sl  and  dem  Schnittpunkt  Sl^  von  pSl  und  f^^ffi"  harmonisch 
t^onjngirte,  ein  solcher.  Es  schneidet  demuacb  jede  Gerade  SlSl* 
des  Büschels  Sl  die  Curve  in  vier  Punkten,  welche  paarweise  mit  Sl 
mä  Sl'  eine  harmonische  Reihe  bilden, 

Bemerken  wir,  dass  C^*  eine  beliebige  durch  f//  und  f/^'' gehende 
ebene  Curve  von  f,  und  ßÄ'  eine  willkürliche  Transversale  der 
Geraden  d^*d^"  und  ^V^  ist,  durch  deren  Annahme  C^*  (zweideutig) 
bestinimt  erscheint  j  so  können  wir  das  Resultat  der  Untersuchung 
f olgenderm ass en  z usa mm e n fa ssen : 

^Irgend  eine  Transversale  zweier  windschiefer  Ver- 
bindungslinien der  rier  Doppel-lnflexiouspunk tc  der 
Regelfllche  y*  schneidet  diese  in  vier   Puukten,   welche 


i)  Die  durch  p  geliendo  ErKcogemlp  c  sclmeület  ^j  m  n  und  jf^  fn  ft. 
Legen  wir  durch  C  und  ^j  die  Ebene  t  bü  scbneidct  diese  y'^  not^h  in  einer 
Knwügendcn  t\  welche  durch  fi  und  p*  litufen  mms,  wcd  sich  e  mu\  e'  in  jtf 
ichneiden  müi^sc'iif  und  ß  als  naf  e  nicht  negend,  ein  Punkt  der  zweiten  in  gc- 
aanitlcr  Ebene  befind  liehen  Efzeugenden  sein  muns.  Das»  iich  p'  ^rklicb  in 
der  Ebene  (t^i)  befindet^  folgt  dftrnus^  dasfi  pp*  durch  «f^'  geht.  In  derselben 
Weise  l^st  äich  zeij^en,  dnss  die  zweite  iu  (C^^)  liegende  Erzeugende  C]  durch 
ü  und  pi  geht,  sie  ichneidet  J^  in  ^,*  Die  durch  p^'  beatimmtc  Erzeugende 
{,  mu^  iQvrol  mit  fi  m  einei'  Ebene  de»  Büiiehela  d^  liegen,  also  durch  ^| 
Isafen;  «k  nach  deir  Ebene  {^'J^)  angehören,  ü*  h.  sich  mit  c'  iu  einem  Pnnkt 
ft'  Ton  J^  seh  neiden,  Weil  nämlich  die  erste  Ebene  J^  in  ß  i  tri^'t,  und  ^ , ', 
/Fi  nnd  a,'  in  emer  Geraden  liegen^  ebenso  achncidel  (c^^)  die  J^  in  a*  und 
gebt  Ptp/  durL-h  f//'* 

„Ein  Fnnkt*Quiidfuptfl  einer  Q"*,  deren  Ebene  £^  dureh  irgend  zwei  Dop- 
pel-lnftexion^ptinkte  geht,  liegt  immer  auf  einem  Erzeugenden  Qu iidrupel  von 
y*,  and  qmgekehrt  schneidet  jede  Ebene  £  cio  Er^e^gende1l- Quadrupel  in  einem 
Pttükt-Quidrapel  ibror  C^*."* 
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durch  die  genannten  Geraden  paarweise  harmonisch  ge- 
trennt werden." 

Von  den  sechs  windschiefen  Yerbindungslinien  der  vier  Doppel- 
Inflexionspunkte  haben  selbstverständlich  nur  die  zwei  Paare  d^d^\ 
und  d^'d^\  fh'd^'  die  besprochene  Eigenschaft,  weil  d^  und  J^  Be- 
standteile der  Fläche  sind. 


Lassen  wir  SlSl'  an  d^^d^"  und  d^'d^'  an  einer  Erzeugenden  c 
von  y*  gleiten,  so  erzeugt  sie  ein  Hyperboloid  ä*,  welches  auch  -^, 
und  ii/g  enthält  und  demnach  y^  in  noch  drei  Erzeugenden  c',  c",  c** 
schneidet.  Alle  vier  Erzeugenden  gehören  einer  Schaar  von  h^  an, 
sind  also  windschief  und  schneiden  SlSl*  in  allen  Lagen.  Die  vier 
paarweise  durch  d^^d^'  und  d^*d^^  harmonisch  getrennten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  Sl^'  und  y*  beschreiben  daher  die  vier  wind- 
schiefen Erzeugenden  e,  c',  e",  c'*'.  Je  zwei  derselben  gehören  einem 
Erzeugenden-Quadrupel  von  y*  an  und  bilden  mit  d^d^'  und  d^'d^' 
vier  harmonische  Erzeugende  von  h^.  Da  e  beliebig  gewählt  wurde, 
gilt  der  Satz: 

„Jedes  durch  zwei  windschiefe  Verbindungslinien 
der  vier  Doppel-Inflexionspunkte  und  die  zwei  Doppel- 
geraden gelegte  Hyperboloid  ä*  schneidet  die  Regel- 
fläche y*  in  vier  Erzeugenden,  welche  paarweise  mit  den 
genannten  Verbindungslinien  vier  harmonische  Erzeu- 
gende des  Hyperboloides  bilden.  Jedes  derartige  Paar 
gehört  einem  Erzeugenden-Quadrupel  von  y*  an," 

Art.  13.  Wir  haben  gezeigt,  dass  durch  zwei  windschiefe  Trans- 
versale der  Doppelgeraden  acht  Hyperboloide  gehen,  welche  die 
Regelfläche  berühren.  Soll  ein  durch  d^'d^"  und  d^^"  gelegtes 
Hyperboloid  h^  die  Regelfläche  y*  bertlhren,  so  kann  dies  nur  da- 
durch geschehn,  dass  zwei  nicht  zusammengehörige,  der  vier  auf  h^ 
befindlichen  Erzeugenden  c,  e',  c",  t'"  coincidiren;  da- zwei  ein  Paar 
bildende,  d.  h.  einander  bezüglich  d^d^\  d^'d^'  conjugirte  Erzeu- 
gende einem  Quadrupel  angehören,  und  in  einem  solchen  im  Allge- 
meinen nicht  unendlich  nahe  Erzeugende  vorkommen. 

Fallen  aber  zwei  kein  Paar  bildende  Erzeugende  e  und  c"  zu 
einer  Erzeugenden  ti  zusammen,  d.  h.  vielmehr  rücken  sie  unendlich 
nahe,  so  muss  dies  auch  mit  den  zwei  andern,  den  ersten  conjugirte 
Erzeugenden  e'  und  e'"  geschehen,  weil  diese  an  die  Gleichung: 


{d^^d,'\  d^%"  e/,  C)  =  (d^'d^'\  d^^d^'%  tj,  O  =  -  1 
gebunden  sind,  welche  dann  erfüllt  wird,  wenn  c*"^  c'^ei/  wird. 
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Jedes  Hyperboloid  des  untersuchten  Büschels,  welches  die  Regel- 
fläche längs  einer  Erzeugenden  ei  berührt,  berührt  sie  auch  längs  der 
fi,  bezüglich  d^d^^^  d^'d^'  harmonisch  conjugirten  Erzengenden  ej/; 
welche  mit  ey  einem  Erzeugenden-Quadrnpel  angehört,  also  doppelt. 
Jedes  derartige  Hyperboloid  ist  als  Berührungshyperboloid  doppelt 
zu  zählen,  woraus  folgt,  dass  in  dem  Büschel  J^^  ^/j,  d^'d^'\  d^'d^' 
vier  solche  Hyperboloide  existiren.  Es  ist  auch  leicht  zu  beweisen, 
dass  von  den  acht  Berührungserzeugenden  dieser  vier  Hyperboloide 
je  viere  ein  Quadrupel  bilden.  ^) 


1)  Um  dies  schnell  zu  beweisen,  fassen  wir  wieder  eine  jener  anendlich 
Tielen  Curven  C^^  auf,  deren  Ebene  d^'d^"  in  einem  beliebigen  Funkt  Q 
schneidend  durch  d^'d^"  geht,  die  also  in  cfj'  und  d^"  Doppel-Inflexionspunkte 
hat.  Wie  gezeigt  wurde,  schneidet  eine  durch  Si  gehende  Gerade  g  die  C^'^ 
in  vier  Punkten  p,  p',  —  ^,  g*  und  die  Grerade  d^*d^"  in  einem  Punkt  Q', 
so  dass  (Ä,  Ä',  p,  p')  =  (i?,  Si\  q^  ^')  =  —  1  Js^-  Aus  Ü  kann  man  an 
C^*  acht  Tangenten  legen,  eine  derselben  sei  U  Von  ihren  vier  Schnittpunkten 
mit  C^^  müssen  zwei  coincidiren.  Es  kann  nun  weder  p  mit  p'  noch  q  mit 
q'  zusammenfallen,  weil  dann  solche  zwei  Punkte  entweder  mit  Q  oder  mit.Q' 
coiueidiren  müssten,  C^*  aber  weder  in  dem  ersten,  d.  h.  ß,  noch  auf  d^'d^" 
aasser  d^\  d^"  Punkte  hat.  Es  iUllt.also  p  mit  q  und  daher  nach  obiger 
GL,  die  nun  folgend  lautet:  (QS^'pp')  z=z(üa'pq')  =  ~  1  auch  auch  p'  mit 
q'  sasammen.  Jede  der  (7ier)  aus  S^  an  C^*  gelegten  Tangenten 
ist  eine  Doppeltangente  der  Curve,  ihre  Berührungspunkte 
werden  durch  Si  und  d-^'d^"  harmonisch  getrennt.  Diese  vier  Dop- 
peltangenten beissen  e,,  f/,  /,,  t^*\  ihre  Berührungspunkte  Oi,  a^*;  6,,  6/; 
A«>  ^%i  ^s'  ^s'  bilden,  und  zwar  die  ersten  vier  ein,  die  zweiten  vier  ein  an- 
deres Quadrupel,  wie  aus  dem  Folgenden  ersichtlich  ist.  Es  ist  auch  zu  be- 
merken, dass  (ßdi',  Ärf/',  /|,  <,')  =  (ßrf, ',  Ärfi",  ^a,  t^')  =  —  1  ist 

Ist  g  eine  Gerade,  welche  Cy*  in  P,,  -P«,  Pj,  P^  und  Qdy"  in  P  schneidet, 
und  g'  die  ihr  bezflglich  d^'d^"  und  Sid^"  harmonisch  erzeugte  Gerade;  so 
sind  die  Schnitte  von  rf/P^»  ^^»  ^'Ä»  ^^T  ™Jt  s'  nftmlich  P/,  P^', 
jP,',  P4'  auch  Punkte  von  C^*.  (d/  kann  mit  d^"  oder  Ä  und  Sid^",  dem 
entsprechend  mit  .Qäf| '  oder  c/j  'r/,  ''^  vertauscht  werden).  Fällt  nun  P,  mit  P2 
susanimen,  so  geschieht  dies  auch  mit  P^'  und  P,',  d.  b.  ist  ^  eine  Tangente, 
so  ist  es  auch  g'  und  jede  der  andern  4  g  zageordnetcn  Geraden  g''^  y^, 
g^'y  gx".  Fällt  P,  und  P,  mit  P3  zusammen;  so  sind  ^  und  auch  g\  sowie 
g"  etc.  Infiexionstangenten.  Coincidirt  P,  mit  P,  und  P,  mit  P^,  so  ist  jede 
der  Geraden  eine  Doppeltangente.  Nun  Iftsst  sich  das  oben  zu  Beweisende,  so- 
^e  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze  leicht  zeigen: 

„Die  Tangenten  der  Q }  in  Punkten  eines  Quadrupels  bilden 
ein  Vierseit,  welches  Qd/d/'  zum  Diagonaldreiseit  hat;  also 
«in   Quadrupel." 
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„Jedes  der  vier  durch  zwei  windschiefe  Verbindungs- 
linien (d^\  d^  oder  'd^\  <VW)  der  vier  Doppel-In- 
flexionspunkte  gehende  Berührungshyperboloide  der  Re- 
gelfläche y*  berührt  diese  doppelt,  d.  h.  längs  zweier 
getrennter  Er  zeugen  den;  welche  aber  einem  Erzeugenden- 
Quadrupel  angehören.  Diese  zwei  Erzeugenden  bilden 
mit  den  genannten  zwei  Verbindungslinien  vier  harmo- 
nische Erzeugende  des  Hyperboloides. 

Die  Regelflächc  y*  besitzt  acht  derartige  dopp^el- 
berührende  Hyperboloide;  die  sechszehn  Berührungs- 
erzeugenden derselben  bilden  vier  Erzeugenden-Quadru- 
pel  der  Fläche." 

Eine  Erzeugende  e  bestimmt  mit  ^^  und  A^  zwei  Ebenen  d 
bzhw.  f,  welche,  wenn  c  die  Fläche  y*  durchläuft,  zwei  projectivische 
quadratische  Ebenen-Involutionen  -^i(d'd')  und  -^g(fe')  bilden. 

Diese  beiden  Involutionen  erzeugen  auch  die  Regelfläche  f*  und 
liegen  mit  den  erzeugenden  Punkt-Involutionen,  und  zwar  die  erste 
mit  J^ißß')^  die  zweite  mit  J^(aa')^  also  wechselweise  perspectivisch. 

Ein  conjugirtes  Ebenenpaar  der  Involution  ^^(öö*)  berührt  diese 
Fläche  in  demselben  Punkt  a  von  Ji  und  schneidet  daher  die  Ge- 
rade d^  in  zwei  Punkten  ß  und  /5',  welche  auch  ein  Paar,  und  zwar 
von  diißß')  bilden. 

Der  Punkt  a  liefert  mit  ß  und  /?'  verbunden  jene  Erzeugenden 
e,  C,  in  welchen  die  Ebene  (^^g«)  ^  e  die  ihr  zugeordneten  Ebenen 
ö  und  d'  schneidet.  Die  Doppelebenen  ^i',  62  der  Involution  ^f^iöö') 
gehen  durch  die  auf  ^2  liegenden  Doppel-Inflexionspunkte  dj"  resp. 
r/2"  und  berühren  y^  in  je  zwei  auf  //j  liegenden  Cuspidalpunkten  Ci', 


Die  Berührungspunkte  der  vier  in  Si  sich  schneidenden  Duppeltangentcn 
bilden  zwei  Quadrupel.  C^*  besitzt  noch  4  Doppeltangenten,  welche  auch  ein 
Quadrupel  bilden.     Ihre  S  Berührungspunkte  bilden  2  Punkt-Quadrupel. 

Die  Curve  C,*  hat  ausser  c?,',  d^"  acht  Inflcxionspunkte,  welche  zu  vieren 
«1»  «a»  »3?  *4  —  *i'»  *a'j  *s'>  ü'  sich  zu  Quadrupeln  vereinigen.'  Ihre  Tan- 
genten (Inflexionstangentcn)  bilden  die  zugeordneten  Quadrupel;  sie  schneiden 
C^*  in  acht  Punkten,  für  welche  dasselbe  bezüglich  der  Lage  gilt. 

Lassen  wir  C^*  sich  um  d^'dy"  drehend  dcformiren;  so  beschreiben  die 
acht  Inflexionstnngenten  die  acht  durch  d-^'d^"  gehenden  Schmiegungshvper- 
boloidc  der  y*.  Ihre  Inflexionspunkte  durchlaufen  die  Schmiegungskanten  der- 
selben ;  welche  zwei  Erzeugende-Quadrupel  der  Fläche  y*  bilden ;  weil,  wie  wie 
schon  erwähnten,  jedes  Punkt-Quadrupel  der  Cg*,  wenn  sich  ihre  Ebene  um 
dy'dj'  dreht,  an  einem  Erzcugendcn-Quadrupel  von  y*  gleitet  etc. 
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q'  bzhw*  C3',  c^\  welche  wieder  duruli  diö  auf  J^  beiindliL'hcu  Dop- 
peMürtenonspunkte  d^\  tlt  in  augegebcncr  Ileiheufolge  harmoiiisch 
geü^nnt  werden. 

Die  VerzwciguugsobcECn  r/,  r^\  rr^\  v/  des  Büscheta  ^1  gruji- 
piren  sich  ebenfalls  zu  coujügirten  Paaren;  je  ein  Paar  stellt  die 
Tangentialebenen  der  Fläche  in  einem  Dnppel-Intiexionspnnkt  dj\  d^* 
¥or,  nnd  bestimmt  auf  ^$  ein  Cuspidalpunktepaar  etc. 

Eine  durch  einen  Doppel-Intiexionspunkt  *//  gelegte  Ebenß  E 
bfißtimmt  auf  y*  eine  Curve  C^\  die  in  J/  Infiexionstangenten  zn 
Boppelpunktstangeuten  hat.  Die  letztem  sind  die  Sclinittlinien  t^^  t^ 
\m  E  und  den  f*  iu  f/i'  berührendeii  Verzwcignngsebeneii  v^  und  c^'. 

Aüi  dem  Gesetze  der  Reciprocität  folgt  nun  unmittelbar,  dass 
iter  ans  einem  Punkt  F  einer  Doppelebene  ^/  der  /  unischriobeno 
Kegel  Ä'^^  die  Ebene  Ö^  zur  Doppel -Rückkehrtange  utenebene 
hat;  d.  h.  für  den  d,'  eine  Doppoltangentenfbene  ist,  welclie  Rück- 
kchrkanten  des  Kegels  zu  ßertlbrungskauten  besitzt  Dia  letztem 
zielen  nach  den  auf  ^/  liegenden  Ctispidalpunkten  e/,  c^*.  (Siebo 
Art.  5.), 

Jede  der  vier  windschiefen  Verbindungslioien  der  DoppeMntlexioBa- 
pQDkte  hat  also  nicht  nur  die  EigeuBcliaft,  dass  eine  beliebige  durch 
sie  golegte  Ebene  die  Fläche  y*  m  einer  Curve  C^^  mit  zwei  Doppel- 
Mexionspunkton  schneidet;  sondern  auch  die,  dass  der  aus  einem 
ihrer  Punkte  umschriebene  Kegel  A'^*  üwei  Doppel-Rückkchrtaugentcn- 
ebenen  besitzt.  Diese  sind  die  durch  ^//f//'  bestimmten  Doppelehe  neu 
der  Bößchel  J^  und  Jf\  die  Berühruugskauten  zielen  nach  den  vier 
in  ihnen  gelegenen  Cnspidaipunkteu  und  sind  Rüekkehrkanten  des 
Eegels  A'4**. 

Die  andern  acht  Rückkehrtangenten  sind,  wie  wir  in  Art,  11. 
zeigten,  Haopttangentcu  der  Begeitlächej  sie  bestimmen  dio  in  der 
letzten  Anmerkung  erwähnten  acht  durch  r/jV^"  gtihendeu  Schinie- 
pougshypcrboloide.  An  bezeichneter  Stelle  ürwilhnon  wir  auch,  dass 
flie  acht  Seh  miognngserz  engenden,  sowie  die  acht  Schnitt  erzeugenden 
der  Hyperboloide  mit  y\  und  zwar  jede  Gruppe  für  sich  zwei  Er- 
zengenden-Quadmpel  der  Fläche  bilden. 

„Durch  jede  Verbindungslinie  zweier  Doppcl-In- 
flexionapunkte  gehen  acht  Schmiegungsbyperboloido 
der  Fläche  y*.  Ihre  acht  Schmiegungserzeugonden  bil- 
den zwei  Quadrupel.  Jodes  Hyperboloid  schneidet  y^  in 
noch  einer  Erzeugende;  auch  diese  acht  Erzeugenden 
^erfailen  in  zwei  Erzeugcndcn-Quadnipül  von  y*" 
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f  Der  Schnitt  Q*  einer  durch  rfj'rfj"  gelegten  Ebene  E  hat  ausser 

doü  vier  in  Sl  sich  schneidenden  Doppeltangenten  (siehe  1.  Anrorkg.) 
vier  Doppeltangenten  r^,  Tg,  rg,  r^,  welche  ein  Tangenten-Quadrupel 
von  Cg^  constituiren.  Die  acht  Berührungspunkte  vereinigen  sich  in 
folgender  Ordnung  zu  Quadrupeln:  Äj,  ^»2i  *8?  h  ~  *i'i  ^aS  ^a'i  ^4'? 
wobei  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  den  mit  dieser  gleichen 
untern  Index  haben.  Dreht  sich  E  um  dt'tli'^  so  beschreiben  die 
\icT  Doppeltangenten  ebensoviele  durch  ^/i'<^i"  gehende,  die  Fläche 
y*  doppelt  berührende  Hyperboloide. 

Obwohl  dies  schon  aus  der  in  Art.  11.  gemachten  Untersuchung 
erhellt,  lässt  es  sich  auch  direct  zeigen.  Es  ist  nämlich  an  sich 
klar,  dass,  weil  die  Berührungspunkte  b^  und  b^  der  Doppeltangonte 
Tj  nicht  einem  Punkt-Quadrupel  angehören,  auch  die  durch  sie  gehen- 
den Erzeugenden  e^,  Cj'  nicht  einem  Quadrupel  angehören  können, 
also  jedenfalls  Tdndschief  sind.  Die  Gerade  Tj,  welche  an  Cj,  c^  und 
di*d^'  gleitet,  erzeugt  demnach  ein  Hyperboloid  ä^  welches  auch  dj 
und  ^2  zu  Erzeugenden  hat.  Nun  ist  unter  den  unendlich  vielen  y^ 
längs  Ci  berührenden  Hyperboloiden,  welche  durch  J^  und  J^  geben, 
eines  durch  Angabe  einer  weitern  Erzeugenden  ^) ,  im  vorliegenden 
Fall  durch  Tj  bestimmt.  Dieses  Hyperboloid  (^2)  berührt  aber  y* 
längs  c/,  weil  der  Voraussetzung  nach  Tj  die  Fläche  y*  in  dem  auf 
Cj'  befindlichen  Punkt  &/  tangirt.  Das  Hyperboloid  ^^  berührt  daher 
y*  längs  pj  und  e/,  hat  -^j,  J2  ^^d  demnach  auch  (it'ih"  ^  Erzeu- 
genden, ist  also,  was  zu  beweisen  war,  mit  dem  durch  Gleiten  von  t^ 
an  fj,  Ci',  di^dj"  erzeugten  Hyperboloid  h^  identisch. 

„Die    acht    Berührungserzeugenden    der    vier,    blos 
^  durch  eine  Verbindungslinie  zweier  Doppcl-Inflexions- 

.  pnnkto  (und  nicht  auch  die  ihr  conjugirte)  gehenden,  die 

1  Fluche  y*  doppelt  berührenden  Hyperboloide  bilden  zwei 

*"  Eriteugenden-Quadrupel  vony*.  Die  Berührungserzeugen- 

df^n  eines  dieser  Hyperboloide  gehören  diesen  zwei  Qua- 
drupeln einzeln  an." 

^  Von  den  weitern  Eigenschaften  der  Regelfläche  y*  wäre  noch  zu 

erwähnen,  dass  die  zwei  Doppelebenen  dj',  V  (Doppel- 
Eückkehrtangentenebenen)  eines  erzeugenden  Büschels, 
otwa  J^(d^  d'),  die  Fläche  in  zwei  harmonische  Teile 
trennen. 


1)  Welche  wenn   sie   mit  Ji   nnd  J^  windschief  ist  9   immer  y*  in  einem 
Punkt  TOD  Ci  berühren  muss. 
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Deüu  sind  ö  and  S'  irgeüd  zwei  bezüglich  ü^\  S/  eiuaader  har- 
moniach  conjugirte  Ebeneu  des  Büschels  J^,  ß,  ß'  ihre  Sehuittpuul^tc 
mit  J^  Qnd  ö  eiüer  ihrer  {gemeinschaftlichen)  Berührungspunkte  mit 
f\  so  sind  aß  ^  e  und  aß*^  c'  die  zwei  sich  in  «  begegnenden  Er- 
iengenden.  Nua  ist  leicht  einzusehen,  dass  irgend  eine  in  der 
Ebene  (t^*)  betindliche  Gerade  g  die  Erzeugeüden  t  und  e'  in  zwei 
Paitktau  p  bzhw.  p'  schneidet,  die  durch  die  Schnitte  von  g  mit  ^\\ 
Jj'  harmoniich  getrennt  werden.  Einer  Erzeugenden  e  entsprechen 
in  dieser  Weise  stwei  Erzeugende  r'  und  e",  welche  mit  der  ersten 
euiem  Quadrupel  angehören,  und  gegen  die  yierta  Erzeugcudo  des- 
selben dieselbe  Lagen-Relation  haben. 


Der  geehrte  Leser  vergleiche  beÄÜglich  der  Resultate  diesen  Auf- 
satz und  die  später  folgende  Abhandluug:  „Ueber  rationale  Regel- 
fläcben  vierten  Grades"  mit  den  über  denselben  Gegenstand  von 
Cbasles,  Cayley  und  Crenioua  ve rotte ntlichen  Arbeiten,  welche  in  den 
QacÜen-Nachweisuugcn  der  analytischen  Geometrie  von  Salmen-Fiedlcr 
«rwühat  sind,  und  sich  beziehungsweise  in  den  „Comptes  rendua" 
{im,  Bd.  53);  den  ,,PIiiIos.  Transactions"  (t8Ü3  — 1869,  Bd.  L^i3, 
JÖ4,  159)5  „Cambridge  Transactions"  (lÖGy,  Bd.  11)  nnd  in  „Mem. 
d.  R  Ist  Oi  Bologna**  (1868,  Bd.  8)  befinden. 

Hala.?,  den  3L  März  1880. 

A.    Ameseder-^ 
caud.  prüL 
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VI. 

Miscellen. 


1. 

Direete  Bestlmmangr  des  Integrals 

n 
2 

/  log  sin  x  da; 

6 

Nach  dem  7ten  Bande  der  Fortschritte  der  Mathematik  hatWol- 
steuholme  eine  direete  Entwickelung  dieses  Integrals  mit  HQlfe  des 


/ 


\ogxdx  gegeben. 


Im  Jahre  1856  legte  Professor  Dr.  Lehmus  seinen  Collegen  das 
oben  genannte  Integral  vor  und  der  Unterzeichnete  gab  die  folgende 
Lösung: 


n 

2 


I  logsinarrte=r   /  log2sin  ^coSg^^ 
0  b 

n  n 

2  2 

=  2  log2+    /  logsin^r/aj-f-  /  logcos^c/a: 

n  n 

4  4 

«=«2^ög2  +  2(     /  logsiniFfia;-f-   /   logCOSxrZarl 


0 
n 


2  log2-f-  2   /  logsinajf/a?, 
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also: 


/  logsinarr/«  =  —  9  ^^^^' 
Kiel  1879.  Ligowski. 


2. 
Eine  merkirflrcUge  Eirenschaft  des  Integrals  der  Gleichung: 

J-+yy*-C082rr 

Ich  habe  bewiesen,  dass  alle  Werte,  welche  die  Function  y  für 


flß  «=» 


4»      4"'     T'    •••     (2»— 1)4 


annimmt,  algebraisch  anf  einander  zurückgeführt  werden  können; 
welches  auch  immer  die  in  y  eintretende  Constante  sein  mag.  Um 
diese  Relationen  allgemein  darzustellen,   sei  A  der  Wert,  welchen  y 

7t 

für  «  =  "2  annimmt;  y  =/(ir,  a),  so  ist  stets: 

/\,— 4        '«j-^\^  2  ; 

e2— COSnTT.«    2      I 

2 P    nganz 

Ich  habe  femer  bewiesen,  dass  wenn  /(O,  a)  =  1  ist, 


nn 


((2n— l)jr      \       a^+cosnyj.e  2         .  ^       (n  ganz\ 
— 4— '«j 272 '^»"^    v>-ij 

Mir  ist  bis  jetzt  kein  Fall  bekannt,  dass  man  bei  Differential- 
gleichungen ohne  vorherige  Trennung  der  Yariabeln  für  besondere 
Werte  der  Argumente  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Functionen  aufgefunden  oder  letztere  in  geschlossener 
Form  dargestellt  hat. 

Den  Beweis  werde  ich  an  anderer  Stelle  mitteilen. 

Kiel,  den  4.  Februar  1878.  M eis  sei. 
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3. 
Neue  Herleitungr  der  Kreistaufeutenfirlelchunfir- 

Slud 

die  Gleichungen  zweier  Kreise,  so  ist 

Ä— 2;  =  0 

die  Gleichung  der  Radicalaxe  beider  Kreise.  Für  j»  «  0  reducirt 
sich  der  Kreis  E  auf  einen  Punkt  Die  Gleichung  der  Radicalaxe 
wird  dann: 

2a;(a— «)  +  2y(Ä  — /5)  +  a2  +  /32~a«  — Ä8+r«=-0 

Liegt  nun  E  auf  dem  Kreise  Ä,  so  ist 

««4-/32  _  ^842aa+2«»ß  — a«  — ä2 

Die  Radicalaxe  zwischen  S  und  dem  Nullkreise  E  hat  also  die  Glei- 
chung: 

Da  diese  Gerade  durch  die  Schnittpunkte  von  S  und  E  geht,  diese 
aber  einander  unendlich  nahe  liegen;  so  geht  sie  in  die  Tangente 
des  Kreises  S  im  Punkte  E  desselben  über.  —  Liegt  der  Punkt  E 
nicht  auf  /S,  so  erhalten  wir  als  Radicalaxe  eine  Gerade  ®,  deren 
jeder  Punkt  P  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  von  P  an  S 
ebenso  lang  ist  als  PE.  Bewegt  sich  E  auf  einer  Geradon,  so  hflllt 
@  einen  Kegelschnitt  ein. 

Wien,  Januar  1880.  Emil  Hain. 
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Geschichte  der  Matheuiatik  and  Physik. 

Stifels  arithraotica  mtvgra.  Ein  Beitrag  zur  Göschidite  der 
AriÜimetik  des  16.  Jalirbmiderts.  Vou  Jul.  Giosiuj^,  ObeHehrer 
au  dtT  Köüiglicheii  Realsclüle  zu  Döbdu.  Döbeln  1Ö79.  C.  Scbmidt 
%  S. 

Das  Wort  „mtegra''  sagt,  dass  gegenüber  den  zahl  losen  Reclien- 
büchern  seiner  Zeit  Stifels  Werk  als  erstes  die  Bestinmuitig  batte, 
die  gesamrate  Arithmetik  vallsläudig  tw  nm fassen.  Der  näheni  Aus* 
knnft  über  dasselbe  geht  voraus  eine  Reibe  gesararaelter  biograp bi- 
scher Notizen,  welche  allein  vorliegen,  um  daraus  Bruebstücke  von 
Stifels  Lebensgeschiübte  zu  entnebnieu.  Er  ward  148G  d.  19.  April 
in  Esslingen  geboren.  In  seinem,  di^r  ach rittstelleris eben  Ttlligkeit 
voraasgehendoD ,  Wechsel  vollen  Leben  als  Pfarrer  mit  wiederholten 
l'Eterbrechangcn  erweckt  besunders  sein  freundsfchaftliches  Verbal  t- 
uiss  ^u  Luther  lutercsso.  Anfangs  ergab  er  sich  sehr  dem  Hange 
aus  Wort*  mul  Buehstabenzäblung  in  Sprüchen  zu  weissagen,  verwarf 
Jenselben,  vertiel  ihm  aber  viel  später  noch  einmaL  Beine  erste 
grossere  Arbeit  war  die  Ausgabe  des  Euklid,  den  er  entgegen  frü- 
ber^r  kritiscben  Verkürzung  wieder  herstellte.  Ueber  deren  Verhält- 
üiss  zur  arithmctica  integra  sagt  die  Schrift  kein  Wort,  währeud  sie 
>0D  heidcu  beständig  pruniiscue  spricht.  Doch  wird  als  Fortsehntt 
h^n"orgehobeii,  dass  Stifel  die  Kanmgrüsse  als  Ziih!  anffasste,  mithin 
der  Geometrie  von  Descartes  vorarbeitete.  Dies  würde  indes  im 
Eakiid  erst  vom  5.  Buche  an  Platz  haben,  von  dem  bis  dahin  noch 
Dicht  die  Rede  ist.    Von  der  arithmetica  integra  heisst  es  hier  zn- 

len  LI?.    Etft  L  .|l 
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erst,  dass  sie  die  Zahlen  in  rationale  (numeri  veri)  und  irrationale 
(ficti)  einteilt,  erstere  wieder  in  abstracti  und  denominati.  Ueber  die 
Methode  wird  mitgeteilt,  dass  algebraische  Aufgaben  dadurch  zur 
Lösung  gelangen,  dass  man  durch  regelmässiges  Probiren  das  Gesetz 
der  Variation  einer  resultirenden  Zahl  findet,  welche  eine  gegebene 
sein  soll,  von  derselben  aber  anfangs  differirt  (regula  falsi),  also 
wesentlich  verschieden  von  einem  Durchprobiren  bis  zum  Zutreffen. 
Es  werden  nun  ausführlicher  durchgegangen  1)  die  arithmetische,  2) 
die  geometrische  Proportion,  3)  die  Wurzelausziebung,  4)  das  Yer- 
hältniss,  5)  die  astronomische,  6)  die  musikalische  Progression.  Der 
vollständige  Titel  des  Werkes  ist:  Arithmctica  Integra,  Authore 
Michacle  Stifelio ,  Cum  praefatione  Philippi  Melanchthonis.  Norim- 
bergae  apud  Joh.  Petrejum.  Anno  Christi  M.  D.  XLIIII.  Cum  gratia 
et  privilegio  Caesareo  atque  Regio  ad  Sexennium.  H. 


Zur  Geschichte  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  in 
den  Jahren  1826—29.  Von  Leo  Königsberger.  Leipzig  1879. 
B.  G.  Teubner.    104  S. 

Die  Wahl  dieses  kleinen  Zeitraums  ist  dem  Verfasser  einerseits 
durch  das  50  jährige  Jubiläum  der  fundamenta  nova  theoriao  fiinctio- 
num  ellipticarum  an  die  Hand  gegeben,  andrerseits  fand  er  in  dem- 
selben die  wichtige  Epoche  der  Entwickelung  der  Theorie,  wo  sich 
der  Uebergang  von  der  durch  Legendre  zur  Reife  gebrachten  ersten 
Gestaltung  zu  der  neuen  Auffassung  durch  Jacobi  und  Abel  vollzog. 
Es  war  offenbar  nicht  möglich  die  Erscheinungen  aus  diesen  4  Jahren 
zu  beleuchten  ohne  auf  die  vorausgehende  Geschichte  Rückblicke  zu 
tun.  So  wird  denn  die  ganze  schöpferische  Tätigkeit  Legcndre's  ein- 
gehend charakterisirt,  und  als  wesentlich  unterscheidend  gegenüber 
den  Arbeiten  der  Vorgänger  aufgestellt,  dass  durch  ihn  zuerst  die 
elliptischen  Integrale  um  ihrer  selbst  willen  untersucht,  als  besondere 
Functionen  definirt,  ihre  nicht  weiter  zu  reducirenden  Gattungen  er- 
mittelt, und  ihre  Eigenschaften  studirt  werden,  während  es  sich  vor- 
her nur  um  Relationen  zwischen  Curvenbogen  u.  s.  w.  handelte,  zu 
deren  Berechnung  sie  dienten.  Der  Verfasser  lässt  den  Umfang  der 
lange  Zeit  von  ihm  allein  ans  Licht  gezogene  Eigenschaften  über- 
blicken, welcher  sich  bis.  zur  Behandlung  des  Multiplications-  und 
Divisionsproblems  erstreckt.  Das  Bedeutendste,  was  Legendre  gelöst 
vorfand,  war  das  von  Euler  entdeckte  Additionstheorem.  Die  ent- 
schieden elegantere  Lösung  von  Lagrange,  die  indes  Legendre  nicht 
adoptirte,  wird  hier  nur  ganz  beiläufig  erwähnt.  Der  Zeitfolge  nach 
sollten  nun  die  Arbeiten  von  Gauss  besprochen  werden;  der  Verfasser 
zieht  es  jedoch  vor,  nachdem  er  die  längst  vorausgegangene  Ent- 
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deckung  der  doppelten  Periodicität  durch  ihn  constatirt  hat,  erst  von 
Ahel  und  Jacohi  zn  handeln.  Es  folgt  nun  die  denkwürdige,  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaften  einzig  dastehende  Zeit,  wo  unter  dem 
wetteifernden  Zufiammcnwirken  dieser  zwei  Männer  eine  grosse  Ent* 
deckung  nach  der  andern  ans  Licht  kam,  und  die  Theorie  in  kurzem 
zu  einer  Vollendung  geführt  ward,  wie  sie  durch  den  Zuwachs  in 
den  nächsten  50  Jahren  nicht  wesentlich  grösser  werden  konnte; 
während  als  Dritter,  Legendre,  in  beständigem  Verkehr  mit  ihnen, 
ein  tätiger  Teilnehmer  blieb.  Von  einem  Verkehr  mit  Gauss  ist  nicht 
die  Rede.  Die  Behandlungsweise  deutet  darauf,  dass  die  Schrift  als 
eine  im  Detail  begründete  Schilderung  aufzufassen  ist,  dazu  bestimmt 
dem  liCser  eine  lebendige  Vorstellung  von  den  Vorgängen  zu  geben 
und  namentlich  die  Beziehungen  zwischen  den  Personen  zu  cbarak- 
terisiren.  Jede  einzelne  Darstellung  wird  mit  der  Mitteilung  einer 
Stelle  aus  einem  Briefe  verbunden,  in  welcher  sich  dieselben  gegen- 
seitig über  ihre  Arbeiten  aussprechen.  Der  Verfasser  findet  zwischen 
beiden  den  Unterschied ,  dass  Abel  seine  Untersuchung  auf  die  vor- 
liegenden Integrale  concentrirte,  Jacobi  hingegen  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Functionen  im  Auge  hatte.  Die  gegenseitige  Mitteilung 
soll  sich  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  gemindert  haben.  Zum  Schluss 
werden  die  gleichzeitigen  Resultate  der  Untersuchungen  von  Gauss 
vcHTgeführt,  die  wol  als  ganz  selbständige  anzusehen  sind.         H. 


Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
ÜBiebe  pabblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  XII.  Roma  1879. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  bis  4.  Heft.  Antonio  Favaro:  Ueber  das  Leben  und  die 
Werke  von  Prosdocimo  de^  Beldomandi,  Paduanischem  Mathematiker 
des  15.  Jahrhunderts. 

5.  Heft  P.  Riccardi:  Neue  Materialien  zur  Geschichte  der 
mathematischen  Facultät  der  alten  Universität  Bologna.  —  Gustaf 
Eneström:  Notiz  über  die  Correspondenz  Johann  I  Bernoulli's.  — 
T.  Zebrawski:  Einige  Worte  in  Betreff  der  Note  von  Herrn  Maxi- 
milian Curtze  über  die  Schreibung  des  Namens  und  über  das  Vater- 
land Witelo's.  —  Luigi  DalT  Oppio:  Bericht  über  die  „Fisica 
tecnologica,  elettricitä  e  magnetismo,  elettrometallurgia,  accensione 
elettriea  delle  mine,  illuminaziono  ellettrica,  telefoni  ecc."  von  Ri- 
naldo  Ferrini.  Neapel,  Mailand,  Pisa  1878.  Ulrich  Hoepli.  — - 
F.  Hultsch:  Bericht  über  seine  Ausgabe  der  erhaltenen  Teile  der 
Sammlung  des  Alexandriners  Pappus  mit  lateinischer  Interpretation 
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und  Commentaren,  in  3  Bänden.    Berlin  1878.  Weidmann.    Aus  dem 
Deutschen  ins  Italienische  übersetzt. 

6.  Heft.  Steinschneider;  lieber  Johannes  de  Lineriis  (Live- 
riis)  und  Johannes  Siculus.  —  B.  Boncompagni:  lieber  die  von 
Bemardino  Baldi  geschriebenen,  noch  nicht  herausgegebenen  Lebens- 
beschreibungen dreier  Mathematiker  (Johannes  Danck,  Johannes  de 
Lineriis  und  Fra  Luca  Pacioli  da  Borge  San  Sepolcro).  Es  folgen 
die  3  Lebensboschreibungen,  dann  in  einem  Anhang  Documente  in 
Betreff  der  letzten. 

Publicationsverzeichnisso  im  2.,  4.  und  6.  Heft. 

Im  254.  litt.  Ber.  ist  der  Wortlaut  dreier  Briefe  von  Lagrange 
mitgeteilt,  von  denen  der  Fürst  Boncompagni  Photolithographien  ver- 
anstaltet hat,  nebst  nähern  Angaben  von  Genocchi  über  die  beiden 
ersten,  lieber  den  dritten,  au  Canterzaui  gerichteten,  findet  sich  in 
den  Atti  della  Reale  Accad.  delle  Sc.  di  Torino,  Vol.  XIV.  von  dem- 
selben Autor  jetzt  Folgendes  gesagt. 

„Canterzaui  ward  geboren  in  Bologna  den  25.  August  1734  und 
starb  ebenda  den  19.  März  1819.  Er  ward  1760  zum  Professor  der 
Mathematik  an  dieser  Universität  ernannt,  folgte  1766  dem  berühmten 
Francesco  Maria  Zauotti  als  Secretär  am  Istituto  di  Bologna,  gieng 
1789  auf  den  Ruf  des  Staats-Secretärs  Card.  Boncompagni  Ludovisi 
nach  Rom,  um  über  die  beabsichtigten  Reparaturen  an  der  Kuppel 
von  St.  Peter  sein  Gutachten  zu  geben,  und  ward  1817  zum  Präsi- 
denten einer  Section  des  Istituto  Francese  gewählt,  welche  ihren  Site 
in  Bologna  hatte.  Auch  ward  er  in  die  Gesellschaft  der  Vierzig  auf- 
genommen, und  in  deren  Abhandlungen  XIX.  physikalische  Abteilung, 
p.  141 — 171  las  man  die  Lobesschrift  des  Piacentiner  Marchese  Fer- 
dinande Landi,  auf  welche  ein  Verzoichniss  der  gedruckten  und  un- 
gedruckten Werke  Canterzani's  folgte.  Unter  den  ungedruckten  fanden 
wir  einige  Schediasmi  ad  uso  doli'  emiuentissimo  Boncompagni,  eine 
Schrift  Sul  principio  dcllc  velocita  virtuali  und  eine  Uebersctzung 
eines  grossen  Teils  der  analytischen  Mechanik  von  Lagrange,  mit 
Randglossen  versehen,  u.  s.  w.  (p.  170—171.). 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  keinem  gedruckten  Werke  die  Er- 
wählung Lagrange's  zum  Mitglied  der  Bologucr  Akademie  sich  er- 
wähnt findet.  Im  6.  Band  der  Commentarii  dell'  Ist.  Bol.  zusammen- 
getragen vom  Secretär  Canterzaui  wird  Lagrange  genannt,  aber  nicht 
als  Mitglied  der  Akademie  bezeichnet  ^  daselbst  wird,  wo  vom  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  nach  Maupertuis  die  Rede  ist,  behauptet,  dass 
es  in  einigen  Beziehungen  der  grösste  Mathematiker  Leonhard  Euler 
bewiesen  hat,  „denique   in  plerisque  omnibus  is  qui  jure   italorum 
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GeometraniTi]  princops  uunc  habetur,  Ludovicus  Lagraiigius/'  Vorher 
wird  im  1.  Bande  der  Comin.  (BoL  Hill.  p.  IH)  systematisch  fesU 
jTf setzt,  die  Namen  der  aggregati  all'  Accademia  wegzulassen.''  (Es 
folgt  die  SteJIü). 

Aufs  neae  hat  der  Für'st  Boncompagni  ein  Facgimile  ein  es  Briefes 
fetellen  lassen.    Der  Wortlaut  folgt  hieruäclist.  PL 


Lettera  inedita  di  Carlo  Federico  Gauss  a  Sofia  Gcrmain,  pub- 
blicuta  da  B.  Boncompagni,  Firenze  1879.  Cakogratia  e  aiito- 
gmlia  Achill e  Paris. 

Votre  lettre  du  2t]  Fevrier,  mais  t|ui  ne  m'cst  parvcnue  que  lo 
Ü  Mars,  a  ete  pour  mol  la  source  d'autaiit  de  plaisir  que  de  anr- 
prise.  Combien  racquisition  d*une  amitie  aussi  tlateuse  et  predeuso 
c^t-elle  doncc  ä  mou  coeür;  Hnteret  vif,  que  Vous  avez  pris  i\  Jiion 
sort  pendaiit  cette  guerre  fuüeste  merite  la  iilas  sincerc  reconnais- 
5aücc.  Assur^ment,  Votro  lettre  an  General  PiTiiety  m'eiU  6te  fort 
Qiile,  ai  j'avais  dte  dans  Ic  cas  d'avoir  recoura  ä  une  protection  sp^- 
iielle  de  la  part  du  gonvernement  frangois.  Heureuseraent  los  evene- 
meas  et  les  suites  de  la  gnerre  ne  m'out  pas  touch^  dti  trop  jnsqu' 
id  bienque  je  suis  persnade,  qn*  olles  auront  uiie  grando  iniluenco 
sor  \e  plau  de  ma  vie.  Mais  comment  Yous  decrire  mon  adniiration 
et  tnon  etonneraent,  en  voyant  se  metamorplioser  mon  correspondant 
estime  Mr.  Leblanc  cn  cet  illustre  personnage,  qui  donne  nu  excniplo 
au9$i  hrillant  de  ce  que  j'  aurois  peiue  de  croire.  Le  gout  pour  les 
scieiices  ahstractes  en  g6n6ral  et  surtout  pour  les  mjst^res  des  nom- 
bres  est  fort  rare;  on  ne  s*en  ^tonne  pas,  lea  Charmes  enchanteux 
'le  cette  sublime  scieuce  ne  se  d^ct^dent  daus  tonte  Icur  beaule  qu'  ^ 
ceux  qui  out  le  conrage  de  l'approfondir.  Mais  lorsqn'  uoe  [jersonne 
de  ce  sexe,  qni,  par  nos  moeurs  et  par  iios  prejuges  doit  rencontrer 
iifiniment  plus  d'obstacles  et  de  difticult^s,  que  les  hommes,  h  so 
ßuuiliariser  avcc  ces  ret'herches  {^pinenses,  sait  neansmoins  franeliir 
ces  entraves  et  p^netrer  ee  qu'elies  out  de  plus  cache,  il  faut  saus 
doGte,  qu'  eile  ait  lo  plus  noble  conrage,  des  talons  tout  b,  fait  ex- 
tra ordiuair  es ,  le  genie  snpcrienr.  En  effct  rien  ne  pourroit  nie 
prouver  d'une  maniere  plus  Hateuse  et  moius  equivoqne,  que  les  at- 
traits  de  ccttc  scienc^^,  qui  ont  embelli  nia  vie  de  taut  de  jonissances, 
ne  sout  pas  chim^riqucs  que  la  pr^dileetion,  dont  Vons  Vavez  ho- 

Les  iiotes  savantes,  dont  toutes  Vos  lettres  sont  si  richcmont 
rmplies,  m'ont  donn^  mille  plaisirs.  Je  les  ai  etudiecs  avec  attcn- 
hoD,  et  j'adniire  la  facilitej  avec  laqueüo  Vons  avez  penetre  toutes 
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les  branches  de  rArithm6tique,  et  la  sagacit6  avec  laqnelle  Vous  avez 
SU  g^n^raliser  et  perfectionner.  Je  Vous  prie  d'envisager  comme  une 
preuve  de  cette  attention,  si  j'ose  ajouter  une  remarque  k  un  en- 
droit  de  Votre  derni^re  lettre.  II  me  semble,  que  la  proposition  in- 
verse,  savoir  „si  la  somme  des  puissances  n®°*»^  de  deux 
nombres  quelconques  est  de  la  forme  ää  +  w//,  la  somme 
de  ces  nombres  eux-memes  sera  de  la  memo  forme"  est 
enonc6e  un  peu  trop  g6neralement.  Voici  un  exemple  oü  cette  r^le 
est  en  d^faut: 

1511+8"  =  8649  955  859  375  +  8  589  934  592  = 
8658  345  793  967  =  1595  826^+11 .745  391« 

N6ans  moins  15+8=23  ne  peut  se  r6düire  sous  la  forme  arx+llyy. 
II  en  est  de  memo  de  la  proposition:  si  Tun  des  facteurs  de  la 
formule  yy-\'nzz  (w  6tant  un  nombre  premier)  est  de  la 
forme  (1,  0,  n),  l'autre  appartient  n6cessairement  k  la 
meme  forme.  Votre  d^monstration  ne  prouve  que  ce,  qu'  aucune 
autre  forme  ind6finie,  que  teile  qui  est  äquivalente  k  (1,  0,  »), 
multipli^e  par  la  forme  (1,  0,  »O»  ^^  P®^*  donner  le  produit  (1,  0, 
n),  mais  cette  d^monstration  ne  s'^tend  pas  sur  les  nombres  d^finis. 
Seit,  pour  le  d^terminant  — n,  C  une  classe  de  formes,  quelconque 
mais  ni  äquivalente  k  la  principale,  ni  k  une  autre  classe  anceps^ 
seit  D  la  classe  r^sultante  de  la  duplication  de  C  (qui  sera  diff^rente 
de  la  principale),  enfin  seit  D*  la  classe  oppos6e  k  D.  II  s'ensuit, 
que  de  la  composition  de  C+C+Z>'  r^sulte  la  classe  principale. 
Ainsi  si  les  deux  nombres  /,  g  peuvent  §tre  repr6sent6s  par  une  forme 
de  la  classe  C,  et  le  nombre  h  par  une  forme  de  la  classe  D\  le 
produit  fgy^h  peut  se  r6duire  k  (1,  0,  «) ;  mais  il  est  facile  que  fg 
ne  se  r6duit  pas  seulement  k  D  oii  D\  mais  aussi  k  (1,  0,  n).  Nous 
avons  donc  ici  le  cas,  qu'  un  facteur/^r,  et  le  produit /^r.Ä  sont  de 
la  forme  (1,  0,  7*),  sans  que  pourtant  l'autre  facteur  y  appartienne 
n6cessairement.  Au  reste  on  voit  facilement  que  le  premier  facteur 
doit  6tre  compos^,  sans  cela  la  proposition  serait  juste.    Dans  Tex- 

emple  ci  dessus  le  facteur  ^ö —  enveloppe  le  diviseur  67. 

Depuis  cinq  ans  des  travaux  astronomiques  —  auxquels  pour  1q 
diro  en  passant  je  dois  surtout  l'heureuse  Situation,  dont  j'ai  joui 
pendant  la  vie  de  notre  duc,  le  victime  malheureux  de  son  attachement 
fidMe  k  la  maison  de  Prusse  —  m'ont  empöch6  de  me  d^livrer  au4aitt 
qu'  auparavant  k  ma  pr6dilection  pour  rArithradtique  et  les  autres 
branches  d'analyse.  Je  n'ai  pas  pourtant  n6glig6  celle  ci  tout  k  fait. 
Tout  au  contraire  j'ai  rassemble  peu  k  peu  un  grand  nombre  de 
recherches,  qui  un  jour  fourniront  un  autre  volume  —  si  non  deux 
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—  certaiDcmeiit  pas  moins  interessant  que  le  premler.  Meme  dana 
le  demier  Jiiver  j'ai  rcussi  ä  y  aj outer  uuc  brauche  euti^rement  non- 
velle.  C'est  la  tbeorie  dc's  residas  cubiqueB  et  des  residus  büiuair^s, 
portee  k  na  degrti  de  perfectioti  egal  ä  cetui,  qu'  a  atteint  la  tMorie 
dm  reflidus  quarr^^,  Jo  mets  cetto  thdorie  qui  repaiid  ün  nouveau 
jünr  snr  les  r^sidiis  quarr^s  parmis  les  recliercbcs  les  plus  cDrieusea 
iloot  je  me  sois  jamais  occape.  Je  uo  saurais  Vous  eii  dünner  nno 
Idee  sanB  ecrire  uu  memoire  expres.  Voici  pourtant  quelqne  tbdo- 
reme  sjiecial,  qni  poarra  servir  d'uu  pctit  echantillon. 

L  Seit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  3»  +  l.  Je  dis  que 
2  (c-  ^  d.  -\-2  et  —2)  est  ri^sidu  cubique  de  p,  m  p  m  r^dttit  a  la 
forme  jf^j'+27^^i  qae  2  est  non  residu  cnbiqae  de  jj,  si  4p  so  redait 
ä  cette  forme.  P.  E.  7.  13.  19,  31.  37,  43.  61.  67.  73,  79,  97.  Vous 
(le  troTiveroz  que  31 --4+27,  et  2  =  4*Mmod.  31)  2  =  (—9)^ 
(hkhL  43). 

n.  Soit  p  nn  nombre  premier  de  la  forme  8«  +  l.  Je  dis  que 
+2  et  —2  seront  residus  ou  uou-residus  biquarres  de  jj,  saivaut  cc 
f^ne  p  est  ou  n'est  pas  de  la  forme  ^■^-+64^^.  Par  ex.  parmi  lea 
nombres  17.  4L  73.  89,  97.  113.  137.  Vou3  ne  trouvez  qoo  73^ 
D+64,  89  -»  25 +M,  113  ^  49+64,  et  25^  =  2  (mod,  73),  5*=  2 
(moi  89),  20*  =  2  (mod.  XI 3). 

Les  demonstratio üs  de  ces  th^or^mes  et  de  ceux  qui  sont  plus 
gt:ueraui  sont  intim ement  liees  k  des  reclierclies  ddlicates,  —  Voici 
nue  aatrc  proposition  relative  aux  residus  quarres,  dont  la  demon- 
straiiott  est  moius  cacbee:  je  ne  Tajoute  pas^  pour  uo  paa  Vous  d^- 
rober  Je  plaisir  de  la  dövclopper  Vous-meme,  ai  vous  la  trouverez 
digue  d'occuper  quelques  moraens  de  Votre  loiair. 

Soit  p  an  nombre  premier.  Soieut  les  p^l  uombrcs  inferieurs 
ä  p  partages  au  deux  elasses 

A ,   .    ,    1,  2,  3,  4,  .,,  i(p-l) 

B ,    .   .   .   .    i(p  +  l).  i(p+3),  i(p+5),  ...  p-i 

Suit  a  üu  nombre  fjuelcouque  nou-diviaible  par  p.  Multipliez  tous 
los  aembres  .4  par  n:  prenez  en  les  moindres  räsidus  selon  le  mo- 
dale p,  aoient,  entre  Ci^s  r<^flidus,  n  appartenanta  i\  ^1  et  ß  apparte- 
uaiits  är  Ü  de  sorto  que  a-^ß  =  ^(p  —  1).  Je  dis,  quo  a  est  residüo 
(|iiarre  de  p,  lorsciue  ß  est  pair,  non-r^sidu  loraque  ß  eat  impair. 

Ou  peut  tirer  de  cette  pr<(poaLtion  plusieurs  eonaequeucea  tres- 
remarquables  ^  entre  autres  eile  donne  Ic  moien  d'^tendre  Tinduction, 
par  laqaeUe  tin  raÄsemble  des  eas  sp^üiels  du  theorenie  foudamental 
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aussi  loin  qu'  on  veut,  ce  qui  ue  pourroit  se  faire  par  les  m6tho- 
des  expose^s  art.  116—124. 

J'ai  donn^  dans  mon  ouvrage  deux  d^monstrations  rigoureascs 
de  ce  fameux  th6or^me  et  j'en  possMe  encore  trois  autres  toutes 
cnti^remeDt  diff^rentes  entre  elles;  deux  d'entre  elles  meme  peuvent 
etre  conduites  de  deux  diff^rentes  mani^res  chacune:  aiusi  je  pour- 
rois  soutenir  que  je  peux  le  d^montrer  de  sept  manieres  diff6rentes. 
Les  autres  d^monstrations  que  je  pr6f6reroi8  pour  T^legance  aux  deux 
dounöes  dans  mon  ouvrage  seront  publikes  aussitot  que  j'ay  trouverai 
l'occasion.  A  propos,  dans  la  premi^re  d6monstration  qui  se  trouve 
dans  la  IV.  section  il  s'est  gliss6  une  faute  legere  que  je  n'ai  apergue 
qu'  apr^s  que  je  ne  pouvois  plus  Tindiquer.  II  faut  donc  faire  la 
correction  suivante. 

p.  146.  (cas  (4))  1.  21  lisez  comme  il  suit:  „Facilo  vero  per- 
spicitur,  ex  ista  aequatione  deduci  posse  haec  apRh  ...  («), 
±_ahRa' . .  .  (/5),  +aJiRp  . . .  (y).  Ex  (a)  sequitur,  perinde  ut  iu  (c), 
/*  vel  utriusque  a\  p  vel  neutrius  residuum  esse.  Sed  casus  prior 
ideo  est  impossibilis,  quod  ex  hRa'  et  {ß)  sequeretur  aRa  contra 
hypoth.  Quamobrem  necessarie  est  hNp  ideoque,  per  (y),  aNp.  Q. 
E.  D." 

Au  recto  ä  la  page  144  il  se  trouve  une  fante  d'impression  non 
indiquee,  savoir  art.  139  ligne  3  au  lieu  de  ±iaNp  il  faut  lire 
±ARp. 

J'aurois  r6pondu  plus  tot  k  Votrc  lettre,  mais  la  d^couvcrto 
d'une  nouvelle  plannte  par  Mr.  Olbers  m'a  un  peu  distrait  Par  le 
premior  essai  que  j'ai  fait  sur  sou  orbite,  je  trouve  son  mouvement 
consid6rablement  plus  vite  que  celui  de  C6res,  Pallas  et  Junon,  sa- 
voir 978"  par  jour.  L'inclinaison  de  Torbite  de  7^  6'.  L'exceutri- 
cite  0,  1.  Cette  plannte  a  beaucoup  plus  de  clartc  que  Gerds,  Pallas 
et  Junon,  et  j'espdre  k  la  trouver  parmi  les  obsorvations  de  l'histoire 
Celeste,  peut  etre  meme  parmi  cellcs  de  Flamsteed.  Je  viens  d'acbe- 
ver  un  ouvrage  etendu  sur  les  m^thodes,  qui  me  sont  propres,  ä 
d6terminer  les  orbites  des  planstes.  Mais  quoique  je  Tai  6crit  en 
allemand,  je  trouve  beaucoup  de  difficulte  d'  y  engager  un  libraire. 
La  guerre  a  suspendu  tout  connexe,  plusieurs  de  uos  plus  grands 
libraires  Tont  refus6.  Je  suis  k  prösent  k  traiter  avec  un  autre  qui 
se  montre  un  peu  plus  courageux.  S'il  trouvera  son  cente  k  cette 
entreprise,  peut-etre  il  sera  encourag6  par-lä  k  risquer  la  publication 
d'un  second  volume  de  mes  disquisitiones. 

Continuez,  Mademoiselle,  de  rae  favoriser  de  Votre  amiti^  et  de 
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Votre  corivipoudaticc,  qui  foiit  mon  orgnei!,  ft  soicz  pcrsuadcc,  4110 
je  suis  el  serai  tonjours  avoc  la  plus  baute  ostime 
Bronsvic  cß  HO  April  IBtJ?  Votrc  plus  siucerc  adniiraleur 

JQur  de  ma  uaiasaüce.  Cfa.  Fr.  Gauss, 


Methode  und  FrincipieiL 

Ntne  Tlieorie  dt?i  Inia^inärou  in  dv.r  FuüctiuneiiruuhnuDg  uutl  tkr 
Aualytistbeu  Geometrie  vou  Wilhehu  FriuJrieh  Suliülur.  Pro- 
graum  zu  dem  Jahresberichte  der  k,  bajeriBcLeu  Realschule  Freisiug 
pro  1877/78,    56  S, 

Uui  einen  imagiüllren  Puukt  mit  den  compk-xen  Coordiuatcii 
^+*^  ^  +  ''^1  -+'t  reell  im  Kauuie  darzustellen,  coustruirt  der  Ver- 
fasser zuerst  den  reeUeu  Punkt  {j^ys}  und    trägt  dauu  von  ihm  aus 

nach  der  durch  v  l  bestimmten  Richtuug  das    Stück  VF+^^-hf* 

ah.  Offenbar  ist  dies  weiter  nichts  als  die  Constructioii  und  Verbiii* 
dang  der  2  Punkte  {^»/s)  und  (^-J- J,  ff~\-%  ^"hD-  ^^^  Strecke  vea 
ersterni  zu  letzterm,  für  conjngirte  Punkte  entgegengesetzt  genommen, 
Btant  er  Potenz  uud  sagt,  ein  imaginärer  Punkte  sei  dargestellt  durch 
uiöcn  reellen  Punkt,  eine  Richtung  uud  eine  Potenz  j  verschwinde  die 
Potenz,  so  könne  die  Richtung  neck  bestimmt  bleiben;  in  diesem  Falle 
ucmt  er  den  Punkt  einen  Curvenpuiikt,  Der  Begriff  der  Berivation 
einer  Function  müsse  erweitcTt  werden;  er  detinirt  sie  als  den  Qno- 
tientra  der  imaginären  TeiJe  von  Function  und  Argumeut,  ao  dass, 

weüu  X  =  «-|-(i,  und  /(^r)  ~  A-{-i'B,  f\x)  ^^      sein  würde.     Ein- 

nge  Voraussetzung  sei  also  die  Darstellung  von  f{x)  in  der  Fonu 
A^tB\  mit  der  Stetigkeit  habe  der  BcgriÖ'  nichts  ni  tuu.  Zu  er- 
innern ist  hiergegen,  dass  ohne  Stetigkeit  oder,  was  derselben  glcicli- 
kümmt,  ohne  einen  Curvenzug,  der  eigeutUche  Derivationsbegrifi'  sieh 
miter  deu  neuen  nicht  äubsumiren  lässt;  dann  aber  hat  letzterer 
kelnea  Anspruch  darauf  eine  I^" Weiterung  zu  heissen  und  kann  in 
Betreff  der  Leistungen  den  erstem  idcht  ersetzen.  Noch  andere  Be- 
gritt  tiodet  der  VertasHer  Grund  zu  erweitern,  z.  li  den  der  Ex- 
Ijoneiitialfuiictiou  e-"^  auf  fP-^'^m'^^,  Ungeachtet  aller  hierin  enthalte- 
iiüü  Willkür  sei  dem  Verfasser  die  Berechtigung  dazu  nicht  bcf^trit- 
ten,  weim  er,  was  er  in  der  Tat  verspricht,  eine  erwiesenormasseu 
widerspruchslose  Theorie  daraus  herleitet  Wenn  er  aber  erwartet, 
ilass  ihm  ein  Leser  auf  dem  Wego  der  Herleitung  folgen  soll,   so 
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hätte  er,  u.E.,  auch  versprechen  müssen,  dass  durch  die  Theorie 
etwas  für  die  Wissenschaft  gewonnen  sei,  und  dies  hat  er  nicht  getan. 
Die  der  Reihe  nach  behandelten  Themata  sind:  Geometrische  Bedeu- 
tung der  arithmetischen  Operationen,  das  Imaginäre  in  der  analyti- 
schen Geometrie,  Prüfung  dieser  Interpretation,  die  Potenzfunction, 
die  Exponentialfunction ,  Ableitungen  der  einzelnen  Functionen,  die 
ersten  Lehrsätze  der  Functionenrechnung,  allgemeine  Eigenschaften 
einer  Function  einer  complexen  Veränderlichen;  analytische  Geome- 
trie: die  reelle  Curve  1.  Ordn.  (Gerade),  die  complexe  Curve  1.  Ordn., 
imaginäre  Gerade  durch  reellen  und  complexen  Punkt,  complexe  Curve 
1.  0.  durch  2  complexe  Punkte,  Coordinaten  einer  imaginären  Ge- 
raden, die  reellen  Curven  2.  0.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  Dr.  A.  Meyer, 
ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Lüttich.  Deutsch  bearbeitet  von 
Emanuel  Czuber.    Leipzig  1879.    B.  G.  Teubner.    554  S. 

Die  gegenwärtige  deutsche  Ausgabe  ist  das  Resultat  einer  zwei- 
maligen Bearbeitung  des  im  Manuscript  hinterlassen  cn  Originals. 
Diesem  gieng  voraus  das  von  A.  Meyer  selbst  herausgegebene  Werk 
„Theorie  analytique  des  probabilit^s  a  posteriori".  Die  erste  fran- 
zösische Ausgabe  ward  von  F.  Folie,  dem  das  Manuscript  anvertraut 
war,  veranstaltet.  Es  wurden  einige  Rechenfehler  berichtigt,  einige 
Erklärungen  eingeschaltet,  eine  Lücke  mit  Hülfe  der  Aufzeichnungen 
eines  Zuhörers  ergänzt,  eine  neue  Einteilung  eingeführt,  die  beiden 
Fehlertheorien  von  Laplace  und  Bienaym6  an  das  Ende  gesetzt  und 
ein  Auszug  aus  den  Sterblichkeitstafeln  von  Quetelet  hinzugefügt. 
Nach  Folie's  Aussage  enthält  das  Werk  voUständig  die  bedeutendsten 
Arbeiten  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  Bernoulli,  Moivre, 
Laplace,  Poisson,  Gauss,  Eucke,  Bienaym^  u.  A.  Als  eigne  Pro- 
duction  Meyer's  führt  er  an  Verallgemeinerungen  von  Problemen  mit 
Hülfe  der  höhern  Analysis  und  Differenzenrechnung,  einen  Beweis  des 
BernouUi'schen  Theorems  nebst  Verallgemeinerung,  den  Rechnungs- 
gang bei  EntWickelung  der  Formeln  von  Laplace  und  zahlreiche  An- 
wendungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Bevölkerung  und 
Versicherungswesen.  Beim  Theorem  und  Problem  von  Poisson  wird 
von  Folie  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  den  Näherungsrechnungen 
keiu  Vertrauen  zu  schenken  sei.  Mit  der  Uebersetzung  waren,  zu- 
folge der  Vorrede,   neue  Veränderungen  verbunden-,  namentlich  hat 
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das  Capitel  über  Aasgleichungsrechnung  eine  darchgreifende  Um- 
arbeitung und  Erweiterung  erfahren,  wobei  die  Bedürfnisse  für  die 
gewöhnlichen  Fälle  Augenmerk  waren.  Den  im  Original  behandelten 
Aufgaben  ward  jene  über  Functionen  direct  beobachteter  Grössen  und 
ein  Abschnitt  über  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  hinzuge- 
fügt ;  neben  der  Ableitung  der  vorteilhaftesten  Werte  der  Unbekannten 
hat  der  Bearbeiter  auch  der  Genauigkeitsbestimmung  und  den  Rech- 
Qungscontrolen  Raum  gegeben  und  den  einzelnen  Abschnitten  voll- 
ständig durchgeführte  Beispiele  aus  verschiedenen  Gebieten  der  An- 
wendung angeschlossen.  In  den  Entwickelungen  wurden  nach  Helmert's 
Vorgang  die  wahren  Fehler  vcu  den  plausibeln  geschieden.  Auch  das 
Capitel  über  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Sterb- 
lichkeit u.  8.  w.  ist  neu  bearbeitet  gemäss  den  Fortschritten  aus  den 
letzten  Jahren.  Als  selbständige  Arbeit  giebt  Czuber  an  die  Ent- 
wickelung  der  mittlem  Dauer  der  Ehen,  des  Witwen-  und  Witwer- 
standes. Der  Inhalt  des  Buches  ist  (abgekürzt)  folgender:  Grund- 
r^eln,  Wahrscheinlichkeiten  wiederholter  Versuche,  Bernoulli's  Theo- 
rem, mathematische  und  moralische  Hoffnung,  Wahrscheinlichkeiten 
der  Ursachen  und  künftigen  Ereignisse,  Satz  von  Bayes»  Satz  von 
Laplace  über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Mittelwerte  von  Beobach- 
tungen, Theorie  der  Beobachtungsfehler,  Wahrscheinlichkeiten  bezüg- 
lich auf  das  Menschenleben,  Lebensversicherungen,  Wahrscheinlich- 
keiten von  Zeugenaussagen  und  Urteilen,  Fehlertheorien  nach  Laplace? 
nach  Bienaym^,  Ausdehnung  des  Bernoullli'schen  Theorems  auf  Fac- 
toriellen  von  Binomen,  Anmerkungen  und  3  Tafeln.  H. 

G6n^ralisation  du  logarithmo  et  de  Texponentielle.  ParJ.  Farkas. 
Budapest  1879.    F.  Kilian.    121  S. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
in  der  Form,  wo  die  Function  unter  dem  Wurzelzeichen  ein  Product 
dreier  linearen  Factoren  ist.  H. 


Invarianti,  covarianti  e  contravarianti  delle  funzioni  omogenee, 
nota  del  P.  Giacomo  Foglini.  (estr.  dagli  Atti  deir  Äccadomia 
Pontiücia  de'  Nuovi  Lincei  XXXI.).  Roma  1879.  Tipografia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.    70  S. 

Die  Theorie  der  Invarianten  ist  hier  für  Studireude  in  klarem, 
leicht  verständlichem  Vortrage  bearbeitet  H. 


Vorlesungen   über   lineare   Differential-Gleichungen.     Von  Prof. 
Simon  Spitzer.    Wien  1878.    Carl  Gerold's  Sohn.    194  S. 
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Integration  partieller  Differential-Gleichungen.  Von  Prof.  Simon 
Spitzer.    Wien,  1879.    Carl  Gerold's  Sohn.    93  S. 

Im  225.  litt.  Ber.  ist  eine  der  Fortsetzungen  der  Schrift  des- 
selben Verfassers:  „Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
Gleichungen"  besprochen.  Die  gegenwärtige  Schrift  „Vorlesungen  etc." 
unterscheidet  sich  von  den  „Studien"  nicht  durch  den  Inhalt,  aber 
durch  eine  weit  sorgfältigere  Bearbeitung.  Der  durchgehende  Ge- 
sichtspunkt ist  hier:  Wieweit  kann  jede  Aufgabe  durch  die  einzelnen 
namhaften  Methoden  gelöst  werden?  eine  Frage  die  in  jener  dem 
Leser  meist  überlassen  war  zu  untersuchen.  In  der  Vorrede  wird 
durch  eine  Reihe  von  Arbeiten  über  dieselbe  lineare  Gleichung  2.  Ordn. 
mit  linearen  Coefficienten,  deren  Autoren  sämmüich  die  Laplace'sche 
Methode  entweder  zu  grossem  Nachteil  ungenutzt  lassen  oder  an- 
wenden ohne  Laplace  zu  nennen,  gezeigt,  dass  Laplace's  Arbeit  ganz 
vergessen  war.  Die  zweite  Schrift  „Integration  etc."  ist  ein  Versuch 
die  Lehre  von  den  partiellen  Differentialgleichungen  nach  dem  ge- 
wöhnlichen Inhalt  im  Zusammenhang  darzustellen.  Hierzu  kommt  die 
Behandlung  einer  grossem  Zahl  specieller  Aufgaben«  Der  1.  Abschnitt 
betrifft  die  trinomische  totale  Differentialgleichung.  Die  2  folgen- 
den die  linearen,  der  letzte  die  nicht  linearen  partiellen  1.  Ordnung. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

NouvcUe  Correspondauco  math6matique.  Redig^e  par  Eugene 
Catalan,  Docteur  ^s  sciences,  Professeur  ä  Tuniversite  de  Liöge; 
avec  la  collaboration  de  MM.  Mansiou,  Laisant,  Brocard, 
Neuberg  et  Edouard  Lucas.  Tome  cinquieme.  Li6ge  1879. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist  fol- 
gender. 

Starkof:  Ueber  die  Integration  der  linearen  Gleichungen. 

Chadu:  Ueber  den  Kreis  der  9  Punkte. 

Neuberg:  Ueber  die  Krümmung  der  Linien. 

Ribaucour:  Ueber  die  einhüllenden  Curven  von  Kreisen  und 
die  einhüllenden  Flächen  von  Kugeln. 

Brocard:  Ueber  die  Häufigkeit  und  Gesammtzahl  der  Primzahlen 
(Forts.  Bd.  V.). 

Neuberg:  Ueber  die  homologen  Dreiecke  (Bemerkungen  d.  Red.). 
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L D  c  1  e u  L 6  vy :  Darlegung  der  ersten  EigenscLaften  der  Flächen 
t  Grades. 

Xenberg;  Ueber  die  hümologen  Tetraeder. 
Neuberg:  Eigenechaft  des  Dreiecks  (Forts.  Bd.  EH.). 
E.  Catälan;  Eine  Eigenschaft  der  Zahl  365. 
Neuberg:  üeber  die  Cj kleide. 

P.  Mansion:    Principien  der  Theorie  der  Beveloppoiden  der 
i^ucü  Cnnen. 

G,  de  Longchamps:  Ucber  die  kubischen  Unicursalcn. 
E.  Catalan:  Uebcr  die  Zerlegung  eines  Kubus  in  4  Kuben. 
J.  L.  W.  Y.  Jensen:  Multiplic<atiön  zweier  cenvergenten  Reihen. 
S.  Realis;  Fragen  aus  der  numerischen  Analysis. 
E.  Catalan^  lieber  einen  Gnindriss  der  descriptiven  Qeometria 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik« 

Redtenbacher,  F.,  geist  Bedeut.  d.  Mechanik  u.  geschichtl. 
Skizze  d.  Entdeckung  ihrer  Prinz.  München,  Bassermann.  2  Mk.  40Pf. 

Methode  und  Principien. 

Crookes,  W.,  strahlende  Materie.  Dtsch.  hrsg.  v.  H.  Gretschel. 
Leipzig,  Quandt  <fe  H.    1  Mk.  50  Pf. 

Kleinpaul,  H.,  d.  Sonne  u.  d.  Leben.  Rochlitz,  Bode.  1  Mk.  20 Pf. 

Lelirbttoher,  Sammliingen  und  Tabellen. 

Boyman,  J.  R,  Lehrbuch  d.  Mathematik.  2.  Thl.  5.  Afl. 
Düsseldorf,  Schwann.    2  Mk.  25  Pf. 

Gandtner,  J.  0.,  u.  K.  F.  Junghans,  Sammig.  v.  Lehrsätzen 
u.  Aufgaben  aus  d.  Planimetrie.  1.  Thl.  4.  Afl.  Berlin,  Weidmann. 
2  Mk.  40  Pf. 

Gauss,  F.  G.,  fünfstell,  vollst,  logarithm.  u.  trig.  Tafeln.  20.  Afl. 
Halle,  Strien.    2  Mk. 

Harms,  Chr.,  d.  erste  Stufe  d.  mathem.  Unterrichts.  1.  Abth. 
4.  Afl.    Oldenburg,  Stalling.    1  Mk.  25  Pf. 

Heis,  E.,  Sammig.  v.  Bcisp.  u.  Aufgaben  aus  d.  allg.  Arithmetik 
u.  Algebra.    54.  Afl.    Cölu,  DuMont-Schauberg.    3  Mk. 

Hermes,  0,  Sammig.  v.  Aufgaben  aus  d.  Goniometrie  u.  ebeneo 
Trigonometrie.    Berlin,  Winckelmann  &  S.    3  Mk.  60  Pf. 

Jordan,  W.,  Hülfstafeln  f.  Tachymetrie.  Stuttgart,  Metzler. 
8  Mk. 

--    Tables  tachjrm^triques.    Ebd.    8  Mk. 

Martus,  H.  C.  E.,  math.  Aufg.  2.  Thl.  Resultate.  Leipzig, 
Koch.    4.  Afl.    4  Mk.  20  Pf. 
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Boland,  M.,  prakt.  Anldtg.  %.  gründL  Unterr.  in  der  höh, 
Mathematik.    3,  Tbl    Bouu,  Coheu  k  SoUd.    6  Mk, 

Sachso,  J,  J.,  Mathematik  f,  LehrhilduügsansL  n,  Lehrer.  2.  Thl. 
Leipzigs  Siegismund  &  V.    4  Mk. 

Wittstein,  Th.,  Lehrbuch  d.  EiemenUr-Mathem.  L  Bd.  t 
n*  2.  Äbth.  II.  2-  Bd,  1,  a,  2.  Abth,    Hannorer,  Eahn.     i  Mk,  60  Pf 

Arithmetik  f  Algrebra  und  reine  Analjais. 

Büttner,  Ä.,  d,  Elemeute  d.  Buchstabenrechag.  u.  Algebra. 
5.  Afl.    BerliTi,  Stuhenraueli.    2  Mk.  40  Pf, 

Heilermanu,  H,  ite  J.  Diokraann,  Lclir-  n.  tlebunpbuch  f.  d. 
Uaterr.  in  d.  Algebra.    3.  Tbl.    Essen,  BfUieker.    1  Mk.  20  Pf. 

Seherittg,  E.,  Bestimm,  d.  iiuadrat,  Rest-Charakt^TS.  Göttin- 
%m,  DJ€tericb.    2  Mk.  40  Ff. 

Gei^nietrle. 

Arabrozy,  C,  Elemente  d.  Geometrie  n.  d,  geometr  Zeichnen, 
L  Tbl.    BielitK,  Fr(lblich.    1  Mk.  20  Pf. 

Ameseder,  A.,  üb.  vierfach  berübreudc^  Kegelschnitte  der  Gnr- 
vea  vierter  Ordnuüg  ra.  3  Dopiml punkten.    Wien,  Gerold'B  S.    40  Pf. 

Bobek,  B.,  üb.  ebene  rationale  Cnrven  4.  Ordnung.  Wien,  Ge- 
rold's  S.     1  Mk.  60  Pf. 

Ebel,  M.,  prakt.  Anleitg.  z.  Gebraucho  d.  graph.  Metboden  bei 
QaergchnittsberecbDungen.    Freiburg,  Herder.    2  Mk,  60  Pf. 

Gliozer,  E.,  Lehrb.  d.  Elemontar-GGOmetrie.  1,  Tbl.  Ham- 
brg,  Nestler  &  M,     2  Mk. 

J  a  n  d  e  e  k  y ,  V. ,  Geo m e tr ia  pro  vy 5Si  gy m nasie a,  3 .  Vy dan i .  Dil 
1.  i.  2.    Prag,  Kober.    3  Mk. 

Jungbänel,  A.,  Kursus  z.  Einfillirg.  ia  d,  Geometrie.  2.  Afl. 
Berlin,  HempeL    60  Pf. 

Junghans,  K.  F„  Lehrbuch  d.  ebenen  Geometrie.  L  u.  2.  ThL 
Berlin,  Weidmann,     k  2  Mk.  ¥)  Pf. 

Mink,  W.,  Lehrb.  d.  Geometrie,  7,  Afl.  Elberfeld^  Friderichs. 
3Mk. 

Maller,  J,,  Elementje  d.  ebenen  Geometrie  u.  Stereometrie. 
1  .IB.    Braunscbweig,  Vieweg  &  S.    1  Mk.  GO  H. 

Eeishaus,  Tb.,  Vorschule  z.  Geometrie,  L  u.  2.  Abtli.  Leip- 
zig, Teubner,    3  Mk.  20  Pf, 

Wallcntin,  F-,  Grnndlebren  d,  rfiaml.  Geometrie.  Wien,  Ge- 
ruki^s  S.    1  Mk.  60  Pf. 

Wiecke,  P.,  4  Kurse  in  d,  Geometrie.    Cassel,  Fischer.    5Mlc. 
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Trigonometrie. 

Gemerth,  A.,  Grundlehren  d.  ebenen  Trigonometrie.  4.  Afl. 
Wien,  Gerold's  S.    2  Mk.  40  Pf. 

Hechel,  C,  Leitfaden  z.  Unterr.  in  d.  ebenen  Trigonometrie. 
Reval,  Kluge.    1  Mk.  50  Pf. 

—    Lehrbuch  d.  sphär.  Trigonometrie.   2.  Afl.  Ebd.   1  Mk.  50  Pf. 

Praktische  Geometrie,  ^eodftsie. 

Bauernfeind,  C.  M.  v.,  Elemente  d.  Vormessungskunde.  6.  Afl. 
2  Bde.    Stuttgart,  Cotta.    18  Mk. 

Fialkowski,  N.,  d.  zeichnende  Geometrie.  Wien,  Pichler's  \V. 
&  S.    1  Mk.  20  Pf. 

Franke,  J.  M.,  d.  Grundlohren  d.  trigonometr.  Vermessg.  in 
rechtwinkl.  Koordinatensystem.    Leipzig,  Teubner.    12  Mk. 

Kalender  f.  Messkunde  auf  d.  J.  1880.  Hrsg.  v.  M.  Clouth. 
Trier,  Lintz.     2  Mk.  80  Pf. 

Schuber th,  H.,  d.  Elemente  d.  geometr.  Zeichnens.  Milten- 
berg, HaJbig.    2  Mk.  50  Pf,  color.  3  Mk. 

Schulze,  C,  Ilülfsb.  z.  Lösung  v.  Aufgaben  a.  d.  Geometrie, 
Stereom.  u.  Geodäsie.    Leipzig,  0.  Wigand.    1  Mk.  50  Pf. 

Se  ob  erger,  G.,  Grandzüge  d.  perspekt.  Schattenlehre.  2.  Afl. 
Regensburg,  Coppenrath.    2  Mk. 

Mechanik« 

Somoff,  J.,  theoretische  Mechanik.  Uebers.  v.  A.  Ziwct.  2.  Afl. 
Leipzig,  Teubner.    6  Mk.  80  Pf. 

Technik« 

Schulze,  R.,  d.  physikal.  Kräfte  im  Dienste  d.  Gewerbe,  d. 
Kunst  u.  d.  Wissensch.  Frei  nach  Guillemin.  13.  u.  14.  Lfg.  Leip- 
zig, Frohberg,    ä  1  Mk. 

Elasticität,  Aknsük  und  Optik. 

Eichler,  J.,  Fabenlehre  in  110  Tafeln  ra.  Lehranweisung.  Wien, 
Sallmayer.    7  Mk.  20  Pf. 

ABtronomie  und  Meteorologie« 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  3.  Folge.  28.  Bd. 
J.  1878.    Wien,  Wallishausen.    11  Mk. 
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Beobachtungen,  meteorolog.,  in  Deutschland.  Leipzig,  Teubner. 
8  Mk. 

Fortschritte,  die,  d.  Astronomie.  Nr.  5.  1877  —  79.  Leipzig, 
Mayer.    2  Mk. 

Fortschritte,  die,  d.  Meteorologie.  Nr.  5.  1877  —  79.  Leipzig, 
Mayer.    2  Mk. 

Klein,  H.  J.,  Anleitung  z.  Durchmuster,  d.  Himmels.  Braun- 
schweig,   Yieweg  &  S.    24  Mk. 

Kowalski,  Recherches  sur  la  r^fraction  astronomique.  St.  Pe- 
tersburg, Ricker.    5  Mk. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.  C.  A.  Peters.  96.  Bd.  Nr.  1. 
(Nr.  2281.).    Hamburg,  Mauke,    prcplt.  15  Mk. 

Oppolzer,  Th.  V.,  Lehrb.  d.  Bahnbestimmg.  d.  Kometen  u. 
Planeten.    2.  Bd.    Leipzig,  Engelmann.    32  Mk. 

Repertorium  f.  Meteorologie.  Red.  v.  H.  Wild.  6.  Bd.  2.  Hft. 
Leipzig,  Voss.    18  Mk.  60  Pf. 

Sirius,  13.  Jahrg.  1880.  (12  Hfte.).  1.  Hft  Leipzig,  Scholtze. 
prcplt.  10  Mk. 

Sternfreund,  G.,  astronom.  Führer  pro  1880.  5.  J.  Mün- 
chen, Liter.-art.  Anstalt.    1  Mk. 

Struve,  0.,  M6sures  micrometr.  corr.  des  6toiles  doubles. 
Leipzig,  Voss.    8  Mk. 

Nautik. 

Döring,  W.,  naut  Kalender  f.  d.  J.  1880.  Papenburg,  Rohr. 
60  Pf. 

Jahrbuch,  naut.,  d.  Ephemeriden  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1882.  z. 
Bestimmg  d.  Zeit  etc.  Unter  Red.  y.  Tietjen.  Berlin,  C.  Heymann. 
1  Mk.  50  Pf. 

Physik. 

Ballauf,  L.,  d.  Orundl.  d.  Physik  elem.  5.  Lfg.  Langensalza, 
Beyer  <&  S.    1  Mk. 

Crüger,  J.,  Lehrbuch  d.  Physik.  4.  Afl.  Leipzig,  G.  W.  Kör- 
ner.   4  Mk.  50  Pf. 

Hoffmann,  F.,  Lehrbuch  d.  Physik.  2.  Afl.  Prag,  Tempsky. 
3  Mk. 

Repertorium  d.  Experimental-Physik  etc.  Hrsg.  v.  Th.  Carl. 
16.  Bd.    (12  Hfte.).    1.  Hft.    München,  Oldenbourg.    prcplt  24  Mk. 

Riemann,  B.,  Schwere,  Elektricität  u.  Magnetismus,  bearb.  v. 
K.  Hattendorf.    2.  Asg.    Hannover,  Rümpler.    6  Mk. 

Schütte,  W.,  physik.  Bilder.    Leipzig,  Frohberg.    7  Mk. 
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Waeber,  R,  Lehrbuch  d.  Physik  m.  Berttcksicht  d.  Technol. 
u.  Terminol.    2.  Afl.    Leipzig,  Hirt  &  S.    3  Mk.  50  Pf. 

Yermischte  Schriften. 

Annalen,  mathemat.    Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.    16.  Bd, 
(4  Hefte.).    1.  Hft.    Leipzig,  Teubner.    prcplt.  20  Mk. 
I  Jahrbuch  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.,  hrsg.  t.  C.  Ohrtmann, 

W  F.  Müller,   A.  Wangerin.    9.  Bd.    Jahrg.  1877.    2.  Hft    Berlin, 

f  G.  Reimer.    4  Mk. 

[  Linde  mann.   F.,   Untersuch,  üb.  d.  Riemann-Roch'scheu  Satz. 

[  Leipzig,  Teubner.    1  Mk. 

t  M^langes  mathem.  et  phys.   tirees  du  bulletin  de  PAcad.  imper. 

"  des    sciences   de  St.   Petersb.     Tom.   V.     Livr.   5.     Leipzig,  Voss. 

1  Mk.  80  Pf. 

Mittenzwey,  L.,  mathemat.  Kurzweil.  Leipzig,  Klinkhardt 
1  Mk.  50  Pf. 

Reis,  P.,  Elemente  d.  Physik,  Metereologie  u.  mathemat.  Geo- 
I  graphie.    Leipzig,  Quandt  <&  H.    4  Mk.  50  Pf. 

^  Sitzungsberichte  d.  mathem.-physik.  Glasse  d.  k.  b.  Akademie  d. 

Wissensch.  zu  München.     1879.     3.  Hft     München,   Franz.    1  Mk. 
!  20  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathemat.-naturwiss. 
Gl.    79.  Bd.    1.  Abth.    1-5.  Hft.    Wien,  Gerold's  S.    9  Mk.  80  Pf. 

—  dass.    79.  Bd.    2.  Abth.    2-5.  Hft.    Ebd.    8  Mk.  60  Pf. 

—  dass.    79.  Bd.    3.  Abth.    3—5.  Hft    Ebd.    3  Mk.  50  Pf. 

—  dass.    80.  Bd.    2.  Abth.    1.  Hft    2  Mk.  50  Pf. 
Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  hrsg.  v.  0.  Schlömilch, 

E.  Kahl  u.  E.  Cantor.    25.  J.    1880.    1.   Hft    Leipzig,   Teubner. 
prcplt  18  Mk. 

Zeitschrift  f.  mathem.  u.  naturwiss.  Unterr.  Hrsg.  v.  J.  C.  V. 
Hoffmann.  11.  J.  1880.  (6  Hfte.).  1.  Hft  Ebd.  prcplt  10  Mk. 
80  Pf. 
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Im  Verlage  Ton  L.  BrIII  in  Darmttadt  ist  soeben  erschienen: 
rv  g  Hv       i  A  J  nebst  Anwendung  auf  die 

IIIC  ll6i6flHlll&Hi6ll  fr"vA*^V''ll"- 

beb.  V.  Prof.  Dr.  H.  Dölp« 
In  zweiter  Auflage  bearbeitet  Yon  W.  Soldan,  Bealschuldirector 
in  Giessen.    Preis  2  Mark. 


HusTO  Toigt,  HofbuchhandluDg  in  Leipzig^  liefert  einzeln   ohne 
Preisaufschlag: 

Schlömilch,  Handbuch  der  Mathematik 

(aus  „Encyclopädie  der  Naturwissenschaften"). 

9  Liefgn.  =  2  Bände,  geheftet  27  Mark. 
2  eleg.  Halbfranzbände,  geheftet  30  Mark. 

Pro9pecte  gratis  nnd  franco. 


Verlag  von  Uvis  Nebert  in  lalle  a/S. 

Soeben  erschien: 


ßepetitorium 


der 


analytischen  Geometrie. 

Zusammenstellung  d.  wichtigsten  Sätze  aus  der  analyt.  Geometrie 

des  Raumes  über  Puncto,  Gerade,  Ebenen,   Oberflächen  zweiten 

Grades,  die  Wellenfläche  und  die  sphärische  Trigonometrie. 

gr.  8^.    geh.    1  Mark  20  Pf. 


g^   Verzeichnisse  meines   mathemat.   Verlags  auf  Verlangen 
gratis  und  fraaeo. 
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In  meinem  Verlage  erschien  vor  Kurzem: 

Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik. 


H«  E.  €•  Martas, 

Professor  an  der  Königstädtisclien  Bealscliale  in  Berlin. 

Mit  96  in  den  Text  gredrnokten  Figuren. 

23  Bogen.    Geh.    Preis  7  Mk. 

Leipzig,  C.  A.  Koches  Yerlagsbnchhandlaug. 

(J.  Sengbusch). 


lieber 

Dr.  Buka^s 

Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäbchen 

für  den 

Unteppicht   in    der    höheren 
Geomefpie. 

I.  Serie 

liegt  dem  heutigen  Hefte  ein  ausführlicher  Prospect  bei,  welchen 
wir  der  Beachtung  empfehlen. 

Preis  der  ganzen  Serie  mit  Statif  200  Mk. 

Bei  Einzel-Bezug  kostet  Modell  Nr.  I.  (Doppelmodell)  40  Mk., 
Nr.  n.  25  Mk.,  Nr.  III.  30  Mk.,  Nr.  IV.  35  Mk.,  Nr.  V.  60  Mk. 
und  das  Statif  30  Mk. 

Berlin.  Winekelmann  &  S8hne. 


Von  i 
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Teil  J3Jr. 


Taf  I. 


^\ 


Schreibung  eines  Kcffd^nitts 
jente. 


N (IJ 


.^'     y.fjTj 


y JT        (Mj 


Stcmdruckcrei  ^f.lf.lMnikc  (^rci/sToald • 
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TdlJSr. 


Taf.U 


(rruner^  Jrckk 


Stcmc/ruc)et!-i;i  r T.WJTiattJlee,  ^rec/tvcUoi. 
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3iitt  SScrIage  öon 

^ßatb  ^falTing  in  ^(benButg 

erfd^icnen  bie  nad^fotgcnbcn  unb  rafd^  berbrcitetctt 

bic  burd^  äffe  gute  Suci^l^anblungctt  ju  Bcjiel^cn  finb.    35ci  neuen  (Sinfü 
rangen  toerben  3fteicjen^)Iate  an  bie  betr.  ^crrcn  Sekret  gern  abgegebc 


i^orMS^  CJ>r^  (5ßrofc)for  an  bcr  »calf^utc  in  Dlbcnburg).  IltC^etlbtU^  fttt  ttolb 

ff^nlen  imb  bie  ttitiereit  klaffen  ^ü^erer  ä^nlttx.   i.st^eii.  e.^ufi.  c^^  1.5 

^PomiSy  ItS^L    n.  SC^cil,  für  bic  DbcrIIaffcn  gcl^obcncr  aSoIfö:*  nnb  gortbilbung 
©^ulen  unb  bic  mittleren  Älaffcn  p^crcr  ©^utcn.    J(  1. 

^it  arbeiten  t)on  ^armd  auf  bem  @)e6tete  btefcd  Untertic^ted  gehören  )u  beit  dtfc^cinunq^ 

mclc^  bic  SBcac^timg  jebe^  Stw^cnlc^rerS  in  9(nf^)nt^  nehmen;  ftc  befunbcn  feinen  tnncrn  ^rn 

bfd  ©«Raffen*  unb  feine  uoffc  ©e^errfÄung  be«  ©toffe«,  au«  beffcn  reicher  2rüIIc  er  ein  rcicfi 

TOafe  ttu^t^lt;  aus  allen  95eruf«!reifcn  bc4  ^)tactif4cn  fiebenS   ftellt  er  bie  ^lufgaben   in  ititi 

effantcr  Seife  ^ufarnmen.  —  3«  ntet^obift^cr  ^inftd^t  ebnet  er  jioar  feinen  @(^ülem  ben  SBeg  ni 

^u  einer  bequemen  ^eerftrafte,  bie  fij^  gem&c^Iid^cn  @(^rittc8  tüonbem  lägt,   fonbem  forbert  ü 

i^en  baS  ©infe^en  ber  gangen  geiftigen  Äraft  unb  jftf^e^luSbauer;  bofür  förbert  er  fte  aber  at 

5u  DoBcr  Älar^eit.    3«  ber  prftcifen  a)arlegung  ber  Segriffe  ift  er  inuftergültig.  —  3)er  I.  Ük 

gibt  im  1.  CurfuS  ba«  Steinen  mit  ganjen  3^^^^"^  ^  2.  (Surfuö  entl^lt  in  fetner  erftcn  §äl 

ba^  9led^nen  «mit  imb  nac^  S3rüd^en'',  gemeinen  unb  becimalen,  auc^  bad  abgelürjte  9)ec^ncn  r 

le^tttn;  in  feiner  ^weiten  gaffte  a)  9tuf gaben  fa^üc^  gcorbnet:   ^rocent*,  (Sefettfc^aftS*  unb  ^ 

f<:^ung9re(^nung,  Äettenfaf,  ^in^Jja^Icn,  SRünj*  unb  ©ert^a^ierret^nung,  geometrifd^e  ?tuf .qabc 

b>  tlufgaben  na(ö  S3eruf8frei»cn  gcorbnet:  ^au^tüirtl^fd^aft,  fianbtoirt^ft^aft,  ©cwerbe,  ^anbel  u 

^etltfyc,  ©cnoffenf^afta*  unb  SBerft^enmgSwcfen;  unb  im  ^l^angc  3infc*im*^c^«w^9-  —  ^ 

IL  X^il  ift  nur  ein  9?ad^traj  für  bic  uerfd^iebenen  Uebungen  unb  ^ier  unb  ba  noc^  eine  Qvtv 

tcrung  be«  Stoffe«,   fomit  fiir  meiter  ftrebenbc  @d|iller  unb  Älaffen  geeignet.     3«  ^^^^^^  neu 

^Mti^ten  jä^fen  »ir  bie  Äuöfütjrung  ber  6ubtraction  burcfi  (Srgänjung ;  bie  bcTabif c^e  (Srgän.ui^i 

!£^it)ifu)n  o^ne  ^infc^reibung  bcr  $artial<)robuftc  Jc;  bann  (JrlSuterung  bc«  JQuabrieren«  2c.  bui 

JJtgHTcn.  (^abagogifd^e«  5tr(^iö,  XIX,,  1877,  »ogen  30.) 

iObiged  9le(^enbuc^  na^  fc^on  bidl^r  auf  bem  ©ebietc  be«  9lc(!^enunterri(]^t«  eine  e^rentto 

stelle  ein.     ^uni^  bic  jeitaematc  Umarbeitung  nad^  ber  neuen  ^cwi^t«:=  unb  SRünjorbnunc; 

nunmehr  feine  53rau(^barfett  auf  ba«  ganjc  bcutfc^e  {Reid^  auSgebcl^nt.     3)ur(^  ben  tocmtebrt 

llebuttgSftoff  l^at  baffelbc  nunmehr  eine  foI(^e  SSoUftanbigfeit  erreicht,  baß  ba«  in  iftm  entbaltt 

^S^aterial  füt  bie  auf  bem  Xitel  angegebenen  ©d^ulcn  üoDfiänbig  ausreicht,     ^abei  ift  e«   tii 

unwefcntli^  in  metl^bifc^er  ^infit^t  »crbcffert  toorbcn,  rooburcft  bic  ©raudjbarfcit  bc«  SÖuc^ed  Vi 

erl^d^t  trirb.    2)cr  gnjcite  Xl^eil  greift  in  noc^  üiel  größerem  SWaftc  in  ba«  ÖJebiet  bcr  $au«=:  ii 

fianbwirt^ftl^aft,  be«  ipanbcl«  unb  bcr  ®ctt>erbc  ein;   e«  nimmt  alfo  feinen  @toff  au«  bem  Seb 

xLTih  orbeitet  für  ba«  fieben.    3)abei  tragt  e«  ben  Siegeln  ber  neuen  S)ibaftif  in  mcifterboftcr  ?öe 

aiccömmg.    SSeibc  38crf(^cn  Dcrbicnen  bic  toärmftc  (5m|)fc]^Iung.  (Sd^ulfreimb,  1877.) 

^a«  fRtä^mhu^  für  SJoIföfd^Ien  l^at  ftd|  in  bcr  norbtücftlid^en  (Sdfc  unferc«  SSatcrlanbe^  .^> 

Tnat^«rc<^t  crtrorbcn.     S«  bringt  ben  Sflct^enftoff  in  logifd^cr  SJolgc  unb  ^at  öielc  ?(ufgaben,   ! 

beut  Scben  entnommen  finb.     3)cm  abgcfürjtcn  9ie(^nen  ift  ein  befonbercr  OTfd^nitt  gemibni 

?lud  ben  früher  Dom  SBcrfaffcr  l^rau«gcgebenen   „metf^obifd^  georbncten  9lufgaben"  l^at  ficf)  a\ 

ba^  »d  2  genannte  9Jed^cnbucö  für  Obcrflaffcn  unb  ^öl^crc  ©d^ulcn  abgcjtocigt;   e«  ift  al«  Jo 

fet^ung  be«  oben  jucrft  genannten  58u(^e«  ^u  bctrad^ten.     ^icr  finbct  ftc^  eine  reiche  Sammln 

tnm  SScif^tcIen,  ^u  bcncn  ^anbel  imb  SScrfcftr,  ßanb*  unb  |)au«ioirtT^fc^aft,  ©cwcrbc,  S'^atiivlcl 

unb  9Wc(ianif  2c.  hit  SScrl^ftltniffc  bieten.     SScibe  ©üc^cr  lönncn  mit  am  ©nbc  zugefügten  *?l; 

^     toortcn  belogen  werben.  (^at]^oIif(^c  Seitft^r.  f.  (Sr^icl^ung,  1877.    9?eiiS.) 

i         SRet^obtfd^  gcorbnete  2(ufgaben  über  alle  Sorfommniffc  ber  gemeinen  ^Irit^meti!  unb  eine  'ütci 

\     <Stoff«  bietenb,  habei  ganj  burci^fit^tig  gegliebcrt!  ?luc^  bie  ^creti^nung  bcr  geometrifci^en  gigui 

\    unb  Äör^er  ift   öufgenommen.      O^nc   auf  einzelne«  einzugeben,   tmp\tf^lm  toir  biefc   bcii 

;     Bd)Tifien,  hurdi  beren  Qfebraud^  gfcrtigfctt  unb  ©ic^er^eit  im  9le(^neÄ  erjicit  toerben  toirb. 

((JoTrcf^)onbcnäbIatt  für  ©ele^rtcns  unb  SRealfd^uIen  Sürttcmbeiö^.) 
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Verlag  üun  ^etJ^ntb  §ia!Rn%  in  Olbenbutg. 


@ine  rctdSc  guuborubc  inöbcfonbcre  für  gut  vorbereitete  gortbilbimgSfc^üIcr.  3)ie  ^raflifc^en 
•"^(ufgabcn  au§  ber  ^feecftanif,  iWaturlc^rc,  ^qu#=  unb  fianbtoirt^ft^aft,  bem  (SJcmcrbe,  ^anbcl  unb 
'4Scrtef)r,  ©enoffcnfc^aftö^-  unb  SBerfic^crungSircfcn  finb  ber  befoubcren  SBcQcfttung  ujert^.  — 

(Äird^cn^  unb  (5d)ulblQtt  f.  b.  ©rofe^crjogt^.  6.:^gScimar  f.  1877  9Jr.  8.) 

axms^   €^r* ,   «.  Dr.  ^-  ÄolltW  (D6erle^rcr  am  tömgftäbtifdien  ©^mnaftum 

in  Berlin),  lU^ienbn^i  fwc  OK^wna^tn,  ttealf^iitlen,  ^mtthtf^nlt%  ^o^ere 
Ättrswf4i«len,  Jewware  u.  ©icftcntc  «ufiaflc.   2  c//K  25  ^. 

JDic  .§crren  SScrfaffcr  nct)mt\x,  mcil  iör  fRcc^cnbud^  für  l)ö^erc  Sdjulcn  beftimmt  ift,  c\an^  bc- 
fonbcrö  barauf  SRüdffici^t,  bafe  ber  9?ec^cnunterri(i&t  and)  bie  5Borftufc  für  bic  9(rit^mett!  fein  foU, 
unb  f äffen  bcöftolb  bie  ©rflftrungcn  für  bic  toicr  ©pccieö  tnögli(t)ft  aHöcmcin,  fo  bafe  bicfclbcn  aucö 
bei  bcn  fpftter^in  eintrctenbcn  negativen  Qa^Un  iijtt  Geltung  bcljalten.  ^ier^^u  fommt  no^  bic 
auögebe^nte  9tnn)enbung  von  Ä'Iantmcm^  bie  bcreitö  in  ben  $Iufgaben  ber  crftcn  Stufe  ftattfinbct 
füioie  ber  jcttmeiligc  (SJebroud)  ber  allgemeinen  ©l}mboIe,  rooburd)  bic  Sdjüler  für  i>(\^  SBcrftftnb^ 
iiiB  ber  arit^mettfrfjen  ©runbfe^ren  m  frud)tbnngenber  SBeife  oorbereitet  werben.  SSon  bicfem  fpe? 
cicCten  ßwedc  bed  ^uö^t^  obfe^cnb,  begegnen  loir  in  allem  Uebrigen  einer  met^obifcfien  (Stufenfolge 
Der  Hebungen,  loie  fie  aud)  in  S8olfdfd)uIcn  innege()alten  merben  mufe.  So  ift  e§  ä*  ^-  ijeitgcmaB, 
auf  bie  •gemeinen  SSrü^e  fogleid^  bie  S)eci  mal  brücke  folgen  ju  laffcn,  inbem  le^terc  ftd)  bem  mc= 
trifdjen  9Ka6=  unb  öiiemid)töfr)ftem  anfd)lie(}en  unb  bemgemftfe  ju  einer  bebeutenben  (Srleidjteruni^ 
bc«^  9tec^nenä  biencn.  3)a6  bie  C^erren  SBerfaffer  bie  2i3fung  ber  9lufgaben  auf  jeber  neuen  Stufe 
biird)  wenige  beftimmte  fragen  anbeuten  unb  ben  Schüler  oon  oom^erein  baran  geioöl^ncn,  aufi  bcn 
Den  angeioanbten  Slufgaben  binjugefügten  9?ebenumftänbcn  bie  eigentlid)  ju  redftnenbe  ?lufgabc  ^cr^ 
auö.^ufinben,  bafe  fie  ferner  bie  ^tnioenbung  be§  fogenannten  5Brud)fafee§  bem  ®thxaM(i)  ber  ^ro= 
Portionen  oorijie^en  unb  namentli(!&  aud)  ber  ©id)tigfeit  bcö  Äopfrec^nenö  fleiftig  eingeben!  fmb, 
ift  oollfommen  fadjgeraöB  «»^b  oerbient  befonbere  $(nerfennung.  —  3)emgemci6  fei  ha^  93ud)  für 
lociterge^enbe  S3ebürfniffe  beftenä  empfol^len.      (SBranbenburger  ©c^ulblatt,  1871,  ,§eft  11,  12.) 

^a§  oorliegenbe  SRetftenbud)  unterfc^cibet  fid)  uon  anbem  nid)t  bmö)  ioefentli(^  neue  @efld)tö- 
punftc  ober  abweici^enbe  ö^runbiä^e,  jeic^net  fic^  aber  auö  burdi  bie  9Sielfeitigfeit,  Umfielt  unb 
SUarhcit  in  ber  93crüdfid)tigung  ber  an  ein  foldjc«  gu  ftettenbcn  9lnforbcrungen.  §(uf  bicfe  näber 
>tn,^ugc^en,  ift  Ijier  feine  SSeranlaffung :  ein,^eln  finb  fie  allbc!annt,  nur  oergiijt  man  leicht  eine 
libcr  bic  anbre  imb  fie^t  i^ren  Umfang  für  ^u  gering  an.  (Sinige  S3emcr!ungen  mögen  ßcnügen. 
:?iae  tjorgftngige  Einleitung  unb  (Srflftrung  beffen,  load  jum  SJcrftftnbniJ  gel)ört,  ift  grunbfäj^Ud) 
.iu§gefd}loffen.  3)agegen  »irb  man  feine  uot^menbige  Eingabe  über  hau  Oemiiffen,  joad  reine 
5ad)e  beö  ßJebäc^tniffeöi  ift  unb  auf  factifcfter  geftfe^ung  berul)t;  numcrifcöc  eingaben  finbet  mon 
immer  gteid^  an  ber  Stelle,  wo  fie  juei-ft  gcbraud)t  werben,  dö  ift  bie§  in  ber  %i)at  ein  ^ot^uc^. 
?enn  ^Dianc^e  wiffen  beibe^^  nid)t  oon  einanber  ^u  unterfc^eiben.  öcrüor5ul)ebcn  ift  ferner,  bafe  bie 
.Hnwenbungen  besJ  SRec^nen^  nic^t  oon  ber  birecten  Einübung  ber  Cperatton  gefc^ieben  auftreten. 
ii;ielmel)r  wirb  bei  ber  Einübung  bie  gragefteüung  auf  alle  mi5glid)en  SBeifen  gewanbt,  fo  öaB 
M'r  Sd)üler  bie  93ebeutung  ber  Operation  fortwä^renb  im  SBewufetfein  erhalten  mufe  unb  jcbc  tnög= 
.id)e  5lnwenbung  jugleic^  lernt,  hiermit  ftel)t  in  SBerbiubung,  bafe  bie  für  bas  praftifc^c  ficben 
jcftimmten  ^Inwenbuugen,  auf  wel^e  reid)Iid)  IRüdfic^t  genonunen  ift,  fc^on  oollftänbig  in  ber  gc^ 
.iräud)lid)en  Sorm  alö  93ei)piele  für  bie  einfad)e  Operation  aufgegeben  werben.  *5)er  i^wette  Sljeil 
vö  ^weiten  ü^urfuö  ^anbelt  bann  inöbefonbere  oon  ben  wic^tigftcn  praftijc^en  Sied^nungSartcii. 
Kefultate  finb  nie  angegeben.  (Elrdftio  für  SÄat^ematif  unb  $^l)fif  LVI.,  §eft  4.) 

9Bir  fönnen  unfer  GJefammturtl^eil  ba^in  ^ufammenfaffen,  ha^  eg  fid)  für  bie  Schulen,  auf  bic 
's?  bcre(^net  ift,  fe^r  woHji  eignet  unb  fiür  bie  ©mfü^rung  beg  neuen  ÜKafeft)ftem8  ben  nteiften 
Hed)enbüd)em  oorjujie^en  ift,  jebenfaffö  einem  fiebrer,  bem  eS  weniger  um  mec^anifc^eö  9^e(^ncn 
\{^  um  Hebung  ber  geiftigen  ^raft  burc^  bad  S^ec^nen  ju  ifjnn  ift,  eine  wefentlid)e  ^ülfe  gewähren 
oirb.  (3eitfd)r.  f.  (iJljmnafialwcfen.) 

;^ie)e§  58ud)  ^at  fid^  raf(^  93a^n  gebrochen,  unb  blefed  ift  erflftrlicj^,  toenn  man  bebenft,  bafe 
>n)iclbe,  gegenüber  oielen  anberen  in  ^ö^eren  fiel)ranftalten  eingefül)rten  SRet^enbücßern ,  roelc^i- 
lucl)  bem  jüngeren  8d)üler  fd)on  eine  fteife  wiffenfdjaftlic^c  fjorm  barbieten,  fit^  einer  elementaren 
8cl)anblunggweife  befleiSigt.  §11^  eine  glüdlidje  9ieuerung  wollen  wir  nur  eine  ljert)or^ebcu : 
Die  ^Jerfa^cr  gliebeni  ben  Stoff  ber  .^oeiten  Stufe  bed  I.  ^urfuö  (JRed)nen  mit  ungleich  bcnonn- 
en  B^'^lftt)  iifJ^  ber  S3efd)affen^eit  ber  SBft^rungSjöljlen,  nämlid)  a)  SBä^rungsija^l  10  ober  eine 
l^oten^  oon  10,  b)  ^Bd^rungd^a^l  50  ober  500,  c)  anbere  ©ä^rungSjablen. 

(Eln^eiger  f.  b.  neuefte  pftbagog.  öiteratur,  9^r.  1,  1878.) 

;©ie  Ferren  SSerfaffer  finb  bemüht  ibre  fd)on  beim  erften  ©rf^einen  ald  ^Ö^ft  bantenöwert^  oon 
xüeu  Seiten  bezeichnete  Slrbeit  immer  me^r  ju  oerooltfommnen.     SKögcn  bie  SBerbienfte,  weld)c  bie 


Digitized  by  CjOOQ  iC 


©erlag  öon  ^eri^atb  $faffiitg  in  Dihcabuxq. 


<:cmn  Äaütu«  onb  ^arm«  f«f|  burc^  i^r  3Bcrf  um  Mf  aRctl^obif  bc8  SRci^enuntenic^tÄ  cvioavbcu, 
icroU  bic  gebn^rcnbc  Hncrtcnnung  fiiibcn!  ((5cntr.=0rg.  f.  3flcalfc^ul»ef.,  IV.  3<il)tg.,  3.  u,  4.  ^.) 
«Wan  itifrfte  bcra  S3ud^c  f(^on  bei  feiner  crfteii  ^Tuflagc  (1870)  an,  bog  e§  eine  öcmünftigc 
!.iuc  SWct^obc  für  ben  früher  auf  geteerten  (5d)utcn  »eniger  gefc^ä^tcn  9tec^cnuntcmd)t  onftrebtc. 
Tic  ^ahlrcic^  SCupagcn  ^aben  bie  örau(f)bat!elt  bc«  S3u(^e^  cnotefcn.  9Ran  legt  je^t  aud)  auf 
'"imiiailen  5Sert^  auf  ba§  praftifd)c  SRcc^nen.  ^aS  praftifc^e  SRcd^nen  ift  eine  fo  uor^ügIid)c 
?i  rbcrcitung  für  bic  fpfyntn  ^(ufgabcn  ber  Slrit^mcti!  unb  Trigonometrie,  ha^  !aum  m  begreifen 
;:,  unc  man  fo  lange  gcit  bicfe  SSorf^uIc  fo  gering  adjten  tonnte.  —  9BaS  beim  JRccgejiuntcrric^t 
w'At  mcrbcn  mu6,  ift  oor  attcn  3)ingen  eine  Icbf^afte  Wnfc^auung  ber  ga^fenocr^öltniffc  unb 
:.i:n  ein  flareö  SBetoujtfein  oon  ber  5lrt,  mic  eine  Slufgabc  gclöft  wirb,  ©er  nur  met^anifcftc 
L'  iur.üien  Ic()rt,  gibt  ben  ©diülem  Steine  ftatt  bcd  ©roted.  6o(^cd  ju  ocrmeiben,  gibt  t>a^ 
..il:cöenbc  üu«  bem  praftifc^en  Bdjnikbm  ^eroorgegangcnc  SSerf  gute  Einleitung. 

(X^üringifcfte  Sd)uljeitung,  1878,  9?r.  47.) 
I^iiieC'  9?cc^enbu(^,   bad  in  ber  Z^at  im  hebten  Sinne  beö  ©ortcö  ein  ?lufgabenbud)  ift,   be^ 
ri  ri  Qiu^  in  neuer  Auflage  feine  alte  iBrauc^barfeit    gur  (Smpfe^lung  bcffelben  f)abcn  wir  nid}tg 
ijiiaufügcn,  ba  eö  in  ber  Sel)rermeU  o^nebem  l^inreic^enb  begannt  ift.    {^äbagog.  3;ol)rc3bcr.) 

arms,  Die  erste  Stufe  des  matheraatischen  Unterrichts  in  einer  Reilien- 
folge  methodisch  geordneter  arithmetischer  und  geometrischer  Auf- 
gaben dargestellt.     I.  Heft,  4.  Aufl.    n.  Heft,  3  Aufl.    ä  1  ^  25  ^. 

Tft  Serfaffer  ^at  folgenbeö  Programm  ftreng  burt^gefü^rt:   „3)ie  Elufgaben  finb  fo  gebilbet 

^^  [prbnet,  hafi  fi(i^  ba«  ©eböube  ber  ©lementararitömctif  n>ic  oon  felbft  barauS  aufbaut;  bafefid) 
■.  Definitionen  S)on  felbft  ergeben,  menn  nur  bie  (Sachen,  mit  benen  bic  Hebung  bereits  oertraut 

n:d)t  f)at,   nod^  mit  bem  redeten  S'Jamen  genannt  merben;   baj  fid)   bie   fie^rfft^c   oon   felbft 
uvfteflen,  toenn  nur  ba«  ©cmeinfame  ber  cin^j^elncn  fjälle,  bic  bie  Hebung  oorgefü^rt  ^at,  nod) 

i  rqc^obcn  unb  fijirt  mirb;  baft  enblic^  ber  6d|ülcr  bad  ^crfa^ren  bei  ben  oerfd)iebenen  C^e^ 

\mcn  burdj«  O^eriren  felbft  finbet."'    3Ber  bie  9li(^tigfeit  beS  in  biefcn  ©(tfcn  ausgebrürften 

.u'cnbigcn^rinci^jä  cinftc^t  unb  erfahren  ^at,  muß  fi^  alSbolb  mit  htm  95ud)e  befreunben. 

(Cgoangel.  Söolfd:^  unb  9ÄitteIfc^ule,  1874,  VI.) 

(tj  ift  für  bic  Cuarta  eine«  ®i}mnafiumS  bcflimmt;  burc^  bic  ä^f^Ö^»  ^^^  ^^  ^^  ^^^  neucften 
.'laqe  erhalten  ^at,  ift  eS  aber  aud)  für  anbere  ©d^ulen,  namentlid)  9Äittctfc^ulen,  geeignet. 
-:  m  bereit«  in  bax  erftcn  ^luflagen  günftig  reccnfirt  unb  fann  SRcccnfcnt  biefcm  günftigen  Ur= 
■  li  bor  ^ritif  nur  juftimmen  unb  ba«  ®üd)lein  niarm  empfehlen,  (ß^riftl.  6c^ulb.,  9h.  17,  1874.) 
^ic  neue  ^(uflage  biefc«  S3üc^lein«,  mel(j^c«  bic  $lufgabcn  fo  gebilbet  unb  georbnet  ^at,  ba| 
'  M^i  (ijcbüubc  ber  Äritl)mctif,  foioeit  e«  ^ier  in  JRebc  fte^t,   wie  oon    felbft  auf  erbaut,    ba^ 

Dmnitionen  fi(^  oon  felbft  ergeben,  bic  fia^rfft^c  fic^  oon  felbft  l)crau«ftellen,  unb  ber  ©d)ülcr 
>  ^^^crfa^rcn  bei  ben  ocrfd|icbcncn  Operationen  felbft  pnbct,  ift  burd)  natie^u  200  algel>röifd)e 

:d)ungen  ocrmc^rt  worben.  (Eiligem.  @c^u^citung,  1871,  9Jr.  44.) 

^tx  3wc(f  be«  SSerfaffer«  mar,  ben  ©d)ülcr  anzuleiten,  bie  JJiQUi^en,  fc  nac^  ber  $lrt  i^rer  S^- 
amenfc^ung,  nac^  unb  nad^  felbft  entfielen  ju  laffen,  unabt)ftngig  oon  ctma  beigegebeneu 
iiiiicjitafeln;    fic   ^n   geioö^nen   an  eine  ftrcnge  9luffaffung   ber  formen,  übcrl)aupt  ftc  oor^^u^ 

uon  für  eine  fpStcrc  ftrcnge  53emei«fü^rung  unb  fiöjung  oon  ^tufgaben.     $?a«  gan^c  S3üd)e[ 

^  lU  in  7  ^Ibfc^nittc,   bie  Aufgaben  über  bic  gerabe  ßinic,  bic  3Binfel,   bie  ^arattelcn,   ba« 

"uiccf,  ba«  3Sicr*  unbSSiclcdf,  ben  ^rei«,  bie  ÖJ leid) ^cit,  SScnoanblung  unb  5läd)enbcrcc^nung  ber 

^'  vdxm  enthalten.  —  ^ic  ^lufgabcn  pnb  faft  burd^au«  leid)t,   unb  ha  leine  J-igurcn  angegeben 

\  fo  ift  ber  ©d^üler  gezwungen,   fid|  biefelben  ju  fud)en.     2)ie   rid)tige  fjigur   ift  aber  )d)Dn 

:.  bobeutenber  SSorfc^ritt  gur  fiöfung,   oft  bicfe  felbft.     (Sine  3)ur(^ arbeitung  biefcr  Sammlung, 

an  fid|  gar  nidjt  überreich  ift,  mirb  bie  oom  Sßerfaffer  angeftrcbtcn  SBort^cilc  fi^cr  jur  Solgc 
i '-n.  Unb  bamit  fei  bicfe  Sammlung  beften«  empfohlen.  (^äbagog.  3a^re«bcric^t,  1879.) 
*l*Dn  ben  einfac^fien  SRaumgcbilbcn  au«ge^nb,  gewöhnt  ber  Sßerfaffer  ben  Sd)üler  oon  oornljerein 
'  ^cll  ®cbraucä^  ber  ftrengeren  gormen,  in  benai  bie  SBiffcnfd^aft  i^re  Sö^c  gibt  mib  bic  SBcs 
:^'  bcrfelbcn  fu^rt.  Obtoo^l  ba«  SBüc^lein  feine  gigurcn  enthält,  fo  ift  bod^  burd)  bie  Söejcid)^ 
nnc'JDcifc  in  ben  ^lufgabcn  t)inl(inglic^  bafür  geforgt,  baft  ber  ficmenbc  bie  2rigur  immer  felbft 
^  iiuiücrfen  ocrmag.     3)crfelbc  mirb  l^icrburc^  äußlcic^  praftifc^  angeleitet,    bie  einzelnen  "Jbeilc 

Tvitiur  nac^  nnb  n<\d),  nämlic^  je  nac^bem  biefelben  in  hm  betrcffenbcn  Sa^  unb  SBcJoei« 
treten,  bur^  3«^i^'^"'^0  barjiuftellen.  $>iefc«  $8crfa^rcn  ocrbicnt  ganj  bcfonberc  aBcadjtung, 
'  m  e«  ben  ©rfolg  bc«  Untcrrid^t«  in  nic^t  geringem  ©rabc  fidlem  ^ilft.  —  hiermit  ba«  aii= 
•  laie  »üc^lcin    beften«  cmpfclilenb,   bemerfen  »oir  nur  nod),    hai  bic  „(Srfte  ^bt^cllung"  be« 

;:n  33crfe«  aritl^mctifd}c  ?lufgabcn  enthält  unb  ju  glcid)em  greife  in  bcrfelbcn  35erlag«I}anb- 
M  .^u  Ijabcn  ift.  (Sc^ulblatt  f.  b.  «Proüinj  S3ranbcnburg,  1879,  «^eft  9/10.) 
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SSerlag  ben  ^<tf«rl  $UM9l%  in  OlbenOurg. 


3n  ber  ^ntoenbun^  ber  in  ber  erften  ^bt^ttung  für  bie  Wtatf^tmaüt  mitoidclten  ^et| 
»clc^e  bur(^  fragen  ^ut  93€oba(i^timg  unb  ^um  $fTftftitbnt6  l^tn^uleiten  fu(^t,  auf  (Geometrie 
Bffnet  [\di  -ein  ito^  t)ie(  toeitercd  ^elb,  ttibem  bie  (Sion^ructtondfoi'benmgen  ju  ben  gta 
^iniulommctt.  Ucbcr  bcn  ©rfolg  mögen  biejenigcn  urtfy:ilen,  kocld^e  bie  9lntft)orten  ber  8^ 
^u  ^örcn  ©elegeit^eit  gehabt  ^aben.  (9(r(i^i)7  ber  ^at^emotil 

!CicfcS  SBcr!  ift  t>on  und  mit  gtcubcn  begrübt  morben;  crft  fel^r  »enige  bicfer  ?lrt  gib« 
5Jerfaffer  ücrftcl^t  c«  meifterl^oft,  feine  Schüler  auf  bemöcbiet  ber  @Iemcntar*®eomctrie  ^cru« 
führen.  («ßommerfc^e  ©latter,  1879,  92t.  «. 

f  ums^  Hed^eitliiic^  fftr  We  Dorfc^nle.  i.  §cft  3.«uff.40^.  2.^cft,  3.  «uff.  70 

©er  SBcrfaffer  mat^t  in  biefer  ?(rbeit  gr^nt  gegen  biejenigcn  3Ret$obifer,  »elt^e  in  ©cjug 
3a]^Ient)erfnü^fungen  iju  l^o^e  5(nf orbcrungen  an  ben  Anfänger  f teilen,  unb  befti^ränft  ft^i^bemgn 
faft  nur  auf  einfache  ?tufgaben.     3)iefelben  umfaffen  ber  S^lei^e  no^  bie  Saf^ltti!ttv.\t  l- 
11—20,  1—100  mit  ^a^IreitJ^en  Unterftufen.     AI«  ]^au^)tfä(^U(^cS  %nfd|auungdmlttcl   bieiü 
Ouabratnct.    3)ie  O^)erationen  berfelbcn  Sfleil^ungöftufe  ftnb  möglid^ft  innig  t)erf(^oIjen,  für  i 
^ortfc^ritt  »erben  bie  (glementc  »tcber^olt  unb  überl^au^t  für  9le^)etitioncn  auf  bie  umfafiei 
®eife  geforgt.    @inb  nun  au(^  bie  ?(ufgabcn  einfach,  fo  treten  fic  boäj  in  ben  monnigfalti 
gönnen  auf.    S)aran  fnü^ft  fid^  eine  anbere  eigent^ümlidbf eit,  nämlitj^  bie  ber  Vorbereitung, 
toirb  auf  allgemeine  €fi^e  Eingearbeitet,  totl^t  fi^  ald  ^ftractionen  aud  bem  (Sin^Inen  erge 
$tt  ^nmeiibungen  treten  ^rüd,  ftnb  aber  arit^metifc^  fc^r  inftructit)  unb  aud  bem  unmittelb 
^nfc^auungi^f reife  ber  ^inber  entlehnt,  ober  ber  9(rt,  bag  bie  ^nfc^auung  leici^t  bcf(!^afft  toc 
fonn.     STbfürjungen  finbcn  SJerücfftc^tigung ,  unb  »ie  gon^  in  ber  Drbnung,  mirb  nitftt  bei  f 
frobuct  ftel^  gebheben,  fonbem  jur  ^otenj  fortgefc^ritten.    S)omit  bürfte  baS  (Sigent^üinl 
ber  toorliegenbeu  Arbeit  im  ^IQgemeinen  ^inreic^enb  (j^arafteriftrt  fein,  um  bie9[ufntetffamfeitj 
pc  ju  lenfen.  (^äbag.  So^reiJbcri^t,  »b.  23^ 

®inc  grünblidie  S)ur(Earbeitung  unfered  3<*^^cnfijftemS,  bie  überall  bie  (Sonfepuenjen  hei  < 
fc^cÄ:  „je^n  einleiten  berfelbcn  Drbnung  bilben  eine  (gin^cit  ber  nötj^ft  ifö^ren  Orbnung''  Ui 
Iid|  Eert)ortrctcn  Iftfet,  ift  freili^  jcftt  mc^r  nöt^ig  a(d  frü^r,  weil  burd|  [it  ber  aicc^nung 
ben  becimalgct^ittcn  Ttafi^afficn  in  einer  ^eife  Dorgearbeitet  »irb,  bag  ftc  feine  neuen  Sdjxoit 
feiten  mel^r  borbieten  fann.  Sßon  biefem  Öefi^td^junftc  anögc^enb,  Ijat  ber  ©crr  »erf affer  bici 
Uu^OQt  bearbeitet;  überaß  futb  bie  SRünsen,  IRafee  unb  ®ewi(ftte  in  bie  engfte  Serbinbung 
bem  Äcd^nen  mit  unbenannten  äo^^cn  fetbft  Qthxad)i,  unb  fo  ift  in  ber  cinfac^ften  fBcife 
9teti^nen  mit  mel^rfac^  benannten  S^W^  ^uf  bad  Stec^neu  mit  einfach  benannten  S^^^^  9^ 
geführt.  3)abci  l^at  ber  ^err  SSerfaffcr  mit  groftcr  ©orafalt  Siec^cnf^micrigfciten  ocnnk 
bamit  ber  flcinc  ©c^üIcr  nic^t  crmübct  unb  feine  gan^  Ärojft  auf  bie  §luffaffung  ber  (Sigcntf 
lic^fciten  ber  3)ecimalcn  concentriren  fann.  —  60  fann  idi  bem  Sud^c  red^t  uiele  neue  ^ 
»ünfcftcn;  ein  auf  baffclbe  geftü^ter  StedEcnunterric^t  wirb  gewiß  t)on  (£rfoIg  begleitet  fein, 
aufterbem  bie  für  einen  fru(^tbringcnbcn  Unterrid^t  not^wcnbigcn  öcbingungcn  erfüllt  fhib. 

(3eitf(Erift  f.  ^rcuftift^e«  ®ljmttafialwcfi 

red^etMUtfjoketi-   ^  i.50. 

3mmer  l^figcr  erft^cinen  jcjt  SRc^fnbüd^er,  wcltj^e  bcn  Stoff  für  ba*  Äopf*  unb  Ctafelri 
lugfei^,  b.  1^.  in  fortlaufenber  äScrmifcftung,  nid^t  getrennt  barbieten.  60  nüfrlid^  bte^  für 
mnigc  ?5erfnüpfung  beibcr  SJct^nungöartcn  ift,  fo  bringt  eS  boc^  auc^  ben  9?ac|t^il  mit  fi*, 
baS  ©pecififd^c  ber  Äo<)frcd&cnauf5aben  nicfit  immer  gehörig  berüdfw^tijt  ift.  Se^tcre^  ift 
in  ber  toorlicgenben  Sammlung  m  trcfflid^er  fBeife  unb  confequent  ge^dic^en,  fo  \>ai  wir 
M  ein  CT^araftcrifticum  berfelbcn  bejeid^nen  unb  fie  ba^er  auf«  befte  cm^fe^len  fönnen. 

(^tuicigcr  f.  b.  ncucftc  ^läbagog.  Literatur,  1878,  9?r. 


@o  tbeti  crfdjicn: 

Starke^  Dr.  «.^  ;5ttlf0bit(l)  für  bie  er|le  Mnterrtdjl 
ftnfc  in  ber  alten  (^tWmt  s»  gd,  so  ^. 

ifecr  ^crr  SScrfaffcr,  in  wcitcftcn  Greifen  buw^  feine  ^efci^icöt^-ßrjaElungcn  befannt. 
in  bicfem  „^ülf^bucfte"  nid^t  einzelne  (Srja^lungen,  fonbem  ein  ©cfammtbilb  ber  alten  ©cfdii 
eine  ^wor  einfädle,  aber  ft^liftifc!^  uoUftanbig  burtJögefü^iie  3)arftellung.  3)a&  Äuc^  ift  für 
Ouinta  unb  Cluarta  ^ö^rcr  fic^ranftaltcn,  fo  wie  für  TOittclcIoffen  f.  g.  SWittelftftulen  befti 


^Driitf  t>on  <9er^rb  Stading  in  Olbenburg. 
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Moilell  Iir.    Eine  Punktreibo  L  nnd  Pin^ 
stettgor  Volgv  —  vcr9düe(leiu%  prat'giiatite   Foi 
T>ojipelgeradeii)  und  den  ü(*borgang  derselben  in 

M  0  ü  i^  I  i  IV.     Zwei  proje p l  i v  i sc h  gl eicli c  ii 
liomolncpr  Funkte  glekdisiininiig  oder  migleiclisti 

1 )  den  IFeliergaug  ans  dem  Farullflstrahli 
uu«i  nllgenipine  Hyperboloide  und  Kegc 

2)  den  Uebergang  au»  dem  Parallelslrabl» 
Arten  geradlinigBr  FlikiiPii  IV,  Ordf 
CoDoid  verwandtp  Flächeiifamilic  IIL  ' 

Die  Kreise  sind  ferner  so  eingericblet»  diV 
Hierdorcb  nnd  durch  Combination  mit  dem  projej 
geradliniger  Flacben  TU.  und  IV*,  Orduung. 

Aus  dem  Modell  lassen  «leb  weiter  ITyperli' 
Modell  I  Hyperboloide  mit  berührenden  Para 
und  die  Scbnittcurven  einer  Ebene  oder  eißes  w. 
darstellen    — 

Modell  Y#     Mit  Hilfe  einer  Schraubenliui 
nnd   linkK   i^^fsehränkter  windscbtefer  (darntiter 
einer  j^ur  Xxi^  normalen  Ebene,  der  Srhnitt  zwei( 
axialen  Schrauhenflacben  lassen  sieb  durcli  steti 


Zur   befitiemen  HaTidliabuTio:  \\\ 
Flächen  uml  (Hirven  dient  ein  mit  2  v 

Sämnitliclie  Modelle  bestehen 
in  soklieni  llas^sstabe  ani;:ete!'tigt,  dass 
von  di^n  ZulirneniU'n  srlion  wiilirend  di 


Preis  der  aranzeii 


Bei    Einzel-Bezug    kostet,    Mon 

Nu.  III.  m  Mk.    Nti.  iw  ;^r*  mk.    n 

Fiir  Vi'riiackiiiiLc  nerdt^ii  die  Sa 
geschieht  auf  Kosten  des  Herrn  RestH 

Berlin   I871>. 

C.    Si>iitelmarkt    S. 


zu  ihr  projecti^lßclie  II.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  —  z,  Theil  in 
nen  der  3  Typen  geradliniger  Flüchen  III.  OrduuDg  (mit  ihren 
solche  II    Ordnung. 

d  gleich  grosse  Kreise  zeigen,  jennchdeni  sie  behufs  Verbindung 
mmig  in  parallele  Ebenen  gelegt  worden,  durch  stetige  Bewegung 
nbüschol  in  elliptiücho  Cy linder,  RotationscylinilfTj  in  Rotatioos- 
I,  sowie  in  verschiedene  Flächen  IV.  Ordnung; 
enbüschel  in  d^vs  gerade  Kreiseonoid  und  verschiedene  andere 
imng  mit  Doppelcurven^  endlich  in  eine  dem  Plücker'schen 
3rdnuDg. 

SS  sie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette  umfaasen  können, 
ctivisch  älinliclien  Kreise  aus  Modell  III  erhält  mau  weitere  Arten 

)loide  mit  beiden  Schaaren  Gerader,  durch  Combination  mit 
boloiden  (durch  ITebergang  ans  Cy  lind  er  mit  Tange  ntialehene) 
indschiefen  Paraboloida  mit  Cylinder,  Kfgel  und  Hyperboloid  ete. 

3  von  ca.  4  UmgÄufien  können  die  verschiedensten  Arten  rechts 
axialer)  Schranhenflachen ,  ihre  Selbstschnilte,  ihr  Schnitt  mit 
ir  Schrauben  fluchen  von  gleicher  Axe  etc.  gezeigt  werden.  —  Die 
;en  Ueb ergang  in  einander  ilberftlhren. 


r  Modelle  I.— IV,  und  zur  Fixirung  der  erzeugten 
prschiebbaren  Kugelgelenken  versebenes  Statif, 
in   allen  ihroii  Tlu^ileii  nur   aus  Metall   und    sind 
die  erzeugten  Gebilde  selbst  in  grösseren  Auditorien 
s  Vortrages  deutlich  gesehen  werden  können. 

Serie  mit  Statif  200  Mk. 

eil  No.  I.  (Doi.t.elmo<Wn  40  Ml.     No.  ir.  25  Mit. 

►.  V.  «0  Mk.  imil  »las  Statif  30  Mk. 

Ibstkosten  iu  Aiuecliiiung  gebradit.    Die  Zusendung 

lers. 


Winckelmann  &  Söhne, 

Yerlag.sbuchliandlu  ng. 


Im  Verla^ö  von  (i,  B^lmer  in  Berlin  ist  sooben  erachiöiien  und  durch 
jede  BuehliandJuug  in  beziehen ; 

Jahrbuch 

über  die 

Fortschritte  der  Mathematik 

im  Verein  mit  andern  Mathematikera 
lieraiisgegeben  von 

Carl  OluiiiuiiiB^  Felix  Müller^  Albert  Wangerin. 

Meuuler  B«nd. 

(In  3  Hoftou.) 

Drittes  Heft.    Preis:  5  Mark  4Ü  Pf. 

Neunter  Band  compM:  16  Mk,  40  Pf. 


Zur  EÜnllhtirniiK:  empfoliteTi  : 

Die   Physik 

in  eleuieutar-matheiiiatiseher  Behandlung. 

I,    Statik.    II.    Dynamik  (fester  Körper). 
Von 

Dr,  %  Wrobelr 

Geh.  Preis  2,40  Mk. 
Jeder  Theil  ist  auch  apart  h  1,2t*  Mk  käuflich. 

Das  Bocb  ist  von  verschiedenen  Seiten  (PMagogiscLes  LiterAturbliitt. 
Litemrischefi  Centralblatt,  Püdagog.  Blittor)  aufs  wjlnnst«  empfohlen.  Ich 
^ebe  bei  Aussicht  auf  Einführung  bereit  will  igi^t  ^in  Probeexemidar  I>r. 
Wrobel^s  Metbode  rer langet  xnerst  den  viftthematUeheu  Beweis  und 
^Ein  erit  das  Exiierlment. 

KoHoch.  WUb«  WeTt1ier*s  T erlag. 


A  ll^em,  Deutsche  Studenten-Zeitung 

unter  Redaction  von  Dr.  Max  Banmgart,  Berlin. 

Allen  ätndirenden  dentscher  Znnge,  sowie  den  „alten  Herren**,  denen  das 
Hers  noch  warm  schlägt  für  die  goldene  Zeit  der  Jngendträume  sei  die  „Studenten- 
Zeitung*'  auTsWilnnBie  empfohlen.  Dieselbe  wird,  indem  sie  sich  auf  einen  nentralen 
Standpunkt  steUt,  und  einer  jeden  Parteirichtnng  femh&lt,  ausschliesslich  nur  solche 
Sachen  behandeln,  welche  für  die  Studirenden  ganz  besondexs  von  Interesse  sind. 
Hervorragende  Schriftsteller  des  In-  und  Auslandes  sind  ihre  Mitarbeiter. 

Die  „Studenten-Zeitung**  erscheint  jeden  Sonnabend  in   grossem  Fumat  ,6  —  8 
Seiten  stark,  und  kostet  bei  allen  Buchhandlungen  und  Postanstalten 

TiertelJUlirlJeli  nnr  8  Mark. 

^mmtliche  Nummern  des  Quartals  werden  prompt  nachgeliefert. 
Beitr&ge  werden  durch  die  Unterzeichneten  erbeten. 
XaitrtSoaiprtil :  pro  4  gespaltene  Nonpareille-Zeile  60  Pf. 
Berlin  S,,  Prinzen-Strasse  71. 

Ihring  Sk  Fahrenholtz. 


l 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


INHALT. 


I.     lieber   Newton'«   Methode   zur   Beschreibung    eines    Kegel- 
schnitts, welcher  durch  vier  gegebene  Funkte  geht  und  eine  \ 
der  Lage   üach   gegebene  gerade  Linie  berührt.    Von  Jo-  1 

hann  August  Qrunert I     " 

II.     Ueber  äquipotentiale  Massenverteilnngen.     Von  Husmann  19 

III.  Potential  des  sph&rischen  Dreiecks.     Von  R.  Hoppe     .    .  57 

IV.  Elemente  der  Determinantentheoric.    Von  R.  Hoppe    .    .  65     ] 
V.    Die   Regelfläche   vierten    Grades    mit   zwei    Doppelgeraden.  ; 

Von  Adolf  Ameseder 73    .f 

VI.     Miscellen. 

1.  Directe  Bestimmung  des  Integrals 


/ 


2 
logsinxdx.   VonLigowski    .    .   HO 


2.  Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Integrals  der  Qleichnng : 

-/  =  4- y««—  cos 2x.     Von  Mcissel  .    .     Hl 
dx 

3.  Nene  Herleitung  der  Kreistangentengleichung.    Von  Emil  \ 
Hain HS 


I 


QniUwaAd ,  gedruckt  b«i  F.  W.  K  n  n  i  k  •. 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


ARCHIV 


der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Bücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsanstalten. 


Gegründet  von 

J.  A.   Grnaert^ 

fortgesetzt  von 

R.  Hoppe. 


Fünfundsechzigster  Teil.    Zweites  Heft. 


(Mit  8  lithographirten  Tafeln.) 


^ 


Leipzig. 

C.  A.  Koch 's  Verlagsbuchhandlung, 

J.  Sengbnseh. 

1880. 


Digitized  by  CjOOQ  iC 


Verlag  von  Carl  Winiker,  Bacbhandlang  in  Brttnn. 
Soeben  erschien,  and  ist  darch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen : 

Wretocliko,  Dr.  And.,  Elemente  der  analytiechen  Geometrie  der  Ebene. 

Zum   Gebrauche  in  den   oberen  Olassen  der  Mittelschulen  und  an  den 
höhereu  Lehranstalten.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Früher  erschienen  und  halte  bestens  empfohlen: 

Blatxelc ,   Frans ,  ftiebenstellige  gemeine  Logarithmen  aller  Zahlen  von  I 
bis  100000.    4  te  Auflage.    Preis  4  Mk. 

PIsko,  Fr.  Jos.,  Lehrbuoh  der  Physik  für  die  oberen  Olassen  der  Gym- 
nasien und  Bealschulen.   Mit  377  Holzschnitten.  4te  Auflage  Preis  4Mk. 

Pisko,  Jos«,  Qrundlehren  der  Physik.    11  te  Auflage  mit  178  Holzschnit- 
ten.   Preis  2  Mk.  60  Pf. 

«Inadrat,   Bemli.,   Anleitung   zur  qualitativen  und  quantitativen  chemi- 
ftohen  Analyse.    Preis  2  Mk.  10  Pf. 

Clnadrat,  Badal,  EflTenberser,  Elemente  der  reinen  und  angewandten 

Chemie.    3te  Auflage.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 

Strelssler,   Jos.,   Elemente  der  darstellenden  Geometrie.     2te  Auflage 
mit  339  Figuren.    Preis  3  Mk.  40  Pf. 

Vorstehende  Werke  sind  dnrch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen. 
Bei  NeueinftLhrung  bin  ich  gern  bereit  behufs  Durchsicht  Exemplare 
zur  Verftlgung  zu  stellen.  Hochachtungsvoll. 

Brunn,  im  Aprü  1880.  C.  Winiker, 

Yerlagibaclihandlaiig. 


Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn  in  Braunschtceig. 
(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Müller-Pouillet'8 
Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie. 

Achte  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage 

bearbeitet  von 

Dr.   LeOp.   Pfaundler,   Professor  der  riiysik  an  der  üniversitöt  Innsbrack. 

In  drei  BSnden.    Mit  gegen  2000  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
stichen, Tafeln,  zum  Theil  in  Farbendruck,  und  einer  Photographie, 
gr.  8.    geh.    I.  u.  II.  Band.    Preis  zus.  27  Mark. 

Der  dritte  Band  (Schluss  des   Werkes)   befindet  sich  unter  der  Presse. 


Neuer  Verlag  von  Maruschke  &  Berendt  in  Breslau, 

Die  moderaen  Theorien  der 

f^LAmiA  ^^^  ihre  Bedeutung  fttr  die  chemische  Mechanik 
^^■■'^■■■■^  von  Dr.  Lothar  Mcycr,  Prof.  an  der  ünivers. 
Tübingen.    4.  Aufl.    I.  Theil.    Die  Atome,     br.    5  Mk. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Winterbarg:   üeber  die  Anziehung  von  Massenpunkten  etc.  Hß 


vu. 


lieber  die  Anziehung  von  Massenpunkten 
insbesondere  mit  Rücksicht  auf  die  Lotstörungen. 


Von 

Herrn  Dr.  Wint€rberg 

in  Rom. 


In  Nr.  2167  der  „Astronomischen  Nachrichten"  wurde  der  Ein- 
fluss  eines  nicht  im  Erdcentrum,  sondern  anderswo  im  Innern  der 
Erde  befindlichen  Masseupunkts  und  der  durch  ihn  veranlassten  An- 
ziehung, auf  die  Gestalt  der  Niveaufläche  untersucht,  unter  der  An- 
nahme, dass  seine  Dichtigkeit  die  mittlere  Erddichte  übertrifft.  Jene 
Untersuchung  hatte  wesentlich  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  sich  unter 
Umständen  gewisse  Erscheinungen  der  Localattraction  als  Folge  der 
Anziehung  eines  solchen  Masseupunkts  erklären  lassen,  und  wie  man 
demnach  auch  im  Stande  ist,  aus  den  Beobachtungen  Lage  und  Masse 
eines  solchen  Ablenkungs-Centrums  zu  bestimmen.  Es  wurde  dabei,  wie 
es  für  den  genannten  Zweck  ausreichend  war,  die  Anziehung  der  homo- 
gen gedachten  Erde  als  constant  betrachtet,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ihr 
Centmm  als  unendlich  fern  angesehen ,  so  dass  die  Schwere  der  y- 
Axe  parallel  wirkte.  Die  auf  jene  Frage  bezüglichen  Untersuchungen 
führen  indessen  noch  zu  andern  Ergebnissen,  die  nicht  ohne  Interesse 
sind.  Ausser  den  damals  besprochenen  Niveauflächen  repräsentirt 
nämlich  die  dort  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  noch  eine  zweite  Gat- 
tung, die  im  Gegensatz  zu  jenen  geschlossene  sind.  Auf  diese  Fälle 
soll  hier  zunächst  nochmals  etwas  genauer  eingegangen  werden,  als 
es  damals  geschehen,  und  namentlich  der  Zusammenhang  untersucht 
werden,  in  welchem  diese  verschiedenen  Arten  von  Flächen,  die  sich 
je  nach  der  Wahl  der  Constanten  ergeben,  unter  einander  stehen. 

T«U  LXY.  8 
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Es  siud  ferner  alle  jene  Fälle  in  sofern  einer  YeraUgemeinernng 
fähig,  als  statt  des  unendlich  fernen  Oentrums  ein  in  beliebiger  Ent- 
fernung befindliches,  oder  statt  der  Kugel  von  unendlich  grossem  Ra- 
dius eine  solche  von  beliebiger  Grösse  zu  Grunde  gelegt  werden  kann, 
und  da  sich  gewisse  Probleme  der  Attraction  nur  unter  dieser  An- 
nahme erledigen  lassen,  so  sollen  auch  diese  Fälle  hier  näher  unter- 
sucht werden. 

An  einem  praktischen  Beispiele  wird  schliesslich  gezeigt,  wie  man 
durch  Annahme  solcher  Ablenkungs-Centra  den  Einfluss  der  allge- 
meinen Lotstörung  bezüglich  der  Punkte  eines  Meridians  der  Erdkugel 
in  ähnlicher  Art  bestimmen  kann,  wie  solches  hinsichtlich  der  Punkt« 
des  Aequators  durch  Herrn  Bruns  (Gestalt  der  Erde)  dargelegt  worden. 


§  1. 

Geht  man  von  zwei  Massenpunkten  m^,  m^  aus,  die  im  Abstände 
a  von  einander  liegen,  bezeichnen  r^,  r^  die  Abstände  von  einem  be- 
liebigen Punkte  P,  so  wird  die  Gleichung  der,  durch  ihn  gelegten 
Niveaufläche  dargestellt  durch: 

1)  ^  j>  ^  =  const. 

Wählt  man  die  Verbindungslinie  m|  m^  zur  a;-Axe,  so  ergibt  sich  für 

0  als  Coordinatenursprung,  wenn 

om^  =  ö — » 
femer  ^,  ^  die  bezüglichen  Polar-Coordinaten  sind: 

1        1/,      2«  ,a?V* 

-  =  -II cosg>+-,) 

Für  solche  Punkte  der  Niveaufläche,  deren  Abstand  q  sowohl  grösser 
als  X  wie  a — x  ist,  folgt  hieraus  durch  Beihenentwickelung: 

-  «  -(^1-f -C08()t)—  2^(1— 3cosV)  —  2^co8()t)(3— öcosV)  •  •  J 

1  1/        a — X  (a — flj)*,^      -       ,   , 

-  =  -11 cosy—     o  o     (1— 3cosV) 

+  -^i^  cos  (p  (1  —  5  cos  V)  . ..) 
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Wühlt  man  den  gemeinsam en  Scliwerpaukt  ton  »4,  nt^  zam  Goar- 
dinatenursprong,  so  ist: 

miX-^m^ia  —  x)  =  0 

daher  ergibt  sich,  wenn  die  vorstehenden  Entwickelongen  in  1)  ein- 
gesetzt werden,  unter  dieser  Yoranssetznng : 

const  ==^  '  "**  — o/^'7*^x  a(l  — Scos'y) 

m^m^a^    (lyig — m^)  cosy  (3  —  5  C08*<j^ ) 

Hierans  ersieht  man,  dass  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  in  erster  Annäherung  stets 

-^-^ — -  =  const. 
9 

ist,  d.  h.  die  Wirkung  beider  Massen  kann  durch  eine  ihrer  Summe 
gleichen  im  Schwerpunkt  ersetzt  werden.  Andrerseits  zeigt  sich,  dass^ 
wenn  beide  Massen  wenig  verschieden,  der  Fehler  der  durch  Ab- 
brechen bei  einem  Gliede  ungrader  Ordnung  entsteht,  im  Allgemeinen 
geringer  ist  als  der  im  entgegengesetzten  Falle,  da  die  letzteren 
Glieder  ihre  Differenz  als  Factor  enthalten,  die  ersteren  'dagegen  die 
Summe. 

Jenes  Gesetz  bezüglich  der  Vereinigung  der  Massen  im  Schwer- 
pankte,  welches  bekanntlich  für  die  Punkte  ausserhalb  einer  beliebig 
gestalteten  Masse  gilt,  lässt  sich  nach  den  Principien  der  Zusammen- 
setzmig  von  Kräften  auf  beliebig  viele  Punkte  ausdehnen. 

Für  drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  Wj,  mj,  mj  findet 
man  als  Gleichung  der  Niveaufläche  den  früheren  Bezeichnungen  analog: 

^1  +  ^+^=.  const 
»•1        «-«        rs 

Sind  m^o,  m^o,  mgo  die  Abstände  der  Ecken  des,  durch  sie  gebildeten 
Dreiecks  vom  Coordinateuursprung,  und  bezeichnet  resp. 

tlf  =  Wkl.  m^oPy 

wo  P  ein  Punkt  der  Niveaufläche, 

CO    =  Wkl.  m^om^ 
(ö'  =  Wkl.  miom^ 

80  erhält  man  durch  Reihenentwickelung  der  bezüglichen  Ausdrücke 
von  r„  r^,  rj  nach  Potenzen  von  q  unter  der  Annahme,  dass  q  stets 

8» 
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grösser  als  die  drei  Abstände  mjo,  f»,o,  m^^  die  Gleichung  der  Ni- 
veaufläche: 

Consta  ^+"^+-^ 
9 

,    TO^o. cos t(;-t-CT>o. €08(0)  —  ^)-{-m30.cos(a>^-t-tfj) 
+  ^«  +  •  •  • 

Verlegt  man  den  Coordinatenurspmng  so,  dass  das  zweite  Glied  rechts 
verschwindet,  so  folgen  darans,  da  t(;  beliebig  ist,  die  zwei  Bedin- 
gnngsgleichungen : 

mjO-j-TWjOCOSOO-f-^'lsOCOSQ)'  =  0 

iT^osiu  fi>  —  mjosin  w'  =  0 

welche  zeigen,  dass  der  Ooordinatenanfang  im  Durchschnitt  der  3 
Winkelhalbirenden  des  Dreiecks  m^in^ni^  liegt.  Denn  bezeichnen  Q, 
/2,  S  die  Punkte,  wo  diese  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  treffen,  so 
ergibt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung  leicht  die  Relation: 

Dieselbe  Belation  gilt  aber  andrerseits  auch  für  den  gemeinsamen 
Schwerpunkt  der  3  Masseupunkte,  wenn  man  unter  Q,  i?,  S  die  resp. 
Schwerpunkte  von  m^mj,  wiWg,  m^m^  versteht.  Daraus  folgt  die  Rich- 
tigkeit des  Satzes  für  3  Punkte.  Man  sieht  wie  sich  derselbe  ohne 
Schwierigkeit  weiter  ausdehnen  lässt. 

Die  übrigen  Reihencntwickeluugcn  gelten  nicht  mehr,  wenn  der 
Abstand  a  beider  Centra  im  Vergleich  zum  Radiusvector  gross  ist. 
Ein  solcher  Fall  würde  vorliegen,  wenn  es  sich  um  den  Einfluss  eines 
Massenpunkts  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Erdoberfläche  handelt, 
wie  solches  früher  untersucht  Er  würde  ferner  vorliegen,  wenn  z.B.  der 
Einfluss  4er  Sonnen- Attraction  auf  die  Gestalt  der  Niveaufläche  der  Erde 
untersucht  werden  sollte,  abgesehen  von  der  durch  die  Bewegung 
hervorgebrachten  Veränderung.  Denn  in  diesen  Fällen  kann  a  als 
unendlich  gross  gegen  q  betrachtet  werden. 

Verlegt  man  im  Falle,  wo  a  >  p,  den  Coordinatenurspmng  in  das 
Centrum  der  kleineren  Masse  —  im  letztgenannten  also  in  den  Erd- 
mittelpunkt —  so  ergibt  sich  mit  Beibehaltung  der  früheren  Be- 
zeichnungen die  Gleichung  der  Niveaufläche: 

-Ji+'?Lt_eonst. 

wo: 

^$^  =  ^*+a^— 2a^cosgj 
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Entwickelt  man  —  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  so  folgt  in 
erster  Annäherung: 

^  +  ^  (l  +  J  cos  <p  j  «  const. 

woraus  man  sofort  erkennt,  dass  diese  Gleichung  sich  auf  die  Form 
der  früher  aufgestellten  bringen  lässt.  Denn,  da  q  cos  tp  ==  x,  so  er- 
gibt sich  mit  Vertauschung  der  «-  und  y-Axe: 

3)  ^+%  =  c 

Hierdurch  ist  allgemein  nachgewiesen,  dass  man  in  erster  Annäherung 
die  Anziehung  eines  der  beiden  Massenpunkto  stets  als  constant  be- 
trachten kann,  so  lange  es  sich  um  Punkte  in  der  Nähe  des  einen 
oder  des  andern  von  beiden  handelt 

Es  ist  also  nicht  sowohl  der  Massenunterschied,  als  vielmehr  der 
Abstand  beider  Punkte  für  die  Probleme  der  angegebenen  Art  von 
Bedeutung. 

Dem  Vorherigen  gemäss  kann  in  den  Problemen  der  Local-  wie 
auch  der  allgemeinen  Lotstörung  die  ablenkende  Masse  m  sowohl 
positiv  wie  negativ  gedacht  werden,  jenachdem  ihre  Dichtigkeit  die 
mittlere  Erddichte  übertrifft,  oder  geringer  ist.  Es  verhält  sich  im 
letzteren  Falle  das  Ablenkungs- Centrum  gleichsam  repulsiv,  weil  alle 
umgebenden  Massenteile  auf  die  Punkte  der  Niveaufläche  eine  stär- 
kere Attraction  ausüben  als  jenes. 

Die  Niveauflächen  werden  ferner  im  Allgemeinen  verschieden  sein, 
jenachdem  sie  beide  Gentra,  oder  nur  eins  umgeben. 

In  dem  früher  behandelten  Probleme  wurde  die  Gestalt  der  Ni- 
veaufläche wesentlich  durch  die  Gleichung: 

gy  =  const. 

d.  h.  durch  eine  Beihe  unbegrenzter  Ebenen  senkrecht  zur  y-Axe  dar- 
gestellt, während  der,  in  Folge  der  Attraction   des  Punkts  m  hinzu- 

tretende  Teil  —  die  Abweichung  von  jener  Gestalt  ergibt. 

Soll  hingegen  der  Einfluss  der  Sonnenattraction  auf  die  kugel- 
förmig gedachte  Meeresfläche  ermittelt  worden,  so  stellt  die  Gleichung 

m 

—  «  const. 

r 
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d.  h.  eine  Reihe  concentrischer  Engeln  wesentlich  die,  die  Erde  um- 
gebenden Niveauflächen  dar,  während  die,  durch  den  unendlich  fernen 
SonnenkOrper  erzeugte  Abweichung  von  dieser  Form  durch  das  Glied 
gy  ausgedrückt  wird. 

Um  daher  aus  der  Gleichung  3)  sowohl  die,  dem  einem  wie  dem 
andern  Probleme  entsprechenden  Niveauflächen  ableiten  zu  können, 
mflssen  die,  jedem  einzelnen  zukommenden  speciellen  Bedingungen 
gegeben  sein,  die  für  das  erste  darin  bestehen,  dass  zu  jedem  x 
zwischen  0  und  oo  zwei  reale  Werte  y  existiren,  wovon  der  eine  dem 
Problem  genflgt.  Für  den  zweiten  Fall  hingegen  dürfen  nur  bis  zu 
einem  bestimmten  Grenzwerte  youx  die,  dem  Probleme  entsprechen- 
den Werte  von  y  existiren,  da  die  Curve  eine  geschlossene. 

Aus  der  Gleichung  3)  ergibt  sich  die  rationale  Form: 

4)  (y— c)«(a;«-fy«)— ifc««0 

wo,  wie  früher  angegeben,  die  Bedeutung  der  Constanten  für  das 
eTste  Problem  hervorgeht  aus 

wenn  y^  die  dem  Werte  o;  =  oo,  y^  die  x  =»  0  entsprechende  Ordinate 
bezeichnet. 

Transibrmirt  man  4)  auf  Polar-Coordinaten,  so  folgt: 

5)  r*sin^— er  — *  =  0 

welche  zeigt,  dass  zu  jedem  q>  zwei  reale  Werte  von  r  gehören,  von 
denen  der  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  dem  Probleme  entspricht, 
da  aUe  grösser  als  y^  sein  müssen.  Man  erhält  daher,  von  einem 
bestimmten  Werte  von  y,  z.  B.  von  9)  =  90®,  welchem  der  Wert 
r » yi  entspricht,  beginnend,  durch  successive  Aenderung  dieses 
Winkels  eine  stetige  Folge  von  r,  die  in  ihrem  Zusammenhange  die 
Curve  ergeben. 

Ihre  Construction  ist  jedoch  wie  früher  angegeben,  einfacher  aus 
der  Form 

abzuleiten,  wonach  zu  jedem  y  >^  yo  ein  bestimmtes  r  sich  als  dritte 

Proportionale  zwischen  y—yo  und  yic  ergibt,  welche  letztere  Grösse 

sich  geometrisch  darstellen   lässt,    zufolge  der   durch  die  Relation 

m 
Aj  -«  —  ausgedrückten  Bedeutung. 
9 
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Im  Falle  m  abstossend  wirkt,  wie  bei  Höhlangen  im  Innern  der 
Erde,  ist  die  Gorve  nach  unten  statt  nach  oben  convex,  wie  sich 
schon  durch  mechanische  Betrachtung  ergibt,  da  die  Resultante  der 
Anziehung  stets  senkrecht  zur  Niveaufläche  stehen  muss.  Daher  hat 
man  in  diesem  Falle  zur  Oonstrucüon  die  Form  zu  Grunde  zu  legen: 

wo  die  Werte  von  y  kleiner  als  c  zu  nehmen,  während  das  Minimum 
von  y  sich  ausdrückt  durch 


y 


'l+VI 


wo  das  positive  Wurzelzeichen  genommen,  weil  für  X;  »  0  y  =  c 
resultiren  muss.  Soll  in  diesem  Falle  die  ganze  Curve  real  sein,  so 
muss  die  Bedingung 


erfbllt  sein. 


■4ä?->0 


Für  die  zweite  Art  von  Flächen  hat  man  die  Bedingung  auszu- 
drücken, dass  sie  geschlossen  sein  sollen.  Bezeichnet  man  demgemäss 
die  Axenabschnitte  der  y-Axe  resp.  durch  r^,  rg,  den  der  rc-Axe  mit 
T],  so  ergibt  sich,  wenn  man  der  bessern  Uebereinstimipung  des  Fol- 
genden wegen  die  Constante  c  negativ  also  statt  5)  die  Form 

5a)  r*sin9+cr — k  «  0 

wählt,  für  die  Werte  y  «  0^,  90«,  270«: 

X; 


6) 

woraus 

für  *, 

c  die  Werte  folgen: 

7) 

rs  —  r^ 

mit  der 

Bedingung: 

wo,  wie  man  sieht,  r^  ein  Mittelwert  von  r^,  r^  ist,  so  dass  man  hat: 
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Umgekehrt  lassen  sich  aus  diesen  Belationen  die  Axenabschnittc  r^ 
rg  eindeutig  bestimmen.  Denn  der  Bedingung  r^  ]>  r^  können,  da 
beide  nnr  positive  Werte  haben,  nur  die  Aos^ttcke  entsprechen: 

Die  Fordemng  r3  >>  r,  wird  erfüllt,  solange  c^  ^  4Jc  ist,  welches 
zugleich  die  Realitätsbedingung  der  Curvc  ist. 

Unter  dieser  Bedingung  finden  sich  zufolge  5a)  auch  für  diesen 
Fall  zu  jedem  Werte  von  q>  zwischen  0^  und  360^  je  zwei  reale  Werte 
von  r,  wovon  einer  dem  Problem  genügt.  Denn  geht  man  auch  hier 
von  einem  bestimmten  Anfangswerte  von  g>,  z.  B.  von  9>  =  0,  wel- 
chem der  Wert  r^  entspricht,  aus,  und  lässt  q>  successive  wachsen, 
so  ergibt  sich  dadurch  eine  stetige  Folge  von  r  <:^r^  die  successive 
bis  zum  Werte  r,  abnehmen;  deren  Zusammenhang  somit  diesen  Teil 
der  Curve  darstellt. 

Für  die  Construction  ist  wiederum  die  Form  bequemer: 

8)  (c+y)r  -  ^ 

worin  für  y  alle  positiven  Werte  zwischen  0  und  rj,  resp.  alle  nega- 
tiven zwischen  0  und  r^  zu  nehmen  sind,  um  den  obem,  resp.  untern 
Flächenteil,  in  derselben  Art  wie  für  das  erste  Problem  angegeben, 
zu  construiren,  vorausgesetzt,  dass  man  nach  6)  die  Axenabschnitte 
bestimmt,  und  -^h  als  geometrische  Grösse  dargestellt  hat. 

Die  Figur  1.,  welche  die  Construction  verdeutlichen  soll,  bedarf 
hiemach  wohl  keiner  weitern  Erläuterung. 

Es  kann  nun  noch  ein  dritter  Fall  eintreten,  der  gewissermassen 
den  Uebergang  der  beiden  vorigen  bildet,  wenn  nämlich  m  oberhalb 
des  allgemeinen  Niveaus  der  Erdoberfläche  liegt,  wie  z.  B.  der  Fall, 
wenn  man  die  Attraction  eines  Gebirges  durch  eine  ihm  gleiche  im 
Schwerpunkt  vereinigte  Masse  ersetzt  denkt.  Hierbei  werde  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  die  Niveaufläche  beide  Centra,  das  oo  ferne  Erd- 
centrum, wie  den  Punkt  m  umgebe.  Alsdann  hat  man,  wenn  wie  bis- 
her in  m  der  Coordinaten-Ürsprung  und  die  Axen  wie  vorher  gewählt 
werden,  im  Gegensatz  zum  ersten  Probleme  die  Bedingung,  dass  jetzt 
sowohl  positive  wie  negative  Werte  von  y  zulässig  sind.  Es  wird 
demnach  (s.  Fig.  2.)  der  obere  Teil  der  Curvc  ganz  ebenso  constru- 
irt,  wie  für  die  geschlossene  Fläche  angegeben,  so  dass  sich  die  Axen- 
abschnitte der  X'  und  ^-Axe  ergeben  aus 
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h 


woraus  wiederum  folgt 


c 
^+«•8—^  =  0 


r,^ 


Da  c  im  oberen  wie  im  unteren  Teile  denselben  Wert  hat,  so  sieht 
man  wie  letzterer  zu  construiren,  indem  die  Länge  mo  die  der  Ab- 
scisse  «  =  OD  entspricht  gleich  dem  vorstehend  durch  rj,  r^  ausge- 
druckten Werte  von  c  zu  nehmen,  und  im  Uebrigen  wie  beim  ersten 
Probleme  zu  verfahren  ist. 

Um  zu  erkennen,  in  welchen  Zusammenhange  die  verschiedenen 
Arten  von  Flächen  stehen,  ist  eine  Untersuchung  ihrer  Singularitäten 
erforderlich. 

Zunächst  erhält  man  das  Maximum  oder  Minimum  der  Ordinaten 
zufolge: 

dy  ___  kx 

Bx  kyii  r^ 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  dem  jedesmaligen  Probleme 
entsprechend  zu  wählen.  Die  fraglichen  Werte  ergeben  sich  daher 
für  jc  —  0  resp.  a;  =  od,  wo  dies  zulässig. 

Untersucht  man  ferner  die  Stellen,  wo  ^    ein    Maximum   wird, 

oder  wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert,  so  ergeben 
sich  aus  der  Bedingung: 

die  in  der  vor.  Abb.  dem  ersten  Probleme  entsprechend,  abgeleiteten 
Relationen: 

---72- 
9)  '       (y— c)«(6y«— 4(?3^+c2)  — 2A;««0 

Dass  ein  solches  Maximum  von  ^   existirte,   zeigte   der  Charakter 

der  dem  Problem  entsprechenden  Curve.  Denn  da  dieselbe  von  0 
bis   CO   stetig  verläuft,  im  Punkte  x  =  0    und    ««od   den  Wert 
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dy 

g^  =  0  besitzt,  so  musste  auf  der  Strecke  von  0  ...  od  offenbar  eine 

Stelle  der  verlangten  Art  liegen.  In  der  Tat  zeigt  sich  auch  alge- 
braisch, dass  die  Gleichung  9)  innerhalb  des  Intervalls  y^c„.y=y^ 
stets  eine  reale  Wurzel  besitzt. 

Denn  bezeichnet  man  die  linke  Seite  von  9)  mit  V  und  bildet 
daraus  die  vier  ersten  Ableitungen  nach  y^  so  findet  man  daraus  die 
Reihe  der  Vorzeichen: 

1)  ftlry  =  c:     -     +0    +    +     + 

2)  „    y«y,:  +     +     +    +    + 

woraus,  dem  Sturm'schen  Satze  zufolge,  da  2)  einen  Zeichenwechsel 
weniger  als  1)  ergibt,  hervorgeht,  dass  eine  reale  Wurzel  in  diesem 
Intervall  sich  befindet. 

Bei  den  Flächen  der  zweiten  Art  existirt  dagegen  ein  solches 
Maximum  nicht  Denn  transformirt  man  9) ,  welche  sich  dem  Vor- 
herigen entsprechend,  auf  den  unteren  Teil  bezieht,  auf  Polar-Coor- 
dinaten  und  eliminirt  dann  9  mittelst  der  diesem  Flächenteil  ent- 
sprechenden Gleichung,  so  folgt  die  Relation: 

10)  2r* .  3r« c«'-f  8r .  cÄ;  —  6Ä;«  =-  0 

BUdet  man  wie  vorher  die  Sturm'sche  Reihe  aus  den  4  ersten  Ab- 
leitungen der  linken  Seite  von  10)  nach  r,  so  findet  sich  die  Reihe 
der  Vorzeichen: 


1) 

fttr 

r^r^i 

— 

+ 

— 

+ 

+ 

2) 

1» 

r^r^i 

— 

+ 

— 

+ 

+ 

also  es  gibt,  da  die  Zahl  der  Zeichen  Wechsel  dieselbe,  im  Intervall 
ri . . .  rj  keine  reale  Wurzel  von  10). 

Ganz  analog  leitet  man  dasselbe  Resultat  für  das  Intervall  r^ ...  r» 
bezflglich  des  oberen  Teils  ab,  wofür  dieselbe  Gleichung  10)  gilt,  so 
dass  also  bei  dieser  Art  von  Flächen  die  Krümmung  stets  convex 
nach  Aussen  bleibt. 

Bei  den,  den  Uebergang  bildenden  Gurven  können  dementspre- 
chend solche  Stellen  nur  in  dem  Intervalle  von  0  bis  c  liegen.  In 
der  Tat  ergibt  sich  algebraisch  auf  dieselbe  Art  wie  vorher,  dass  die 
Gl.  9)  in  diesem  Intervalle  stets  reale  Wurzeln  besitzt 

Die  geschlossenen  Flächen  werden  dagegen  stets  Stellen  haben, 

wo: 

dy 
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Biese  BediDgung  ergibt,   dem  Ausdrucke  von  p.-  zufolge,  die  Re- 

talioa; 

11)  ky±r^'^0 

wo  das  doppelte  Yorzeioben  dem  oberen^  resp,  unteren  Teile  der  Fläche 
entspricbt 

Auch  hier  zeigt  sich  algebraiBcb,  dass  eine  reale  Wurzel  dieser 
Gleichung ,  und  zvar  im  Intervalle  r^  . . .  r, ,  d.  h.  also  dem  unteren 
Teile  der  Fläche  entsprechend,  stets  existirt.  Denn  transformirt  man 
die  61.  11),  wo  das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  mittelst  der  ent- 
sprechenden Flächengleichung: 

er  —  k 

so  erhält  man : 

Setzt  man  hier  die  Grenzwerte  r^  . . .  rj  ein,  so  folgt,  wenn  wie  früher 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  A  bezeichnet  wird 

1)  für  r  =  ri     ^  «  rj*  >  0 

2)  „    r  =  r3     A^r^Hr^^^k) 

infolge  6),  woraus,  wenn  man  für  k  seinen  ebenda  berechneten  Wert 
setzt,  folgt: 

^  =  (r3  +  r,)(r3-r,)-.2r,r3  <  0 

woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 

Auch  mechanisch  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  fraglichen  Stellen 

L      Dar  im  unteren  Teile  der  Gurve  liegen  können.    Denn   denkt  man 

sich  ober-  wie  unterhalb  m  die  Resultanten  der  Anziehung  construirt, 

so  werden  sie  die  y-Axe  stets  unterhalb  des  Attractions-Centrums  m 

treffen,  folglich  auch  dann,  wenn  ihre  Richtung  parallel  zur  x  Axe. 

Die  Curven  der  ersten  Art  können  naturgemäss  nur  dann  solche 

i      Stellen  haben,   wo  v  =  oo  wird,  wenn  m  oberhalb  des  allgemeinen 

i  Niveaus  der  Erdoberfläche  liegt,  und  um  diesen  Punkt  sich  eine  schon 
teilweise  geschlosse  Fläche  gebildet  hat.  Denn  offenbar  können  solche 
Stellen  nur  dann  vorkommen,  wenn  die  vorher  untersuchten  Maxima 

dy 
von  ^  den  Wert  oo  entweder  erreicht,  oder  ihn  bereits  tiberschritten 

haben,  d.h.  wenn  die  Tangenten  in  den  Inflexionspunkten,  statt  sich 
auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe  zu  schneiden,  entweder  dieser 
parallel  geworden,  oder  sich  bereits  auf  der  negativen  Seite  der  y 


\ 


/ 
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Axc  treffen.  Die  Curve,  welche  dem  ersten  Falle  entspricht,  ergibt 
sich  aus  der  allgemeinen  Gleichung,  wenn  man  die  Constanten  A^  c 
so  bestimmt,  dass  gleichzeitig  9)  und  12)  befriedigt  werden.  Die 
Bedingung,  dass  die  Resultante  dieser  Gleichungen  verschwindet,  er- 
gibt alsdann  die  Relation: 

27c8+ 16»^^  -  16 .  43  Ä;M  «  0 

welche  aufgelöst  zu  den  zwei  Relationen  führt: 

1)    c*  =  16ä:« 

Die  erste  Bedingung  kann,  wie  sich  im  Folgenden  zeigen  wird,  dem 
vorgelegten  Falle  nicht  entsprechen,  denn  es  wird  unter  dieser  Be- 
dingung nicht  nur    der  Nenner,   sondern  zugleich   der   Zähler   von 

ß  zu  -Null,   die  Tangente  selber  also  unbestimmt,   oder  mehrdeutig. 

Daher  bleibt  blos  die  letzte  Bedingung,  oder: 

c*«3,08ifc 

Während  also  (s.  Fig.  3.)  die  Curven,  bei  denen  c*  kleiner  als  dieser 
Wert  ist,  die  Form  1),  die,  wo  es  grösser,  die  Form  3)  haben,  be- 
zeichnet 2)  die  Curve  des  üebergangs,  wo  c*  grade  den  vorstehenden 
Wert  besitzt 

Es  handelt  sich  nun  noch  um  einen  ferneren  Grenzfall,  wo  näm- 
lich die  beiden  Inflexionspunkte  A^  A  zusammenfallen.  Dies  kann 
natürlich,  der  Symmetrie  wegen,  nur  in  der  ^-Axe  geschehen.  Aus 
der  ersten  der  Relat.  9)  folgt  für  «  «  0 

c 

woraus  wiederum  hervorgeht,  dass  nur,  wenn  m  oberhalb  der  Erd- 
oberfläche liegt,  dieser  Fall  eintreten  kann,  da  entgegengesetzten  Falls 
alle  y  stets  grösser  als  c  sind.  Sollen  diese  Werte  von  a;,  y  der 
Fläche  genügen,  so  muss,  wie  sich  leicht  aus  Gl.  4)  ergibt,  die  Be- 
dingung stattfinden: 

Dieselbe  Bedingung  findet  sich  andererseits  auch,  wenn  man  den  Fall 
untersucht,  unter  welchen  Umständen  die  Gl.  4)  einen  isolirten  Punkt 
darstellt.    Denn  setzt  man: 

dy       _      kx  0 

8«""        ky±r^'^0 
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SO  ergibt  sich  o?  =  0,  y  =  yÄ:,  welches  in  die  Gl.  4)  gesetzt,  zu  der- 
selben Bedingung  führt.  Daraus  folgt,  dass  der  fragliche  Punkt  kein 
isolirter,  sondern  ein  mehrfacher  sein  muss.    In  der  Tat  findet  man, 

wenn  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  von  ^      in     diesem 

Punkte  ermittelt,  dass  sie  real  sind.  Bezeichnet  man  dazu  die  linke 
Seite  Ton  4)  mit  F{xy)  und  bildet  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen 
dieses  Ausdrucks  nach  x  und  ^,  so  muss,  wenn  zwei  Tangenten  im 
fraglichen  Punkte  stattfinden,  die  Relation  erfüllt  sein: 

wie  sich  auf  bekannte  Art  findet.  Diese  geht  im  vorgelegten  Falle 
für  «  =  0,  y  =  2  über  in: 


woraus 

dy 
dx 


Der  fragliche  Punkt  (s.  Fig.  4.)  ist  daher  ein  Doppelpunkt,  worin 
sich  die  beiden  Tangenten  unter  einem  Winkel  von  129®  48'  38" 
schneiden. 

Es  bildet  somit  in  dem  gedachten  Falle  die  Curve  eine  Schleife, 

der  obere  Teil  ist  geschlossen,  der  untere  erstreckt  sich  in's  Unend- 

c 
liehe  ohne  Wendepunkte.    Beide  hängen  im  Punkte  aj  =  0,   y  =  g 

zusammen.  Wird  der  Abstand  c'  =  4ä;  von  m  überschritten,  so  reissen 
beide  Teile  aus  einander,  der  obere  bildet  für  sich  eine  geschlossene 
Iiläche  der  zweiten  Art,  der  untere  eine  solche  der  ersten,  wo  wie- 
derum reale  Wendepunkte  existiren,  nur  ist  in  diesem  Falle,  dem 
ersten  Problem  entgegen,  für  die  Gonstruction  die  Form: 

(c — y)r  =  h 

zu  wählen,  weil  jetzt  alle  Ordinaten  kleiner  als  c  sein  müssen. 

Hiernach  ergibt  sich  eine  vollkommen  klare  Vorstellung  über  den 
Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten  von  Niveauflächen  resp.  deren 
Meridiancurven: 

1)  Liegt  der  Punkt  m  im  Innern  der  Erde,  so  umhüllt  die  Ni- 
veanfiäche  beide,  das  unendlich  ferne  Erdcentrum  wie  m  selber,  und 
erstreckt  sich  ins  Unendliche,  indem  an  zwei  bestimmten  Stellen  der 
Sinn   ihrer  Krümmung  sich   ändert.     Bewegt  m  sich  aufwärts,   so 
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nähern  sich  jene  Stellen,  e^  wachsen  die  Maxima  der  Tangenten^ 
während  die  Fläche  immer  noch  heide  Centra  umgiht,  und  sich  io's 
Unendliche  erstreckt.  Entfernt  sich  m  soweit,  dass  c*  «  3,08Är  wird, 
so  bilden  sie  mit  der  x-Axq  einen  Winkel  von  90^,  und  es  betont 
sich  um  m  eine  geschlossene  Fläche  zu  bilden.  Wenn  c*  =»  41-  ge- 
worden, so  schliesst  sie  sich  vollständig,  und  hängt  mit  dem  übrigen 
Flächenteile  nur  in  einem  Punkte  noch  zusammen.  Bei  noch  grösserer 
Entfernung  trennen  sich  beide  Teile. 

Die  Gurven,  die  entstehen,  wenn  m  als  abstossend  gedacht  wird, 
sind  von  denen,  wo  m  anzieht,  nicht  verschieden.  Liegt  ein  solches 
abstossendes  Centrum  im  Innern  der  Erde,  so  wird  (s.  Fig.  5)  die 
erzeugte  Curve  1)  dieselbe  sein  wie  2),  die  von  m^  im  Falle  der  An- 
ziehung erzeugte,  wo  m  sich  in  solcher  Distance  befindet,  dass  c*  >'4A' 
ist.  Denn  beide  gehen  aus  derselben  Gleichung  unter  denselben  Be- 
dingungen hervor.  Ebenso  wird  die  Curve  2')  der  Anziehung,  wobei 
wij'  im  Innern  der  Erde  liegt,  dieselbe  sein  wie  1'),  welche  ein  über 
der  Erdoberfläche  gedachtes  abstossendes  Centrum  erzeugen  würde. 

Was  die  Kraftlinien  betrifft,  so  ist  ihr  Charakter  bereits  in  der 
vor.  Abb.  als  algebraische  Curven  dargelegt.  Es  ist  hierbei  ein  Ver- 
sehen zu  berichtigen,  insofern  dieselben  nicht  wie  dort  angegeben, 
ebenfalls  vom  4ten,  sondern  vom  6ten  Grade  sind.  Die  zu  Grunde 
gelegte  Differentialgleichung  lautet  nämlich  nach  Substitution  von 
y  ^  xt: 

welche  durch  Integration  ergibt: 

wonach  sich  die  weitern  Resultate,  wenn  auch  nur  unwesentlich, 
modificiren. 

Hinsichtlich  der  praktischen  Anwendungen,  wo  es  sich  um  Er- 
mittelung der  Constanten  h^  c  aus  Betrachtungen  handelt,  würde  dem 
bereits  in  der  ersten  Abhandlung  Gesagten  noch  Folgendes  hinzuzu- 
fügen sein. 

Offenbar  kann  man,  von  einer  bestimmten  Niveaufläche  resp. 
deren  Meridian-Curve  ausgehend,  deren  höchsten  Punkt  Q  man  als 
gegeben  ansehen  darf,  durch  praktische  Beobachtungen  eine  Reihe 
von  Punkten  Q',  Q"  . . .  der  Curve  dadurch  bestimmen,  dass  man 
deren  Abscissen  a;,  von  Q  aus  wie  vorher  im  horizontalen  Sinne  ge- 
zählt, sowie  die  in  ihnen  stattfindenden  Lotablenkungen  feststellt. 
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Bezeichnet  man  die  den  resp.  Punkten  Q  entsprechenden  Ele- 
mente mit  Jz^  ^y^  tgf  90  folgt;  dass  man  durch  Beobachtung  fol- 
gende Bestimmungen  für  die  Werte  eines  Coordinatenpaares  erhält: 

^y  =  Jxtg« 


y  «  2Jx,tgS 
X  =  £Jx 


Durch  zwei  so  gefundene  Goordinatenpaare  zweier  Punkte  Q\  Q"  der 
Canre  bestimmt  man  sodann  die  Constanteu  ^',  c  mittelst  der  ihr  ent- 
sprechenden Gleichung.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  sich 
die  Torigen  Gleichungen  auf  Punkt  m  als  Coordinatenursprung  be- 
zogen, die  durch  Beobachtung  gefundenen  Coordinaten  aber  auf  Punkt 
Q.  Daher  hat  man,  um  sie  einsetzen  zu  können,  zuvor  die  Flächen- 
gleichuug  auf  letzteren  Punkt  zu  transformiren  *). 

Dieselbe  erhält  durch  die  Substitution 

y  =  yi'—y' 
die  Form: 

(yi-c-yr(x^+(y^^yr)  =  Ä:« 

1)  Man  kann  der  Einfachheit  wegen  nun  zuerst  annehmen,  dass 
man  den  Grenzwert  yi—-yo  der  Ordinate,  d.  h.  ihren  Wert  für  die 
Stelle  ermittelt  habe,  wo  die  Lotablenkung  beginnt,  die  streng  ge- 
nommen im  Unendlichen  liegen  müsste.  Bezeichnet  man  diesen  Wert 
mit  d^  so  hat  man  nach  dem  Früheren: 

c  =  yi  —  d 

k^y^^d 

fol^ch  geht  die  obige  Flächengleichung  über  in: 

{d-^y')Hx^Myi-yy)  =  yi^d:' 

Es  seien  nun  für  einen  zweiten  Punkt  die  Coordinaten  a,  b  ge- 
funden, so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  derselben: 

worin  noch  y^  zu  bestimmen. 

*)  lo  der  erw&hnten  Abh.  wurde  der  Maximalwert  der  Ordinate  y,  irr- 
t&mlicb  anstatt  der  GrGsse  y^ — y^  als  direct  messbar  angenommen.  Unter 
Zogmndelegnng  der  letzteren  GrOsse  modifleiren  sich  daher  die  dort  gegebenen 
Kelttionen,  wie  ans  dem  Folgenden  ersichtlich. 
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Vernachlässigt  man  in  der  Klammer   links  die  Grösse  b  gegen 
S^i,  was  ohne  erheblichen  Fehler  geschehen  darf,  so  ergibt  sich: 

a(d—b) 
Vi 


folglich : 

ad{d  —  h) 

"~  VÄ(2rf^"ft) 

2)  Wenn  statt  d  die  Coordinaten  eines  beliebigen  andern  Punkts 
bestimmt  wären,  so  hätte  man  für  diesen  Fall  die  zwei  Relationen: 

wo  a\  b'  die  Coordinaten  des  zweiten  Pnnkts  bezeichnen. 

Unter  Voraussetzung  derselben  Approximation  wie  vorher,  ergibt 

sich  daraus: 

a{d--h)  a'id—b') 

^*  ^  Vb(2d^  ^  yb'(2d—b') 

woraus  d  zu  bestimmen. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  nach  Beseitigung  der  Wurzeln  in 
der  Form: 

a^'(d—b)Hd—b')'-a'^(d—b')^(d—b)  «  a'^bdid—by—a^b'did-^b)^ 

so  kann  angenähert  die  linke  Seite  vernachlässigt  werden,  weil  sie 
die  kleinen  Grössen  d— 6,  d  —  b'  in  dritter  Ordnung  enthält,  die 
rechte  nur  in  zweiter.    Daraus  folgt  der  genäherte  Wert  von  d 

d  ==  V^(qV^  —  « v^ 

aVb'—a'Vb 
Ferner  ergibt  sich  unter  dieser  Voraussetzung: 

a(d-b)        a'(d  —  b')  aa\b-b') 


^^  Vbd  Vdb'  (aVb'  —  a'Vb)  Vd, 

Wenn  man  nun  6,  b'  so  wenig  verschieden  nimmt,  dass  man  den 
Factor  von  Vbb*  im  Ausdrucke  für  d  gleich  Eins  setzen,  d.  h. 
j  =  i'  =  i/bi/  nehmen  darf,  so  ergibt  sich: 

d  ^iW 


aa'ib'-b') 
Vi  = 

folglich : 


^'        Vbb'(a-a') 
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ffokhes  letzte  Kosaltat  sich  auch   Jirect   ergibt ,  wean  man  in  der 
Gleidmng  der  Carve  die  Grösse  (^j--^)^  l?t^*?cu  0^  vernachJässigt 

3)  Hat  man  statt  der  beideu  Coordiuateu  ^r,  ^  nur  die  Abscisse 
r  QBd  deu  im  resjK  Punkte  stüttiindeinleii  Lotabloukuugsniukd  t  be- 
stimmt, so  ergeben  sich  an§  zwei  soklieu  Dateu  ebenfalJs  die  Con- 
stanten*  In  diesem  Falle  hat  mau,  da  die  Abscisse  bei  dem  naeh  Q 
vprsebobenen  Coüfdinateiisystem  unverändert  gebliebeu,  die  ursprüng- 
Hche  Carvengleichong  boizubehalteD. 

Bezeichnen  0,  f  die  fftr  den  ersten  Punkt  beatimmteu  Grössen, 
m  bat  man  dem  Vorberigen  znfolge: 

Ans  diesen  beiden  Glcicbnngen  folgt  durch  Elimination  von  k: 

%*tgf-'^(€tgf+a)+a(atgf +  r)  —  0 

Der  hieraüB  folgende  Wert  von  i^*,  in  dio  erste  eingesetzt,  liefert  ala- 
iiaun  eine  zweite  nach  x  quadratische  Gleichung: 

—alai^h(a^—2c^)—2chgi—ac*)  =  4i-»tg«f 

iU*  sich  angenähert«  mit  VeruachlfLEBiguug  kleiner  Grössen  3ter  Ord- 
timig  sirUreiben  Usst: 

woraus: 

a 
Diesen  Wert  in  die  Con^engleiebung  eingesetzt,  erhält  man: 

Durch  nochmaliges  Einsetzen  dieser  Werte  von  y^  y*  in  die 
tuneugloiehung  iTgibt  sich  nach  Fortsdiaffung  der  Wurzelgrüssen ; 
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woraus  sich  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  4ter  Ordnung  findet: 

Bezeichnen  ferner  a',  e'  die  beobachteten  Grössen  für  den  zweiten 
Punkt,  so  hat  man  analog: 

Beide  Relationen  liefern: 

.,_    ,  ,,   (o^gV^V^tg^) 

c*  =  a^a'*  .  — 2-7 TT 

a*  —  a  * 

Waren  speciell  die  beiden  Stellen  so  gewählt,  dass  die  Lotablenkungen 
einander  gleich,  so  ergibt  sich  von  letzteren  unabhängig: 

aa' 


^a^  +  a'^ 

4)  Die  einfachste  Bestimmung  würde  die  sein,  wobei  nur  eine 

Beobachtung  erforderlich.    Eine  solche  Möglichkeit  ergibt  sich,  wenn 

dy 
man  die  Stelle  wählt,  wo  -^  sein  Maximum  erreicht.  In  diesem  Falle 

müssen  wiederum  die  Coordinaten  auf  Q  als  Ursprung  übertragen 
werden.  Durch  die  Substitution  von  y  =  y^ — y',  k^^y^rl  in  die 
Gleichungen  9)  erhält  man,  wenn  zugleich  statt  x,  y'  die  Beobach- 
tungswerte a,  b  gesetzt  werden: 

(rf-^ft)«[6(yi-6)^-4(yi-rf)(yi-6)  +  (y,~c/)«]  ==  2y^^d^ 
2a^^(y,-2b  +  d)^ 
wo  yi,  d  ZU  bestimmen. 

Die  zweite  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

aV2-'(y,-b)--(d^b)  =  0 
Betrachtet  mau  wieder  d—b  als  klein  gegen  a,  so  hat  man  genähert: 

y,  ^  aV2-f  ^ 
Durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  folgt: 

(rf^5)8(6a«  -  2ay  2  (&  —  d) +(*—€£)«)  =  ä^{aV2+b)^ 

i 
\ 
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Yernachlässigt  man  wiederum  in  der  zweiten  Klammer  links  ti  —  b 
gegen  a,  so  ergibt  sich  aus  der  entstehenden  Relation 

{d—b)ayQ  =  d(aV2+b) 
der  genäherte  Wert: 

abVe  bV3 


aV2(V3— 1)  — &  "^  Vs  -l' 
somit : 

abVl 


k  -= 


V3— 1 


c«aV2— -f: «ay2 

V3  — 1 

Wäre  statt  der  Ordinate  der  Winkel  f  beobachtet,  so  hätte  man  jetzt 
zur  Bestimmung  der  Constanten: 

2a«=(2y-(?)« 

ha 


tge- 


WOZU  die  Gleichung  der  Curve: 

welche  3  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y,  h^  c  dienen.    Die  zweite 
und  dritte  ergeben,  wie  vorher,  im  entsprechenden  Falle: 

tgf(2y«— cy+o*)  =-  a(y--c) 

woraus  durch  Elimination  von  y  mittelst  der  ersten  Relation: 

^  __  ay2(l-y2tgg) 

""^        1  +  V2tgf 
somit: 

aV2 

^*"i+y2tg/ 

folglich  nach  der  dritten  Relation: 

(l+y2tge)2 
oder  f&r  kleine  e: 

ifc«4a«V3tge 
c  =  ay2 
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Die  obigen  Resultate  wurden  für  den  Fall  abgeleitet,  dass  m  im  In- 
nern der  Erde  liegt  und  anziehend  uvirkt.  In  den  Fällen,  wo  er  ober- 
halb der  Erdoberfläche  sich  befindet,  oder  wo  er  statt  anzuziehen, 
repulsiv  wirkt,  modificiren  sie  sich  natürlich.  Pa  diese  Fälle  sich 
jedoch  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Vorherigen  ergeben,  so  soll  davon 
Abstand  genommen  werden. 

Wenn  man  statt*  zweier  Beobachtungen  deren  eine  ganze  Reihe 
hat,  so  kann  man  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung die  wahrscheinlichsten  Werte  von  A-,  c  dadurch  berechnen,  dass 
man  die  beobachteten  Coordiuatenwerte  in  die  Gleichung  der  Fläche 
einsetzt,  und  so  eine  Reihe  von  Relationen  zu  ihrer  Bestimmung 
erhält. 

Hat  man  speciell  eine  vom  Punkte  Q  aus  in  einer  Meridiancnrve 
beobachtete  stetige  Folge  von  gleichen  Abständen  Jx  und  die  zuge- 
hörigen Ablenkungswinkel,  so  kann  man  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
daraus  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  diese  Werte  am  genausten 
darstellt.    Man  hat  somit  als  Gleichung  derselben : 

wo; 

t«f"-2tg«'+tg.=  ^ 

so  dass  die  Coefficienten  der  vorstehenden  Reihe  bekannt  sind. 

Bildet  man  andrerseits  die  entsprechende  Reihe  aus  der  auf  Q 
bezogenen  Gleichung  der  Curve: 

so  erhält  man: 

^ x*d(3yi^—d^)x^ 

^  ""  yi(yi+d) '  2!      WiPi+d)  4!  +  •  •  • 

Bleibt  man  beim  zweiten  Gliede  stehen,  so  ergibt  der  Vergleich  mit 
der  vorherigen  Reihe  die  zur  Bestimmung  der  Constanten  y,,  d  er- 
forderlichen Relationen.    Bezeichnet  man: 


so  ergibt  sich: 


^y  ^^y       a 
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woraus  henorgekt,  dasa  a,  j3  kleine  Grössen  im  Vergleich  zu  y,,  r^ 
sind.  Setzt  maü  den  aus  der  ersten  Kelatiou  folgenden  Wert  von  d 
in  die  zweite,  so  erhält  man: 

4/Jy,«  =  «(1  -  ay,)^  (3(1  -  «y^*-  ^W 

oder,  wenn  man  setzt: 

1  — «yi 

Vemachlftssigt  man  rechts  az  gegen  die  Einheit,  was  znlässig,  da  a 
klein,  so  folgt: 


folglich : 


y,  = 


i/i!«: 


+4^ 


1+ 


somit  nach  der  ersten  Relation: 


"r  i^^ 


=  r  «a+4/3 


1 


3«» 
«»+4/3  3tt« 


-""V^^^^ß 


woraus : 


■v^ 


3o \» 


Wäre  Jb,  d  statt  ans  zwei,  ans  einer  ganzen  Reihe  von  Relationen 
gebildet,  welche  sich  durch  die  Hinzunahme  der  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  den  beiden  Reihen  fttr  y  ergeben,  so  würden,  nachdem  die 
so  erhaltenen  wahrscheinlichsten  Werte  Atq,  ^q  in  die  zweite  jener 
Reihen  substituirt  und  zugleich  für  «,  y  die  beobachteten  Wertpaare 
eingeführt  worden,  die  so  erhaltenen  Relationen  Identitäten  ergeben; 
oder,  die  Reihe  auf  Null  gebracht,  müsste  identisch  verschwinden. 
Die  Abweichungen  davon  dienen  daher  als  Massstab  der  Beurteilung 
ob  die  gemachte  Annahme ,  die  Beobachtungen  durch  einen  Massen- 
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puukt  ZU  erklären,  zulässig  oder  nicht.  —  Im  Vorhergehenden  wurde 
vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  im  Meridian  gemacht  seien, 
worin  das  Centrum  gelegen.  Entgegengesetzten  Falls  modiiiciren  sich, 
dem  Frühem  gemäss,  die  Resultate  nur  unwesentlich  und  kann  daher 
von  diesen  Fällen  hier  Abstand  genommen  werden. 


§  2. 

Die  im  vorigen  §  unter  Voraussetzung  eines  unendlich  grossen 
Abstandes  beider  Geutra  abgeleiteten  Resultate  genügen  für  die  in 
Rede  stehenden  Probleme  vollkommen.  In  andern  praktischen  Fällen, 
wo  es  sich  nicht  um  den  Einflnss  der  Localattraction,  sondern  der 
allgemeinen,  d.  h.  durch  die  ungleiche  Verteilung  von  Land  und  Wasser 
auf  der  Erdoberfläche  erzeugten  Attraction  handelt,  oder  auch  bei 
der  Ermittelung  der  durch  die  Anziehung  des  Mondes  erzeugten  Ver- 
änderung der  Niveaufläche  des  Meeres  —  wenn  von  der  Bewegung 
abgesehen  wird  —  kann  der  Abstand  a  nicht  als  unendlich  voraus- 
gesetzt werden.  Alsdann  bestände  der  nächste  Orad  von  Annäherung 
darin,  die  Erde  als  kugelförmig  zu  betrachten,  welche  Annahme  im 
Folgenden  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Im  Wesentlichen  zeigt  sich  der  Charakter  der  auf  diese  Art  ent- 
stehenden Flächen  mit  dem  der  vorherigen  übereinstimmend,  und  nur 
in  sofern  verschieden,  als  jetzt  keine  oo  fernen  Elemente  mehr  vor- 
kommen. Es  entstehen  daher  in  diesem  Falle  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Gruppen,  jenachdcm  die  Fläche  beide  Centra,  oder  nur  eins 
umgibt.  Auch  hier  genügt  es,  da  die  Flächen  Rotationsflächen  sind, 
die  Meridian-Curven  zu  untersuchen. 

Man  betrachte  zuerst  den  Fall  der  Anziehung,  wo  beide  Punkte 
im  Abstand  2a  von  einander  liegen,  und  wo  die  Fläche  beide  um- 
gibt, oder,  um  auf  das  Frühere  zurück  zukommen ,  sei  M  die  Masse 
der  Erde  im  Mittelpunkt,  m  die  eines  ablenkenden  Centrums  im  In- 
nern der  Erde.    Bezeichnet  man 

M      ^ 

so  kann  die  Gleichung  der  Niveaufläche  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

wo  p,  r  die  bezüglichen  Abstände  eines  beliebigen  Punkts  der  Fläche 
von  M  resp.  m,  R  eine  beliebige  Constante  bezeichnet.    Legt  man 
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den  Coordinatenarsprong  in  M^  und  bezeichnet  q>  den  Winkel  des 
Radiosvectors  q  mit  der  positiven  a;-Axe  Mm,  so  hat  man  als  (xlei- 
chung  der  Corvo : 

2)  1   I  J  „1 

wo  das  positive  Wurzelzeichen  zu  nehmen.  Denn  da  die  Fläche  beide 
Centra  umgibt,  so  werden  an  den  Stellen,  wo  x  =  2acosg>  grösser 
als  2a  ist,  die  x-Componenten  beider  Punkte  mit  gleichen,  da  wo 
X  <;  2a,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  erhalten,  wie  es  sein  muss. 

Um  den  Zusammenhang  der  Constanten  a,  R,  k  mit  den  die  Fläche 
bestimmenden  geometrischen  Grössen  zu  erkennen,  führe  man,  wie 
vorher,  die  Axenabschnitte  r^,  r^  der  Abscissenaxe  ein,  so  erhält  man 
ans  2)^  wenn  <p  resp.  =  0<^  und  180®  gesetzt  wird: 


3) 


1 

4-        ^ 

1 

»-2 

1 

"^  rjj  -  2a 
1          ^ 

R 

1 

»-3 

'    r3+2a- 

"  R 

Man  könnte  auch  noch  den  Abschnitt  r^  der  y-Axe  für  q>  =  90®  be- 
stimmefi,  was  jedoch  hier  ohne  Bedeutung.  —  Die  Grösse  R  ist,  wie 
man  aus  1)  ersieht,  der  Badius  der  Kugel,  in  welche  die  Fläche 
übergeht,  wenn  m  =  0  wird. 

Die  Relationen  3)  genügen,  die  Axenabschnitte  rg,  r^  eindeutig 
für  ein  bestimmtes  Problem  durch  die  Constanten  a,  jR,  k  zu  be- 
stimmen. Um  auch  das  Umgekehrte  zu  erkennen,  dass  letztere  sich 
eindeutig  durch  die  die  Curve  bestimmenden  geometrischen  Grössen 
ausdrücken,  verlege  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die 
Mitte  von  Mm,  Man  erhält  alsdann ,  wenn  r'j,  r\  die  resp.  Axen- 
abschnitte, von  der  Mitte  aus,  und  r^  den  Abschnitt  der  Ordinate 
im  Mittelpunkt  bezeichnet,  aus  1)  die  Relationen: 


4) 

1  k       __1^ 

r'g  — a+r'g  +  a""!? 
Eliminirt  man  darin  R  und  bezeichnet 
SO  erhalt  man: 
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(r',-A«)«(rV+««)  =  (rV-«»)* 
(r',-Aa)  (r',»-a«)  =  (r'g+iaXrV-a«) 

Ans  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  erste,  so  ergibt  sich: 


woraus: 


..<  i-L-' « 


2)    «.««Vto 


2 

+  ^-*4^' \f'*+^\-  y('-',+'-'»)*+8(r',«+rV)  +  16rV] 

WO  das  negative  Wurzelzeichen  der  Bestimmung  gemäss  genommen 
ist,  dass  für  r\  =  r'g  «=  r'o,  a  =  0  werden  soll.  Hat  man  somit  a* 
bestimmt,  so  ergibt  sich  l  aus  1),  sodann  R  aus: 

-.  „     /i+i\  (rV±!V:r2«') 

^^  ^     l  2  j       ^V+Ä 

welcher  Wert  eindeutig,  da  l  positiv  genommen  werden  muss. 
Für  Ä;  =  1,  >l  =  0  ergibt  sich  speciell;  da  jetzt  r^  =  rg: 

a« 2 

R   =.  2 

Auf  ganz  analoge  Art  würde  man  die  Constanten  a,  i?,  ^,  die 
hier  unter  der  Voraussetzung  zweier,  innerhalb  der  Fläche  gelegener 
Anziehungs-Centra  bestimmt  worden,  für  jeden  andern  Fall  berechnen 
können. 

Die  Gleichung  1)  ist,  wie  man  leicht  übersieht,  nach  Beseitigung 
der  Wurzelgrössen  vom  8ten  Grade  nach  x  und  y.  Transformirt 
man  dieselbe  auf  Polar- Coordinaten,  so  erhält  sie  die  Form: 

(p«+4a2  — 4apcosg))(p-~i2)2— ^•8i^V  =»  0 

Diese,  als  algebraische  Gleichung  4  ten  Grades  nach  q  aufgefasst,  er- 
gibt für  jeden  Wert  von  <p  mindestens  einen  realen  Wert  von  g  der 
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im  Intarralle  r^  .  * .  r^  liegt.  Denn  für  einen  beliebigcu  Wert  ^^ 
ergibt  sich,  wenn  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichunsr  für 
diesen  Fall  mit  A  bezeichnet  wird,  unter  Berücksichtigung  der  Re- 
lationen 3)  nach  Reduction: 

1)  für  ^  =  r«     A  =  Sar^ir^  —  i?)« sin«  ^^  >  0 

2)  „    Q^r^     A^^Sar^(r^-R)hos^'^'<0 


Geht  man  daher  wieder  von  einem  bestimmten  Werte  von  «p,  z.  B. 
(]P  =  0  aus,  welchem  der  Wert  r  ^  r^  entspricht,  so  erhält  man  durch 
saccessiv  wachsende  Werte  von  q>  eine  stetige  Folge  successive  ab- 
nehmender Werte  von  r,  die  in  ihrem  Zusammenhange  den  Curven- 
teil  zunächst  in  der  Umgebung  des  Ausgangspunktes  construireu, 
soweit  auf  dieser  Strecke  keine  Unstetigkeiten  liegen. 

Zum  Zwecke  der  Construction  müssen  wiederum  die  Axenab- 
schnitte  aus  den  Relationen  3)  eindeutig  bestimmt  werden,  wie  es  den 
Bedingungen  des  Problems  entspricht. 

Für  den  vorgelegten  Fall  muss  man  demnach  haben: 

2a-\-R(l  +  k)   ,    1  /{2a + R(T+k))^^  SaRk 
r.==        2 +y 1 


{2a-R(l+k))   ,    I /{2a  —  Ril  +  kj)^  +  SaRk 

r^ 2  +y  j 

wobei,  für  &  =  0,  ri  =  r2  =  r^='  r  resnltirt. 

Für  ^  =  1  folgt,  im  Falle  beide  Punkte  umhüllt  worden : 
rg  =-       a  +  R+V^+R^ 

während  der  Wert  vq  zufolge  des  Vorherigen  ist: 

r^  =  ViR^^^ 
welcher  zeigt,  dass  die  Fläche  nur  solange  Punkte  umgibt,  wie 

4:R^  >  a« 

ist,  während  zugleich  die  Bedeutung  von  R  für  diesen  Fall  als  halbe 
Hypotenuse  des  von  den  Katheten  a,  r^  gebildeten  rechtwinkligcu 
Dreiecks  hervorgeht. 
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In  der  Praxis  wird  man  gewöhnlich  nicht  die  Grösse  R  als  gc- 
geben  ansehen,  sondern  es  wird  ausser  u,  k  nach  ein  willkürlicher 
Punkt  gegeben  sein,  durch  den  die  Fläche  gelegt  werden  sdl  An^ 
den  Coordinaten  desselben  bestimmt  man  alsdaim  zuerst  die  Radioii- 
vectorcn  r,  p,  und  aus  diesen  zufolge  1)  die  Grösse  R. 

Nachdem  die  Axeuabschnitte  ermittelt,  kaun  die  Curvo  in  derart 
dargestellt  werden,  dass  man  unter  Zugrundelegung  der  aus  1)  fui- 
genden  Relation: 

_  ^^ 

von  einem  Axenschnitte,  q  =^  r^  beginnend,  für  g  succeasive  wach* 
sende  Werte  setzt,  und  die  entsprechenden  r  als  4ie  Proport ioDakm 
aus  vorstehender  Relation  bildet,  wodurch  sich  je  1  Gurvenpuaki  be- 
stimmt. Je  nachdem  man  r  durch  p,  oder  q  dmcli  r  ausdrückt  er- 
kennt  man,  dass  mit  wachsenden  g  die  r  abnehmen,  und  umgekehrt. 
während  andrerseits  beide  stets  grösser  als  E  resp.  Rk  bleiben,  weil 
unendlich  ferne  Elemente  ausgeschlossen.  Darauf;  folgt,  dass  intier- 
halb  der  Strecke  r2..  .r^  die  Summe  beider  Radienvectoren  irgendwo 
ein  Minimum  erreichen  muss.  Liegt,  von  dem  Punkte  gerechnet,  wo 
die  Construction  beginnt,  bis  zu  dieser  Stelle  keine  Unstetigkeit,  so 
kann  dieser  Teil  der  Curve  ohne  Unterbroclmng  darßp stellt  werden. 
Für  k  =  l  kann  also,  da,  wie  das  FolgeniU^  xeigt,  jenes  Miiümum  in 
der  Mitte  liegt,  unt43r  dieser  Voraussetzung^  die  Curve  in  einem  7m*' 
verzeichnet  werden.  Jene  Unstetigkeitsstellcn  sind  dabt^r  zunächst  zu 
untersuchen.  Dabei  hat  dio  Stelle,  wo  r+y^Min.  in  sofcra  eim 
gewisse  Bedeutung,  als  sie  jene  Stellen  trennt,  und  somit  dazu  dient. 
in  jedem  speciellen  Falle  Aufschluss  über  di<^  Gestalt  der  Curve  zu 
geben. 

Untersucht  man  zunächst  die  Stellen,  wo  die  Ordinate  ein  Maxi- 
mum resp.  Minimum  erreicht,  so  finden  sich  diese! hen  durch  Difie- 
rentiiren  von  2)  nach  x,  wenn  man  diesem  Grösse  statt  p  cosg?  ein- 
führt, durch  die  Relation  ausgedrückt: 

dy  r^x+kgHx-^  2a)  _ 

woraus: 

6)  r^x+kQ^(x—2a)  =  ü 

Eliminirt  man  hier  x  mittelst  der  Relation  i 


sodann  r  mittelst  1),  so  erhält  man: 


*=  4« 
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—  /fe»J?«p»[Ä;«Ä3  —  (^  —  Ä)3]  =  0 

Diese,  als  algebraische  Gleichung  nach  q  betrachtet,  zeigt,  dass  inner- 
halb des  Intervalles  r2  . , .  r^  entweder  ein  Maximum  oder  zwei 
Maxima  und  ein  Minimum  der  Ordinate  liegen  müssen.  Denn 
es  ergibt  sich,  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  A  bezeichnet 
wird: 

1)  fttr  p  =  rj     A^       McRr^  [(r,  —  Ä)«+ ^«Ä*]  >  0 

2)  „     p  =  r3     A 4aA:Ärj[(rs— Ä)>+;t«Ä«]<0 

wie  sich  unter  Zuziehung  der  Relationen  leicht  findet. 

Es  liegt  folglich  eine  ungerade  Anzahl  Wurzeln  im  fraglichen 
Intervalle.  Da  indessen  die  Fläche  nur  8tcn  Grades  ist,  so  können 
anf  jeder  Seite  nicht  mehr  als  3  Stellen  existiren. 

Um  diese  im  letzteren  Falle  zu  trennen,  bestimme  man  die  Stelle, 
wo  r-|-^  =  Min.  wird. 

Man  erhält  durch  Differentiiren  dieses  Summenausdrucks 


die  Relation: 


woraus : 


folglich: 


I  I         ^^^  HE- 

r  =-  R^h{\-{-^k) 


Dass  dieser  Wert  wirklich  ein  Minimum,  ergibt  die  nochmalige  Dif- 
ferentiirung  des  vorherigen  Ausdrucks,  welche  liefert: 

2kR  2kRg  2kR* 

Setzt  man  speciell  ifc  =«  1,  so  ergibt  sich  p  =  r  ==  2Ä  übereinstimmend 
mit  dem  Yorherigen.  Die  fragliche  Stelle  liegt  also  in  diesem  Falle 
in  der  Mittelpunkts-Ordinate. 

Führt  man  den  vorstehenden  Wert  von  p  in  6)  ein,   so  ergibt 
sich  nach  Reduction: 

^  =  (Äy  jb)6(l  —  y  jb)  (i?a(l -f.  y  A:)*— 4a*) 

Dieser  Wert  ist  positiv,  denn  da  der  Minuendus  in  der  letzten  Klam- 


i 
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mer  den  Minimalwert  von  r-f-p  bezeichnet,  nud  andererseits  die 
Fläche  beide  Punkte  umhtlllen  soll,  so  muss 

7)  R(l+yk)^^2a 

sein.  Da  folglich  -4  >  0,  so  liegt  zwischen  der  Stelle  r-f-p  =  Min. 
bis  p  =  rj  stets  ein  reales  Maximum  von  y ;  dagegen  im  andern  In- 
teryalle  von  jener  Stelle  bis  r,  entweder  ein  Maximum  und  ein  Mi- 
nimum oder  keines  von  beiden.  Die  Bedingungen,  wenn  das  erstere 
oder  letztere  eintritt,  ergeben  sich  durch  Untersuchung  der  Stellen, 
wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert.    Aus  der  Bedingung 

folgt  durch  Differentiiren  des  Ausdrucks  5)  unter  Berücksichtigung 
des  Wertes  von  x: 

8)  4(r»-f Ä:p«)(r»-f  Ä:p»— 4a«Ä;Ä)— 3ÄTp(16a»p«— {4a«+p*--r»)«)  =0 
Eliminirt  man  mittelst  1)  die  Grösse  r,  so  folgt: 

Bezeichnet  man  wieder  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  g  mit 
Ä,  und  substituirt  für  p  die  Grenzwerte  rg,  rj,  so  ergibt  sich: 

1)  für  p=r2     il=4r2{rj— Ä)»(Ä;2Ä8+(r,— J?)3)(rjj4— 4ar,«-|-4a«Ä«)>) 

2)  „    p=r3     ^«4r3(r8-Ä)>(Ä:»Ä»+(r3-Ä)3)(r33+4ar8M-4aWj>0 

Daraus  geht  in  Verbindung  mit  dem  vorher  über  die  Maxima  der 
Ordinate  gefundenem  Resultate  hervor,  dass  entweder  zwei  oder  keine 
realen  Wendepunkte  existiren.  Um  sie  im  ersten  Falle  zu  trennen, 
führe  man  wieder  die  Stellen  r-|-p  =  Min.  ein.  Für  den  bezüglichen 
Wert  von  g  ergibt  sich  alsdann  nach  gehöriger  Reduction: 

il=Ä%  V  k(RHl+y  Ä)*— 4a»)((3— 2y  A?-f  3Ä)(l+y  k)^R*  —  12a«) 

Der  erste  Elammerausdruck  rechts  ist  positiv,  wie  vorher  ge< 
zeigt  Die  zweite  drückt  somit,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ 
ist,  die  Bedingung  aus,  unter  der  die  Wendepunkte  real  oder  imaginär 
sind.  Denn  da  dieselben  sich  auf  verschiedenen  Seiten  der  fraglichen 
Stelle  befinden  müssen,  so  können  sie  nur  unter  der  Bedingung: 

9)  i^»(l  +  V^•)*(3~2V^'^-3Ä;)  ^  12ö» 
vorhanden  sein,  entgegengesetzten  Falls  nicht. 
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Für  k  ^1  ergibt  sich  speciell : 

4R«  =  3a« 
> 

Währeed  also  in  den  zuerst,  §  1.  untersuchten  Fällen,  wo  beide 
Punkte  von  der  Fläche  umhüllt  werden,  stets  reale  Wendepunkte 
existiren,  sind  sie  hier  nur  unter  besonderen  Bedingungen  vorhanden. 

Ihr  Vorhandensein  bedingt  allein  noch  nicht  die  Existenz  zweier 
Ordinaten-Maxima.  Um  für  letztere  die  Bedingung  der  Realität  zu 
erkennen,  hat  man  den  Fall  zu  untersuchen,  wo  gleichzeitig: 

dx 

weil  die,  dieser  Bedingung  entsprechenden  Curven  offenbar  den  üeber- 
gang  von  einem  zu  zwei  Maxima  bilden. 

Führt  man  in  6)  und  7),  nachdem  in  6)  vorher  x  durch  r  und 
p  ausgedrückt,  die  Grösse  z  ein  durch  die  Belation : 


wonach  ans  1)  folgt: 


RilA-kz) 
r  = 

z 

so  gehen  daraus,  nachdem  die  zunächst  erhaltenen  Gleichungen  in 
geeigneter  Art  reducirt  worden,  die  folgenden  hervor: 

10)  (l+ib)(lH-Ä:«»)»  =3»iiifc«* 

(l+&5»)(l-hÄ»3)«  =  3faj3(l+Ä«)(l— «2) 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  fragliche  Bedingung,  ebenso  wie  dies 
auch  schon  hinsichtlich  der  durch  die  Eelationen  7)  und  9)  ausge- 
drückten Bedingungen  der  Fall  war,  von  der  Grösse  von  a  und  R 
ganz  unabhängig,  dass  vielmehr  nur  ihr  Yerhältniss,  ebenso  wie  hin- 
sichtlich der  Massen  in  Betracht  kommt. 
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Durch  weitere  Combination  reduciren  sich  die  zwei  Gleichuugfn 
9)  auf  2  solche  7ten  Grades: 

2Ä:»i87_5A;S^6_3^2^6_^;tij*(3m+3^«+l)~«8(3m+ifc«+3)+3ifca+5«— 2i^ 

Ä:*{16+25ifc»),       -A?(2m-3it«— 2),       — 3Ä?(5m+5ik»+3), 
0  -3(w+ik«— 1), 

3[3m(f»+2Ä:2+2)+4*«+7], 
0  = 


wo  der  Kürze  wegen  nur  die  Hälfte  des  Quadrats  ausgefflllt,  da  die 
andere  sich  symmetrisch  ergänzt.  Diese  Determinante,  als  algebraische 
Gleichung  nach  m  aufgefasst,  ist  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
vom  9ten  Grade,  hat  also  stets  eine  reale  Wurzel.  Denkt  man  sich 
diesen  Wert  von  m  als  Function  von  k  dargestellt,  so  liegt  er  der 
Grösse  nach  offenbar  zwischen  den  aus  7)  und  9)  sich  ergebenden 
Werten  derselben  Grösse,  so  dass  für  solche  Werte  von  m  zwischen 
dem  aus  9)  folgenden  bis  zu  dem  hier  sich  ergebenden  nur  ein  reales 
Maximum,  für  solche  zwischen  letzterem  und  dem  aus  7)  hervor- 
gehenden zwei  solche  liegen. 

Eine  Vereinfachung  des  Falles  tritt  für  ik  =^  1  ein,  weil  alsdann 
offenbar  »  ==»  1  sein  muss.  In  der  Tat  tritt  für  diesen  Fall  der  Factor 
«  —  1  aus  der  zweiten  Gleichung  10)  heraus.  Dieser  Wert  von  z,  in 
die  erste  gesetzt,  führt  alsdann  zu  der  Bedingung: 

4ß2~3a«  =  0 

welches  dem  Vorherigen  gemäss  dem  üebergange  der  Wendepunkte 
vom  Imaginären  zum  Realen  entspricht. 

Es  handelt  sich  nunmehr  noch  um  den  Ucbergang  der  Curven, 
die  beide,  zu  denen,  die  nur  ein  Centrum  umgeben. 

Untersucht  man  zu  diesem  Zwecke,  wie  im  §  1.  die  Bedingungen, 
wo  die  Gleichung  1)  einen  singulären  re^p.  einen  mehrfachen  Punkt 

besitzt,  indem  wie  dort  x  '^  ö  8®^®^*  ^""^^  ^^  ^^^8^  ^^^  ^) ' 

1]  r^x+hQHx  —  2a)^0 

y  =  0 
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Die  Bedingung  y  dass  beide  für  denselben  Wert  von  z  erfttllt  sein 
müssen,  ergibt  sich  durch  das  Verschwinden  der  Resultante,  welche 
sich  in  der  B^zout'schen  Form  als  symmetrische  Peterminante  nach 
Fortlassung  gemeinsamer  Factoren  darstellt: 


4(2«i-ifc«+2)  — löifc,  —4,  k 

-3[(3»»+A:»)(m  Fifc»)— ÖÄ«— 3],  Ä;(9m— Ä?«— 49),  5(m+*«-l),  — 3Ä;(m+Är«) 
2ik2(3f?»+5Ä:*— 7),  15Ä;(mH-Är«— 1),         4Ä?*,      Ä:(3m+Ä?»-f  1) 

3Ä:«(2w-f2Ä:«+3),  3Jfc,  — 3(«i+l) 

— 2(m— ifcH-1)»        ^ 
2Ä:«+5 

Führt  man  die  entsprechenden  Werte   p  «  «,   r  «  2a— a?  in  1]  ein, 

so  ergibt  sich 

_       2a 
^-1  +  Vä: 

Damit  die  entsprechenden  Werte  von  p,  r  der  Curve  gentigen,  folgt 
durch  Einsetzen  in  1)  die  Bedingung: 

Ä(l  +  yifc)«  =  2a 

welches  nach  dem  Vorherigen  dem  Grenzfalle  entspricht,  wo  die  Curve 
noch  beide  Punkte  umgibt.  Der  fragliche  Punkt  ist  somit  kein  sin- 
gulfirer,  sondern  ein  Curvenpunkt,  der  dadurch  entsteht,  dass  die 
beiden  Wendepunkte  zusammenfallen.  Denn  wegen  der  Symmetrie 
kann  dies  zunächst  nur  in  der  a;-Axe  geschehen.  In  der  Tat  ergibt 
sich,  wenn  man  in  8)  den  Wert  y  =»  0  einführt,  daraus  wiederum  1]. 
Der  Punkt  ist  somit  ein  mehrfacher,  dessen  beide  Tangenten  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  den  man  durch  das  im  §  1.  ange- 
gebene Verfahren  erhält.  Aus  der  auf  rationale  Form  gebrachten 
Gleichung  1): 

wo  der  Kürze  wegen  ^*+r^  beibehalten ,  statt  ihrer  Werte  in  aj,  y 
ergibt  sich  durch  Bildung  der  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von 
F(icy)  zufolge  der  im  §  1.  gegebenen  Formel: 

(^y  8i2*a«ÄJ«  —  UR^a^k^  «=  0 
woraus: 

dy       ^* 
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identisch  mit  dem  im  §  1.  gefundenen  Resultate,  wo  die  x-  und  y-Aie 
umgekehrt  bezeichnet  waren. 

Hieraus  folgt  somit  allgemein,  dass  die  Lage  des  Doppelpunkts 
zwar  von  ^•,  a  abhängt,  die  Richtungen  der  Tangenten  jedoch  unab- 
hängig davon,  stets  einen  Winkel  von  129^  48'  38"  mit  einander  bilden. 

Dasselbe  erkennt  man  übrigens  auch  durch  Reihencntwickelung 
der  in  1)  enthalteneu  Wurzelgrössen.  Verlegt  man  den  Coordinaten- 
ursprung  an  die  Stelle  der  Abscissenaxe ,  welche  dem  Doppelpunkte 
entspricht,  und  entwickelt  für  diejenigen  Flächeutcile,  wofür  die  Ab- 
stände dieses  Punkts  von  M  resp.  w,  nämlich: 

2a 


2a  —  «  = 


1  +  Vfc 
2a  Vk 


grösser  sind,  als  die  von  ihm  aus  gezählten  Radienvectoren,  nach  ab- 
steigenden Potenzen  jener  Grössen,  so  wird  der  Factor  von  coscp 
Null,  so  dass  sich,  wenn  man  beim  zweiten  Gliede  stehen  bleibt,  üacli 
einiger  Reduction  die  Relation  ergibt: 

Setzt  man  «,  y  statt  der  Pplar-Coordinaten,  so  ergibt  sich: 

2      o  2        (/^(l  +  Vfe)^-2a)8aV^- 
y^  —  2x*  =  ; -r-— 

d.  i.  eine  Hyperbel,  welche  event.  in  zwei  sich  unter  einem  Winkel 

tgg)  =  V| 
schneidende  gerade  Linien  degenerirt,  wenn 

und  die  die  y-  resp.  «-Axe  zur  Hauptaxe  hat,  jenachdem  die  linke 
Seite  dieses  Ausdrucks  positiv  oder  negativ  ist. 

Es  existiren  daher  nur  im  ersteren  Falle,  oder  wo  die  Fläcbo 
beide  Punkte  umgibt,  reale  Wendepunkte,  im  Falle  nur  1  Punkt 
umhüllt  wird,  keine  solchen.  Die  letzteren  Curven  können  somit 
auch  nur  ein  Ordinaten-Maximum  enthalten,  wodurch  sich  ihre  Con- 
struction  vereinfacht. 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


insbesondere  mit  Rüclsichi  auj  die  Lot4töntiiffen,  145 

Das  Gesetz  des  Uebergauges  der  hier  uiitersuchten  Curveu  gilt 
also,  mit  AuBnahme  der,  auf  die  Wende|mnkte  bozüglicheu  Resultate 
aüch  für  die  früheren  Fälle, 

Man  kaim  übrigeos  die  Stelten^  wo  Siugularit^teu  statttiudOD,  so- 
hM  mau  ihre  Exiitenz  uacb ge wiese n ,  durch  die  Taylor'sche  Reihe 

«äherangsweise  bestimmeu.  Denn  da  k  stets  ^  1,  während  ande- 
rerseits entweder  3,  oder  sein  reciproker  Wert  als  echter  Bruch  he- 
iracbtet  werden  kanii^  so  lässt  sich  innerhalb  dieser  Grenzen  die  eine 
fimse  als  stetige  Fuuction  der  andern  ansehen^  deren  Beziehung 
durch  die,  den  singulären  Stellen  entsprechende  Gleichung  ausgedrückt 
Btrd.  Mau  kann  daher  (cf.  Weierstrass,  Theorie  der  Functionen) 
die  eine  als  Fotenzreihe  der  andern  nach  dem  Taylor'schen  Satze  ent- 
wickeln. 

Um  zuerst  dasjenige  Maxinmui  der  Ordinate  zu  bestimmen,  wel- 
ches real  ist,  so  hat  man  dafür  offenbar  s  <  1. 

Führt  man  diese  Grüsae  z  in  6}  ein,  so  ergibt  sich: 

U)  4aV(l  -^  Jbz3)  -  H^a  +A"2ä)* (1  +  kz^)  (1  —5«) 

womus  die  Reihe  henorgeht: 

E        (  R^  \ 


Um  auch  das  Minimum  von  y  zu  erhalten,  wenn  ein  solches 
eiistirt,   so  sieht  man  leicht,   dass  jetzt  ^^1,  also  statt  dessen 

-  =  /  zu  setzen.  Da  ferner  dieser  Fall  nicht  den,  wo  A  —  0,  sondern 

den,  wo  A  ^  1,  zur  Grenze  hatj  so  hat  mau  statt  nach  k  nach  1  —  k^k* 
zu  entwickeln,  wobei  für  i-'  —  Ü  *  —  1  zu  nehmen.  Aus  der  so  trans- 
furmirteu  Gleichung  11); 

Ha)    4iiV»(/3— l+ifc')  =  Ä^{3'«+1— ^')*(ä'<  — l)(/^+l— r)' 
ergibt  sich  demnach  die  Reihe: 

WO  der  Nenner  de^  zweiten  Gliedes  positiv,  als  Bedingung,  dass 
Wendepunkte  vorhanden, 

FUr  das  zweite  Maximum  von  y  würde  man  ehenfalls  aus  IIa) 
rine  Beihenentwickeluug  herleiten,  sobald  man  den,  dem  Werte  ^-'^  0 
entsprechenden  von  s'  kennt,  der  sich  nach  Absonderung  des  Factors 
^'— l  aus  der  Relation 
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4aV2(l +«'+«'«)  «  Ä»(l +«')*(! +»'^)* 

ergibt.  Vernachlässigt  man,  um  eine  erste  Annäherung  zu  erhalten, 
z'  und  die  höheren  Potenzen  gegen  die  Einheit,  so  erhält  man: 

*        2a 

welchem  Werte  zufolge  IIa)  mit  demselben  Orade  der  Approximation 
die  Reihe  entspricht: 

3)    /=|(l-3*'...) 

Um  auch  die  Stellen  der  Wendepunkte  näherungsweise  zu  bestimmen, 
so  hätte  man  analog  in  8)  1  —  k*  statt  k  zu  setzen,  während  z  zu- 
nächst  <  1  vorausgesetzt  werden  kann ,  da  das  Minimum  von  r+  p 
beide  Stellen  trennt.  Dabei  müsste  wiederum  der  Wert  von  z  für 
^•  «=  1  bekannt  sein,  der  sich  für  diesen  Fall  aus  8)  näherungsweise 
berechnen  lässt.  Statt  dessen  kann  man,  um  eine  erste  Näherung  zn 
erhalten,  auch  folgendermassen  verfahren: 

Vernachlässigt  man  in  8)  zunächst  die  Potenzen  von  z  in  den 
Klammern  gegen  die  Einheit,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

12)  4ä8(ä«— 4a*A:z3)+3«it(4a»«»— Ä«)  «  0 

Indem  man  diese  zuerst  statt  8)  der  Berechnung  von  z  zu  Grunde 
logt,  kann  man  man  nach  den,  in  der  Astronomie  gebräuchlichen 
Methoden  leicht  einen  ersten  Näherui^wert  von  z  finden,  indem  man 
sich  die  lineare  Potenz  von  z  zuerst  durch  die  höheren  ausdrückt, 
für  diese  einen  schon  bekannten  Näherungswert  einsetzt,  und  mittelst 
des  hierdurch,  erhaltenen  Wertes  von  z  dasselbe  Verfahren  beliebig 
oft  wiederholt.  Man  erhält  demgemäss  aus  (12)  unter  Einführung 
von  1—k^k'  und  mit  Beibehaltung  der  ersten  Potenz  von  *': 

4Ä»(aV— Ä«) 

z  =« — 


3(4aV 


Setzt  man  für  die  Potenzen  von  z  rechts  den  Näherungswert  « *=»  1, 
so  folgt: 

"^  "^  3(4a»  — 7?)  r  "~4^^^^^*'  '  •  7 
Ebenso  würde  man  für  den  zweiten  Wendepunkt  den  Näherungswert 
aus  12)  durch  Einsetzen  von  »'-=  -  erhalten,  wonach: 

~  3(4a»— Ä^)  V^4a8— Ä«*^    •'7 
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In  dem  Vorherigen  wurde  der  Fall  vorausgesetzt,  dass  w  an- 
ziehend wirkt,  oder  dass  seine  Dichtigkeit  grösser  als  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Hauptmasse  sei.  Ist  sie  geringer  als  letztere,  also  h 
negativ,  so  übersieht  man  leicht,  d^ss  alsdann  nur  die  zuerst  be- 
sprochenen Singularitäten,  dagegen  keine  Wendepunkte  existiren,  da 
die  bezüglichen  Ausdrücke  imaginär  werden,  während  die  Stellen,  wo 
r-|-()  =  Min.,  jetzt  in  die  Abscissenaxe  fallen.  Ebenso  ist  einUeber- 
gang  von  den  beide  Centra  umgebenden  zu  den  nur  ein  solches  um- 
hüllenden unmöglich. 

Von  praktischen  Fällen  dieser  Art  kommt  übrigens  nur  der  eine 
in  Betracht,  wo  das  abstossende  Centrum  im  Innern  der  Hauptmasse 
liegt.  Die  Curven  sind  den  früheren  insofern  entgegengesetzt,  als 
jetzt  das  Minimum  der  Krümmung  in  der  Abscissenaxe  dem  Punkte 
m  zunächst  liegt,  während  dort  früher  das  Maximum  stattfand,  wie 
sich  schon  durch  mechanische  Betrachtung  ergibt. 

Die  Kraftlinien,  welche  den  hier  untersuchten  Curven  entspre- 
chen, sind  wie  die  früheren  algebraische  Curven.  Sie  erstrecken  sich 
ins  Unendliche,  und  haben  je  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  zu 
beiden  Seiten  der  a;-Axe.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  die  ihnen  ange- 
börigen  Differentialgleichungen  nicht  blos  für  den  Fall  zweier,  sondern 
für  beliebig  viele  auf  gerader  Linie  liegender  Centra  integrirbar  sind. 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  ergibt  sich,  wenn 
X,  V  die  Componenten  nach  «,  y  sind,  die  Differentialgleichung: 


13)  ^  ^^ 


V      dv         ^ 


X       (Ix^  x^.    k{x-'2a) 
Dieselbe  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 


xdy  —  ydx  ,    ^  (jx  —  2a)  dy  ^ydx)\ 


Q 


>s 


+H' 


Um  die  Integration  auszuführen,  kann  man  allgemein  folgendermassen 
verfahren. 

Hat  man  eine  Reihe  anziehender  Punkte  m,  m',  m"  ...  auf  der- 
selben geraden  Linie,  die  der  Einfachheit  wegen  wie  bisher  die  Ab- 
scissenaxe sei,  bezeichnen  x^  x\  x**  ...  die  Abstände  eines  beliebigen 
Punkts  der  Kraftlinie  von  resp.  w,  m',  m"  . . .  auf  die  Abscissenaxe, 

und  Ä:,  ifc',  i-"  ...  die  Verhältnisse  - ,  — ,    ...    so    wird,    dem  Vor- 

hengen  analog,   die  Differentialgleichung   der  Kraftlinien   die  Form 
haben: 

IG* 

Digitized  by  CjOOQ  iC 


1 48  ^' nterberg:   Ueher  die  Anziehung  vom  Massenpunklen 

~pi         r  ^'3  i"  ^«5  -f-...  =  u 

wo  r,  r',  /'  ...  die  entsprechenden  Badienyectoren  bezeichnen,  also 

Fahrt  man  nene  Yariabie  ein  durch  die  Relationen: 

y  =  :rt  =  xr=ar'r  ... 

80  erhält  man  durch  Bildung  der  Differentiale  und  Einsetzen  in  die 
vorstehende  Differentialgleichung: 

x^      kx'^dt'      ^^^di 

^»   +       ^«8      +       /'S     -f- . ..  «=  0 

Durch  Elimination  von  r,  r\  r*  und  a;,  x\  x*'  erhält  man  hieraus: 
tdt  kt'dt'  yj'dt" 

welche  Gleichung  integrirbar. 

Durch  Integration  ergibt  sich  -für  den  vorliegenden  Fall  zweier 

Centra: 

1        ,         Tc 

-7^^-=i  +    .    .    ,,  =  const 

woraus  nach  Einsetzen  der  Coordinatenwerte  x^  y  folgt: 

X      k(x—2a) 
14)  --\ =  c 

Diese  repräsentirt  eine  algebraische  Gleichung  8ten  Grades,  die  sich 
in  rationaler  Form  schreiben  lässt: 

14a)  (r^x^+  k^Q^ (x  —  2a)» — cV«^«)  «  4k^Y^*  (« — 2a)« 

wo  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen  r\  g^  beibehalten  sind. 

Um  die  Gestalt  der  Curve  näher  zu  untersuchen,  so  hat  man: 
1)     für  a;  --  0    y*(4a«Ä;2-c2(4a2+y»))»  =-  0 
WO  nur  der  Wert: 

y^  +  ^Vlc^^r^^ 

der  Curve  entspricht,  weil  für  den  andern  Wert  y  =  0  sich  aus  13) 
ergeben  würde: 
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dy       0 

d.  h.  es  müssten  sich  im  Anfangspunkte  mehrere  Aeste  kreuzen,  was 
dem  Sinne  des  Problems  entspricht.  Als  Realitätsbedingung  folgt  aus 
obigem  Werte  von  y\ 

2)    für  y  =-  0  folgt  ferner: 

woraus  hervorgeht,  dass  die  a;-Axe  ebenfalls  zu  den  Curven  gehört, 
denn  unter  der  Bedingung: 

(1-fÄ;»— c«)S»  =  4ä;« 

bleiben  die  Werte  von  x  willkürlich.    Da  femer,  wie  angegeben,  der 

Wert  X  -=-  0,  und  ans  demselben  Grunde  auch  a;  ^  2a  unzulässig,  so 

folgt,  dass  die  Curve  die  a;-Axe  nicht  schneiden  kann.    Andererseits 

ist  klar,  dass  sie  nicht  gleichzeitig  die  y-Axe  und  die  ihr  parallelen 

in  m  schneiden  kann.    Daher  entspricht  der  Wert  von  y  für  a;  »  2a, 

nämlich  

2ayi--c» 
y 

einer  andern  Curve,  als  der  für  aj  =  0.  Die  letztere  erstreckt  sich 
von  m  aus  rechts,  die  erste  von  M  aus  nach  links. 

Daraus  folgt,  dass  irgendwo  zwischen  der  Strecke  2a  die  Curven 
einen  Grenzwert  der  Coordinaten  erreichen. 

Um  dies  deutlicher  zu  erkennen,  führe  man  in  14)  die  Winkel 
g>,  g)'  ein,  welche  r,  q  mit  der  positiven  ar-Axe  bilden,  wodurch  sich 
jene  Gleichung  transformirt  in: 

14a)  COS(P'{-kCOS(p':=  c 

Diese  ist  zunächst*von  den  Werten  des  Radiusvectors  ganz  unabhängig. 
Dieser  kann  somit,  wie  an  sich  klar,  unendlich  gross  werden.  Zu- 
gleich erkennt  man  die  Bedeutung  der  Constante  c,  indem  man  9>'»  90^ 
setzt,  woraus,  wenn  fp^  der  entsprechende  Wert  von  q>  ist: 

c  =  cos  q>Q 

Die  Bedeutung  von  k  ergibt  sich  aus  dem  Spätem.  Man  sieht  femer, 
dass  q>,  q>*  nur  dann  beide  =  0  resp.  gleich  0  und  180^  werden 
können,  wenn:  l-|-&  =  c  resp.  I  —  ä;  =  c,  d.i.  nach  dem  Vorherigen 
der  Fall,  welchem  die  a;-Axe  als  Curve  entspricht.  Im  Allgemeinen 
schneidet  daher  die  Curve  die  a;-Axe  nicht.    Da  andererseits  <p  nicht 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


150  Winterbergi   lieber  die  Anziehung  von  Massenjmnkten 

den  Wert  90^  erreichen  kann,  weil  sonst  0059'=  7,  während  er  ne- 
gativ sein  muss,  so  sieht  man  anch  hier,  dass  die  Carve  einen  Grenz- 
punkt  innerhalb  der  Strecke  2a  haben  mnss. 

Ans  dem  Ausdrucke  ron  ^  in   13)  folgt  femer,   dass  derselbe 

nur  für  gewisse  Grenzwerte  von  x  positiv  bleibt,  darüber  hinaus  aber 

negativ  wird.    Dieser  Uebergang  vom  Positiven  zum  Negativen  kann 

du 
aber  nicht  durch  Null  hindurch  erfolgen,  weil  zufolge  13)  für  t:=0 

auch  ^  =  0  sein  müsste,  was  unzulässig;  ebenso  wie  auch  der  andere 
Fall,  der  noch  stattfinden  könnte: 

1    I   ^ 

wenn  k  als  negativ  angenommen  wird.  Denn  dieser  Fall  ftüirt  aof 
die  dem  Problem  widersprechende  Gleichung: 

^•l-f  ct>l, 

während  k  wie  c  <^  1  sein  müssen.  Es  bleibt  daher  nur  der  Ueber- 
gang durch's  Unendliche  zu  untersuchen.  Die  Stelle,  wo  dieser  statt- 
findet, wird  offenbar  die  Grenze  bezeichnen,  bis  zu  welcher  die  Curve 
dorn  Probleme  entspricht.  Denn  ginge  sie  darüber  hinaus,  so  könnte 
nach  dem  Vorherigen  der  Fall  eintreten,  dass  ein  und  derselbe  Ba- 
diusvector  r  oder  q  die  Curve  in  mehr  als  einem  Punkte  schnitte, 
während  aus  14a)  hervorgeht,  dass  zu  jedem  Werte  von  g>  nur  1 
solcher  von  9'  gehört,  und  umgekehrt.  Aus  demselben  Grunde  können 
ebenfalls  keine  Wendepunkte  existiren,  wie  schon  aus  der  Natur  des 
Problems  folgt. 

Jenem  Uebergange  entspricht  die  aus  13)  folgende  Bedingung: 

IM  ^     I    k{x  —  2a) 

15)  ^3+ -^ =  0 

welche  zugleich  mit  14)  erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung,  welche 
man  sich  nach  Elimination  von  x  auch  in  der  Form  dargestellt  denken 
kann: 

drückt  den  geometrischen  Ort  der  Endpunkte  der  in  Bede  stehenden 
Curven  aus. 

Unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnung  ;s  »  -    erhält  man 
aus  14)  und  15),  nachdem  vorher  x  eliminirt,  die  Relation: 
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(l-,«)8„(0'(i_A;V) 

d.  h.  eine  kabische  Gleichang  nach  s^,  die  also  stets  eine  reale  Wurzel 
hat    Bezeichnet  man  darin: 

so  geht  sie  über  in: 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 


5« 


(1-0*)« 


(l-e*)3 


c 


wo  wiederum  c'  =»  £  genommen, 


Nach  der  Cardani'schen  Formel  ergibt  sich  hieraus,  wenn  man 
näherungsweise  die  kleine  Grösse  c^  gegen  die  Einheit  vernachlässigt, 
und  für  a,  b  resp.  setzt: 

a  =  c* 

^^ — w- 

woraus  folgt,  dass  z  im  Unendlichen  <=  1,  von  da  aus  stetig  wächst 
bis  zum  vorstehenden  Grenzwerte.  Ferner  ergibt  sich  die  zugehörige 
Strecke  x  zufolge  15}  aus 

"^  ~  1  +  Ä:a3  =  i^yi^_f-^3 
Im  speciellen  Falle  c;  =  0  hat  man  daraus: 

^"~1+Ä: 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  k  hinreichend  klein,  die  Resultante 
der  Anziehung  auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  gerichtet  ist, 
da  der  Nenner  alsdann  «=  1  gesetzt  werden  darf. 

Im  Falle,  wo  ^  »  1,  reducirt  sich  die  obige  kubische  Gleichung 
in  z*  auf  eine  quadratische: 
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woraus  annäherungsweise: 

Für  <;  »  0  folgt  daraus  «  =  1,  welches  besagt,  da  auch  im  MmnA- 
liehen  «  =  1,  dass  diesem  Falle  die  im  Mittelpunkte  der  y-Axe  panü* 
lele  Gerade  als  Curve  entspricht,  wie  schon  der  vorher  gegebene 
Wert  von  a;  für  ä;  —  1  ergibt  Diese  Gerade  trennt  somit  die  Ctjrveß- 
schaar  links  von  der  rechts. 

Da  aus  dem  Vorherigen  hervorgeht,  dass  die  Curve  sich  in's 
Unendliche  erstreckt,  so  sind  noch  ihre  Asymptoten  zu  unterBaofaeit 

Bestimmt  man  nach  bekannter  Methode  die  Werte  der  Axenab- 
schnitte  x\  y*  der  Tangente  für  den  Fall,  dass  man  die  CoordiuatcE 
x^  y  des  Berührungspunkts  oo  setzt,  nach  den  Formeln 

y^y-^x-^ 

dy 
dx 

SO  folgt  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  ^  aus  13),  da  lim  (-] 
für  a?  —  y  =  OD  der  Einheit  gleich  ist: 

limy'(,=,=«)-lm(=^) 

,.      ,  2ak 

lima  (i=ir=«)  =  —  jq-^ 

Aus  14)  findet  sich  aber  -  =  (  gesetzt,  nach  Division  mit  x: 

woraus  sich  für  a;  =  cx>  der  lim»  ergibt: 

c 

Aus  diesem  Werte  ergibt  sich  die  Tangente  des  Asymptoten-Winkels 
mit  der  fl;-Axe: 

tg  t(;  «  ±  ^-^ — ' — ' =  hm  ( S 1 
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Dieselben  sind  daher  reaJ,  solange  reale  Cttrven  exiaüren,  und  faliea 
zusammen  für 

(1+1-)^  =  c^ 

i  h.  wenn  die  Carve  in  die  x-Axe  fällt 

E§  ergibt  sich  aus  dem  Werte  Ton  tg«^  zugleich  die  Bedeutung 
von  it.    Denn  €B  folgt  daraus: 

cos*  =  ^^ 
fülgüch  mit  Berücksiehtignng  dos  Wertes  Ton  c: 

'  cos^ 

Die  Constructioa  ergibt  aicfa  am  einfachsten  ans  14a). 

Nachdem  man  die   Grenzwerte  von  ip,  q>*  bestimmt  bat,  welche 
sieh  ans  dem  Torben  gen  angenähert  durch  die  Formeln  ergeben 

cos  9>  =  Vc[^  +  cl) 


COSC180  —  gj')  =  Yl 


1 


so  kann  man,  von  diesen  beginnend  bis  zu  den  durch  die  Asj^mpte- 
tenrichlnngeu  gegebenen  Grenzwerten  vou  qp,  tp'  zu  jedem  Werte  \ou 
9'  mittelst  einer  einfachen  Construction  dureh  einen  um  m  geschla- 
feaen  Kreis  vom  Radius  —  1  den  entsprechenden  Wert  von  cosip 
bestimmen,  wie  unmittelbar  aus  der  Gleichung  hervorgeht  Indem 
man  diesen ,  dem  cosg?'  entgegengesetzt^  aufträgt,  wie  Fig,  6.  zeigte 
und  dnreh  M  eine  Parallele  zu  der  bezeichneten  Kichtnng  zieht ,  er- 
gibt sich  im  Durehsebnitt  dieser  mit  dem  freien  Schenkel  von  qp'  ein 
Cunenpunkt  P. 

Es  verdient  noch  der  im  Vorherigen  schon  berührte  Fall  der  Er- 
wähnung, wo  €  ^  Q.  Alsdann  geht  die  Curve  in  eine  solche  4  ten 
ürades  über  in  der  Form: 

a^a?—  2a)»  (1  ^  jt»)  =  y*  (Jfc«(3C—  2a)^—  o-ä) 

Welche  ftlr  Jfc  =  1  in  die  a^-Axo  rosp.  in  die  im  Mittelpunkt  der  fy-Ax© 
parallele  Gerade  tibergeht.    Die  Gleichung 

cosq)  =  i' cos  (180  —  ^0 

zeigt  zugleich,  wie  sich  in  diesem  Falle  auch  dio  Coustruction  ver- 

ciifacht. 
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§  3. 

Im  Nachstehenden  soll  versacht  werden,  einige  der  vorhergegan- 
genen Resultate  an  einem  praktischen  Beispiele  anzuwenden,  welches 
in  gewissem  Zusammenhange  dazu  steht,  obgleich  ihm  nicht  die  vor- 
her untersuchten  Flächen  entsprechen. 

Da  nach  dem  Vorhergegangenen  alle  die  Fälle,  wobei  es  sich 
um  Localattraction  handelt,  sich  durch  die  im  §  1.  gegebenen  Resul- 
tate erledigen,  so  kann  es  hier  nur  auf  einen,  durch  die  allgemeine 
Attraction  als  Folge  der  ungleichen  Verteilung  von  Oontinent  und 
Ocean  auf  der  Erdoberfläche  bedingten  Fall  ankommen.  In  der  schon 
erwähnten  Abhandlung  des  Herrn  Bruns  wird  von  einem  solchen  Bei- 
spiele unter  Annahme  einer  bestimmten  Massenverteilung  der  Gonti- 
nente  und  Oceane  auf  der  Erdkugel  der  Einfluss  der  durch  gie  er* 
zeugten  Anziehung  auf  die  Punkte  des  Aequätors  erläutert  In 
ähnlicher  Art  wie  dort  geschehen,  kann  man  nun  auch  verfahren, 
um  den  Einfluss  der  ungleichen  Massenverteilung  auf  die  Punkte  der 
Meridiane  zu  ermitteln,  wie  im  Folgenden  versucht  werden  soll. 

Dabei  werde  folgende  Annahme  gemacht.  Offenbar  sind,  wie  ein 
Blick  auf  den  Globus  zeigt,  die  Landmassen  mehr  um  den  Nordpol 
als  um  den  Südpol  concentrirt,  so  dass  man  etwa  vom  40ten  bis  70ten 
Grade  nördl.  Br.  eine  Zone  annehmen  kann,  worin  dem  Flächen- 
inhalte nach  der  Ueberschuss  der  anziehenden  Landmasse  ebenso 
gross  ist,  als  unter  denselben  Graden  südl.  Br.  der  Ueberschuss  an 
Wasser.  Man  kann  sich  daher  die  Anziehung  vorstellen  als  das 
Potential  der  Oberfläche  einer  solchen  Zone,  deren  Dichtigkeit  das 
Product  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erdoberfläche  resp.  des  Wassers 
ist,  mal  der  mittleren  Höhe  resp.  Tiefe  dieser  Massen. 

Diese  Potentiale  sollen,  um  auf  das  Vorherige  zu  kommen,  wie  fär 
Aussenpunkte  in  erster  Annäherung  stets  zulässig,  durch  2  Massen« 
punkte  ersetzt  werden,  die  sich  im  Schwerpunkte  der  homogen  ge- 
dachten Zonen  befinden.  Da  jedoch  jede  derselben,  wie  man  leicht 
übersieht,  nicht  vollständig  mit  Land  resp.  Wasser  gefüllt  sind,  son- 
dern etwa  nur  mit  der  Hälfte  des  ganzen  Inhalts  zur  Wirksamkeit 
gelangen,  so  soll  diese  letzte  Annahme  festgehalten  werden.  Die 
Resultate  können  unter  diesen  Voraussetzungen  nur  für  Aussenpunkte 
gelten,  daher  nicht  über  den  55ten  Grad  nördl.  resp.  südl.  Breit« 
hinaus  angewandt  werden.  Sie  umfassen  indessen  immerhin  den 
grössten  Teil  des  europäischen  Gradmessungsgebiets,  und  sind  somit 
geeignet,  über  die  durch  jene  Einflüsse  erzeugten  Abweichungen  der 
Niveaufiäche  von  der  kugelförmig  gedachten  Erde  Anfsdüuss  zn 
geben. 
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Man  sieht,  dass  streng  genommen  dies  Beispiel  den  vorherigen 
Problemen  nicht  mehr  entspricht,  weil  es  sich  hier  nicht  um  zwei 
sondern  nm  3  anf  gerader  Linie  liegende  Contra  handelt. 

Bei  der  relativen  Kleinheit  der  ablenkenden  Massen  gegen  die 
des  Erdkörpers  kann,  man  jedoch  in  den  Flächenteilen  der  nördlichen 
Halbkugel  die  ablenkenden  Einflüsse  des  südlichen  Centmms  in  erster 
Annäherung  vernachlässigen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
sich  die  Erdmasse  und  die  des  südlichen  Centrums  im  gemeinsamen 
Schwerpunkt,  d.  h.  im  Erdmittelpunkte  selber  vereinigt  denken,  und 
analog  in  den  Teilen  der  südlichen  Halbkugel  bezüglich  des  nördlichen 
Centrums.  Alsdann  geben  die  vorherigen  Resultate  eine  vollständige 
Vorstellung  für  jeden  dieser  Flächenteile. 

In  der  Praxis  indessen  genügt  schon  eine  angenäherte  Darstellung 
derjenigen  Grössen,  worauf  es  für  die  Messungen  hauptsächlich  an- 
kommt, wie  sie  in  den  nachstehenden  Tabellen  gegeben  werden. 

Es  sei  die  mittlere  Erddichte  =5.55,  die  an  der  Oberfläche 
=  2.5  und  die  Dichte  des  Wassers  =  — 1.5,  die  mittlere  Höhe  der 
Landmass^  =  30O»  und  die  mittlere  Tiefe  der  Oceane  —  3000»»,  den 
Annahmen  in  der  erw.  Abb.  analog. 

Verlegt  man  den  Coordinatenursprung  in  das  Erdcentrum,  und 
bezeichnen  a,  a',  a"  die  resp.  Schwerpunktsabstände  der  Calotten 
zwischen  70<>  und  9Cfi  resp.  90^  und  70<>,  90^  und  40^  und  R  den 
mittleren  Erdradius,  so  erhält  man  den  Abstand  a  nach  der  Formel: 

_  g^Cal  (900—  400)  _  a^^Cal  (90^—700) 
"*  Segm(700— 40«) 

Berechnet  man  femer  nach  der  Formel: 

Cal  =  2Rnk 

die  bezüglichen  Flächeninhalte  unter  Annahme: 

logÄ  — 6.80414 

und  ebenso  die  Abstände  a',  a"  nach  der  Formel : 

R 

wo  für  q>^  resp.  50«  und  20«  zu  setzen,  so  ergibt  sich  zufolge  der  für 
a  angegebenen  Formel: 

a  «  5040590 

loga«  6.70248 
Femer  erhält  man  für  die  im  Schwerpunkt  vereinigten  Massen 
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lOgm 

logi»' 


16.45313 
17.231 28n 


I.  Um  hiernach  zunächst  die  Höhenunterschiede  von  Punkten 
der  Meridian-Curve  und  denen  der  Ereisperipherie  vom  mittleren 
Erdradius  zu  bestimmen,  kann  man  sich  der,  in  der  erw.  Abh.  des 
Herrn  Bruns  gegebenen  Formel  bedienen,  die,  auf  den  vorliegenden 
Fall  angewandt,  ergibt: 


h-h'  ^ 


4^nRK 


wo  h — h'  den  gesuchten  Höhenunterschied  der  Niveauiläche  über  der 
Kugel,  K  die  mittlere  Erddichte  bezeichnet    Femer  ist: 


r,  -=  ya«-f  ä2  _  2aR  COS  q) 

r,  =-  l/a*+Ä^-|-2ai2co8  (p 

den  Wkl.  g>  vom  Nordpol  ans  gerechnet  Durch  Einsetzen^der  Werte 
von  q>  im  Intervalle  von  5  zu  5^  erhält  man  ftlr  die  Höhenunterschiede 
die  folgende  Tabelle: 


u 

h—h' 

0 

h—h' 

IT 

+  43-41 

95 

-125-36 

5 

--  34-26 

100 

—133-49 

10 

4-  14-57 

105 

—14261 

15 

—  5-27 

HO 

-152-92 

20 

—  21-60 

115 

-164-67 

25 

—  34-49 

120 

—178-26 

30 

-  44-79 

125 

—194-12 

35 

—  53-22 

130 

-212-89 

40 

—  60-32 

135 

—235-40 

45 

-  66-72 

140 

—262-82 

50 

—  72-49 

145 

-296-82 

55 

—  77-93 

150 

-339-78 

60 

--  83-19 

155 

—39508 

65 

—  88-42 

160 

-46507 

70 

—  93-75 

165 

-561-35 

75 

—  99-27 

170 

—677-56 

80 

—105-07 

175 

—794-06 

85 

—111-28 

180 

-848-42 

90 

—117-99 

Man  ersieht  daraus,  dass  der  Höhenunterschied  am  grössten  bei 
180^,  und  dass  zwischen  10  und  15^,  vom  Nordpol  aus,  die  Kugel  und 
die  Niveaufläche  sich  durchschneiden.  Ferner  ergibt  sich,  dass  inner- 
halb der  Breitengrade  vom  55ten  bis  36^  n.  Br.  die  dem  europäischen 
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Gradmessangsgebiet  eDtsprechen,  soweit  dies  anter  obiger  Yoraus- 
setzQDg  möglich,  die  Abweichungen  die  Grösse  von  78»*  nicht  über- 
schreiten. 

n  Berechnet  man  ebenso  die  Lotablenkungen  nach  den  be- 
kannten Formeln,  wie  sie  u.  A.  von  Pratt,  Figure  of  the  Earth  S.  109. 
gegeben,  and  welche  sich  im  vorliegenden  Falle  folgendermassen 
modificirt: 


3a  sin  q>  (m^    .    »»o\ 


SO  ergibt  sich  nachstehende  TabeUe: 


0 

e 

0 

« 

0 

Qf'-QO 

95 

5"-75 

5 

13  -31 

100 

6  -38 

10 

15  -40 

105 

7  -20 

15 

13  -56 

110 

8  13 

20 

10  -78 

115 

9  -30 

25 

8  -66 

120 

10  -83 

30 

6  -89 

125 

12  -78 

35 

5  -74 

130 

15  16 

40 

4  -96 

135 

18  -35 

45 

4  -39 

140 

22  -46 

50 

4  -09 

145 

28  12 

55 

3  -93 

150 

35  -92 

60 

3  -90 

155 

46  -70 

65 

3  -95 

160 

61  18 

70 

4  10 

165 

78  -75 

75 

4  -22 

170 

91  -46 

80 

4  -45 

175 

73  -07 

85 

4  -77 

180 

0  -00 

90 

5  -21 

Die  Lotablenkang  wächst  also  zaerst  von  0^  bis  zwischen  10  und  15^ 
und  nimmt  nachher  ab  bis  za  einem  Winkel  zwischen  65  und  70^. 
Sodann  steigt  sie  vneder  bis  zu  einem  Winkel  zwischen  165  und  170^ 
and  erreicht,  von  da  abnehmend,  bei  180^  wieder  den  Wert  0.  In- 
nerhalb der  für  das  europäische  Gradmessungsgebiet  in  Frt^e  kom- 
menden Grenzen  überschreitet  sie  die  Grösse  von  7''  nicht. 

ni.  Bezeichnet  /  die  Schwere  der  Erdkugel,  g  die  der  Niveau- 
fiftche,  und  zwar  erstere  bezogen  auf  einen  Punkt  P,  senkrecht  über 
dem  Punkte  Q,  auf  welchen  sich  g  bezieht,  so  wird  die  Differenz 
g  —  Y  nach  der  Formel  des  Herrn  Bmns  dargestellt,  die  sich  hier 
folgendermassen  modificirt: 

(R — a  cosy)wi       (R-^-acOSfpyfn^ 
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Will  man  die  Schwere  beidemale  aaf  denselben  Punkt   Q  bezogen 

dv 
haben,   so  hat  mau  wie  a.  a.  0.  angegeben,   den  Unterschied  A  ~ 

ZU  y  hinzuzufügen,  positiv  oder  negativ,  jenachdem  ä^O  ist    Die 

erste  der  beiden  folgenden  Tabellen  enthält  demgemäss  die  Differenz 
g  —  y  allein,  die  zweite  denselben  Unterschied  unter  Hinzunahme  der 

fly 

letztgenannten  Aenderung.    Der  Ausdruck  -^     ergibt   sich    zufolge 
des  Ausdrucks  y  =  — 0 — »  woraus 


dy 
(IR 


4:nK 
3 


R 


0 

9-y 

0 

g—y 

0 

_ 

9  y-^ÖR 

0 

"-'I 

0 

1-14824 

95 

—   1837 

0 

1-13815 

95 

h  1077 

5 

-11936 

100 

—  2001 

5 

-11140 

100 

-  1102 

10 

-  7427 

105 

—  2198 

10 

-  7089 

105 

-  1117 

15 

-  4071 

110 

—  2430 

15 

-  3948 

110 

-  1125 

20 

-  2130 

115 

—  2713 

20 

-  2632 

115 

-  1115 

25 

-  1014 

120 

—  3044 

25 

-  1815 

120 

-  1100 

30 

-  236 

125 

—  3479 

30 

- 

-  1277 

125 

- 

-  1034 

35 

—      85 

130 

—  4159 

35 

_ 

-  1152 

130 

-  790 

40 

—  375 

135 

—  4935 

40 

-  1029 

135 

-  538 

45 

—  586 

140 

—  6060 

45 

— 

-  964 

140 

-   50 

50 

—  750 

145 

—  7590 

50 

-  936 

145 

—  690 

55 

—  886 

150 

—10010 

55 

^ 

-  926 

150 

-  2093 

60 

—  1020 

155 

—13924 

60 

-  914 

155 

—  4740 

65 

—  1115 

160 

—20554 

65 

-  941 

160 

—  7504 

70 

—  1220 

165 

—32274 

70 

-  959 

165 

—19224 

75 

—  1327 

170 

—5-2482 

75 

--  981 

170 

-36731 

80 

~  1437 

175 

—77484 

80 

_ 

-  1006 

175 

—59024 

85 

-  1555 

180 

—96164 

85 

-1032 

180 

-76440 

90 

-  1687 

90 

-  1056 

Die  Zahlen  der  Iten  Tabelle  zeigen  eine  regelmässige  Abnahme  von 
0®  bis  180,  die  der  letztem  eine  periodische  Abnahme  von  0  bis  60", 
dann  eine  Zunahme  bis  ppt.  zu  110^  bis  115^  und  von  da  wiedemm 
eine  Abnahme  bis  180^.  Für  die  in  Frage  kommenden  Teile  bezüg- 
lich des  europäischen  Gradmessungsgebiets  ergeben  sich  im  ersteren 
Falle  Unterschiede  zwischen  85  —  886"»,  im  letzteren  sind  sie  relativ 
grösser  und  variiren  zwischen  ppt.  1152 — 741»». 

IV.    Von  Interesse  für  das  Nivellement  ist  noch  die  Aenderung 
der  Krümmung,  insofern  davon  die  Correcturen   abhängen,   welche 
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man  den  beobacbteteu  Werten  hinznzofttgen  hat.  Diese  Aenderang 
zeigt  die  folgende  Tabelle,  welche  die  Krümmungsradien  enthält. 

Ans  den  Formeln  des  Herrn  Bruns  leitet  man  ftür  den  Erfim- 
mangsradius  ^  im  vorliegenden  Falle  leicht  die  Formel  ab 

y __y    tff  —  Y 

wo  ^*  der  Veränderung  des  Krämmungsradius  entspricht,  der  sich  durch 
das  hinzu  kommende  Potential 

ergibt,  und  sich  demnach  dem  vorigen  §  zufolge  aus  der  für  den 
KrfimmuDgsradius  der  ihm  entsprechenden  Niveaufläche  leicht  abzu- 
leitenden Formel  findet: 


12m^m^*R*sm*(p(mi_nii'^ 


r,V 


^(?-?)] 


Auch  hier  könnte  man,  um  beide  Radien  ^,  R  auf  denselben  Punkt 
Q  zu  beziehen,  zu  q  noch  die  vorher  berechneten  Höhenunterschiede 
Ä—Ä'  hinzufügen,  was  jedoch  im  Folgenden  unterblieben  ist,  da  die 
Unterschiede  nur  gering  sein  können. 

Man  erhält  demnach  die  folgende  Tabelle  für  logg: 


0 

log* 

0 

\Og(f 

0 

6-80794 

95 

6-80812 

5 

6-80794 

100 

6-80812 

10 

6-80804 

105 

6-80812 

15 

6-80809 

110 

6-80812 

20 

6-80811 

115 

6-80812 

25 

6-80812 

120 

6-80812 

30 

6-80812 

125 

6-80812 

35 

6-80812 

130 

6-80813 

40 

6-80812 

135 

6-80813 

45 

6-80812 

140 

6-80814 

50 

6-80812 

145 

6-80814 

55 

6-80813 

150 

6-80815 

60 

6-80813 

155 

6-80818 

65 

6-80817 

160 

6-80823 

70 

6-80818 

165 

6-80833 

75 

6-80814 

170 

6-80854 

80 

6-80814 

175 

6-80891 

85 

6-80813 

180 

6-80903 

90 

6-80813 
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Daraas  ersieht  man ,  dass  die  Aenderung  der  Krßmmung  im  Allge- 
meinen nur  sehr  gering  bleibt,  von  0  bis  gegen  80^  stetig  abnimmt, 
von  da  wieder  wächst  bis  130^  und  schliesslich  bis  zu  180^  wieder 
abnimmt.  Die  Aenderungen  log  y ,  soweit  sie  sich  auf  die  filr  die 
europäische  Gradmessung  in  Betracht  kommenden  Teile  beziehen, 
zeigen  sich  erst  in  der  5ten  Decimalstelle. 

Im  Allgemeinen  kann  man  daher  aus  dem  Vorherigen  das  Re- 
sultat ziehen,  dass  der  Einfluss  der  durch  die  ungleiche  Massenver- 
teilung  nach  den  Polen  hin  bezüglich  der  Punkte  des  Meridians  er- 
zeugten Ablenkung  nur  gering  ist  im  Vergleich  zu  der,  bezflglich  der 
Punkte  des  Aequators  oder  der  Parallelkreise. 
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üeber  den  geometrischen  Ort  des  Centrnm^ 

der   CoUiiieation  zwischen  einer  Nichtregeltiäche 

zweiter  Ordnung  und  einem  System  A^on 

Kugeltlä(3hen, 

Von 

Wenzel  Jeräbek, 

FrofcMor  mi  der  Lüriflei'ObcnL'uUL'hule  in  Teluch, 


Durch  nacbfolgeiitk  Betrachtungen  wollen  wir  den  geometrischen 
Ort  aller  jener  Collineationsctmtra  bestimmen,  \oq  welchen  aus  ein 
Sjstera  von  Kugel Üüchen  bei  bcatimniter  Lage  der  ColliuoationBebcne 
nach  den  Gesetzen  der  riiumlichen  Centrakolliueation  aus  einer  Hicht- 
n^^clfläche  zweiter  Ordnung  abgeleitet  werden  kann- 

Zn  diesem  Zwecke  sei  f,  f*  die  reelle  Axc  cinos  zweiachallgen 
Hyperboloids  (Fig.  1.),  oder  die  gross te  Axe  eines  elliji tischen  Elllt>- 
soids  (Fig.  2,),  oder  die  Axe  eines  elliptischen  Paraholoida  (Fig.  3.), 

Irgend  eine  zn  den  genannten  Axeu  senkrecht  gelegte  Ebene  hl 
schneidet  jede  dieser  Flächen  nach  einer  Ellipse  K^  und  wenn  wir 
jenen  Hauptschnitt  H^  welcher  in  der  Ebene  £,  liegt,  diö  dnrch  f^ 
f  und  die  kleinere  Axe  der  erwähnten  Ellipse  bestimmt  ist,  der  Ein- 
fachheit wegen  in  bestimmter  Projectionsebene  M  liegend  annehmen, 
—  was  durch  die  Constrnction  des  Kegel  Schnittes  77  (Fig.  1,  2,  3) 
ia  der  Bildebene  ersichtlich  gemacht  werden  kann  ^  ,  so  ist  es  mög- 
lich jene  zwei  Stellungen  von  Ebenen  zu  bestimmen,  welche  die  Nicht- 

Ttil  LIT.  I  I 
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regelfläche  zweiter  Ordnung  F  nach  Kreisen  schneiden.  Man  erhält 
nämlich  zwei  solche  Kreisschnitte  als  Durchdringungscnrven  der  ge- 
gebenen Fläche  F  mit  einer  Kugelfläche  X,  welche  die  Fläche  ^in 
den  Scheiteln  der  grösseren  Axe  der  erwähnten  Ellipse  E  berührt 
Ist  also  Ei  eine  derartige  Ebene ,  und  schneidet  sie  die  Fläche  F 
nach  einem  Kreise  und  die  Ebene  3f  =  E^  des  Hauptschnittes  H 
in  der  Geraden  wiw,  so  projicirt  sich  orthogonal  der  Kreisschnitt  aaf 
die  Ebene  3/,  —  da  dessen  Ebene  auf  der  Ebene  M  senkrecht  steht 
—  ,  als  die  Strecke  mn  der  Spur  mn.  Wenn  wir  im  Mittelpunkte  « 
des  Kreisschnittes  eine  Senkrechte  wo'  auf  die  Ebene  E^  errichten, 
so  kann  ein  beliebiger  Punkt  o'  dieser  Senkrechten  als  Mittelpunkt 
einer  Kugel  F*  betrachtet  werden,  welche  durch  den  Kreisschnitt 
hindurchgeht.  Die  Flächen  F,  F'  sind  bekanntlich  coUineare  Flä- 
chen in  perspectivischer  Lage  für  die  Ebene  E^  als  CoUineationsebene 
und  die  Scheitel  c  und  c^  jener  Berührungskegclflächen  J5,  i^j,  welche 
beiden  Flächen  F,  F'  umschrieben  sind,  als  Collineationscentra, 
Aus  dem  Umstände,  dass  der  Mittelpunkt  o'  der  Kugel  F*  sich  in 
der  Ebene  3/ des  Hauptschnittes  befindet,  folgt,  dass  die  Kugel  F' 
von  dieser  Ebene  M  nach  einem  Kreise  K',  und  die  Berfthnrngs- 
kegelflächen  5,  B-^  von  derselben  Ebene  M  in  zwei  Paaren  von  Er- 
zeugenden geschnitten  werden,  die  als  gemeinschaftliche  Tangenten 
der  Curven  Ä"  und  Ä"  erscheinen.  Da  aber  die  Curven  K^  K^  sich 
in  zwei  reellen  Punkten  m  und  /*  schneiden,  so  werden  sie  von  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  berührt 
Die  Schnittpunkte  c  und  c^  sowohl  der  reellen,  als  auch  der  imagi- 
nären Tangentenpaare  sind  reell  und  bilden  die  Scheitel  c  und  cj  der 
obenangeführten  Berührungskegel  7^,  5^.  Aus  dem  Vorigen  ist  anch 
ersichtlich,  dass  die  Curven  if,  K'  als  coUineare  Curven  in  perspec- 
tivischer Lage  angesehen  werden  können,  und  zwar  für  die  Spur  mn 
als  Collineationsaxe  und  für  die  Punkte  c  und  c^  als  CoUineations- 
centra. 

Um  nun  die  Construction  der  Punkte  c,  e^  von  der  Bestimmung 
der  gemeinschaftlichen  Tangentenpaare  der  Curven  K^  K'  unabhängig 
zu  machen,  —  was  namentlich  in  dem  Falle  von  Wichtigkeit  ist,  in 
welchem  das  imaginäre  Tangentenpaar  nicht  graphisch  constmirbar 
ist  — ,  bestimmen  wir  zuerst  die  Pole  p  und ;?'  der  Geraden  mn  be- 
züglich der  Kegelschnitte  K  und  K'.  Die  Pole^,  p^  erscheinen  dann 
als  zwei  entsprechende  Punkte  jener  ebenen  und  collinearen  Systeme, 
welche  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden  und  denen  die  Curven 
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ä;  JT'  als  entsprechende  Curveii  angehören.  Die  VerbimlungsJiuie  der 
homologen  Punkte  j),  p'  rauss  also  beide  Colli neationsceütra  c  und 
q  enthalten.  Die  Lfage  der  Punkte  v  und  q  im  CoUineationsstrahle 
fp*  kann  man  etwa  dadurch  erhalten,  dass  man  zuerst  die  Pnukto 
f, «'  bestimmt,  in  welchen  die  Senkrechte  up*  die  Kreislinio  K' 
trifft,  und  dann  jene  Punkte  v,  v^  ermittelt,  in  denen  die  zur  Senk- 
rechten %vp'  collinear  verwandte  Gerade  xip  den  Kegelschnitt  K 
schneidet  Da  aber  die  Punkte  «,  x  den  Punkten  v^  v^  doppelt  als 
collinear  verwandte  Punkte  zugewiesen  werden  können ,  so  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  die  Verbindungslinien  vx^  v^x  sich  im  Punkte  c,  und 
die  Verbindungslinien  vx\  t\x  im  Punkte  c^  schneiden  müssen. 

Durch  ähnliche  Untersuchungen  könnte  man  für  jede  Kugelfläche, 
die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  Senkrechten  uo'  hat  und  durch  den 
Kreisschnitt  hindurchgeht,  ein  Paar  von  Punkten  c  und  Cj  bestimmen, 
woraus  folgt,  dass  der  Gesammtheit  aller  solcher  Kugelflächen  eine 
Gesammtheit  von  Kreisen  K'  [Kreisbüschel  (K')]  und  eine  Gesammt- 
heit von  Punkten c,  c,,  folglich  eine  Cun'e  Centspricht.  Es  ist  auch 
femer  klar,  dass  die  Collineationscentra  c  und  Cj,  also  auch  die  Curve 
C  in  der  Ebene  M  des  Hauptschnittes  K  sich  befinden. 

Denkt  man  sich  in  den  Berührungskegel  B^  der  das  CoUinea- 
tionscentrum  c  zum  Scheitel  hat,  und  welcher  den  Flächen  F,  F* 
umschrieben  ist,  eine  andere  Kugelfläche  F"  eingeschrieben,  so  wird 
F"  von  der  genannten  Kegelfläche  B  nach  einem  Kreise,  und  F  nach 
einem  Kegelschnitte  berührt.  Die  Berührungscurven  werden  sich  in 
zwei  Punkten  schneiden,  welche  reell  und  verschieden,  oder  zusam- 
menfallend, oder  endlich  imaginär  sein  können.  Wenn  wir  z.  B.  an- 
nehmen, dass  die  Punkte  reell  sind,  so  werden  sich  die  Flächen  F, 
f^'  m  diesen,  und  zwar  nur  in  diesen  Punkten  berühren.  In  Folge 
dessen  werden  F,  F"  nach  zwei  Kreisen  einander  schneiden,  und  die 
Ebene  E^  des  einen  Kreises  wird  zur  Ebene  E^  parallel  laufen.  Es 
ist  auch  weiter  klar,  dass  die  Flächen  F,  F"  für  den  Punkt  c  als 
Collineationscentrum  und  für  die  Ebene  E^  als  CoUineationsebene 
ebenfalls  als  coUineare  Flächen  in  perspectivischer  Lage  angesehen 
werden  können,  und  dass  also  zur  constructiven  Bestimmung  der  Curve 
C  eine  beliebige  Kreisschnittsebene  angenommen  werden  kann.  In 
Fig.  2.  haben  wir  die  CoUineationsebene  durch  den  Mittelpunkt  a  des 
EHipsoids  gelegt. 

2.  Nun  wollen  wir  beweisen,  dass  die  Curve  C  ein  Kegel- 
schnitt ist. 


u 


« 


Digitized  by  VjOOQiC 


164  Jerdbek:    Ueber  den  Ort  des  Centrums  der  CoUineation 

Da  der  Kreisbüschel  (Jk')^  dessen  reelle  Mittelpunkte  die  Punkte 
w,  n  sind,  und  welcher  uns  zur  constructiven  Bestimmung  der  Punkte- 
paare (c,  <?i)  und  somit  der  Curve  C  gedient  hat,  die  Senkrechte 
Mo'^jR  in  einer  involutorischcn  Punktreihe  Ü*)  schneidet,  in  wel- 
cher die  Punktepaare  (a;,  x*)  einander  involutorisch  entsprechen,  so 
müssen  die  Punktreiheu  R  =:  {xyu  ...),  Ä'=  {x'yti,*^,..)^  aus  denen 
die  involutorische  Reihe  R  zusammengesetzt  ist,  projectivisch  sein. 
Die  Strahlenbüschel  v,  v^  **),  welche  die  Punkte  (c)  ***),  d.  h.  einen 
Kegelschnitt  C  erzeugen,  sind  aber  beziehungsweise  Scheine  der  pro- 
jectivischen  Reihen  i?,  R',  sie  müssen  daher  auch  untereinander  pro- 
jectivisch sein  und  einen  Kegelschnitt  C,  welcher  durch  die  Punkte 
V,  vj  hindurchgeht,  erzeugen. 

Dass  die  Strahlenbüschel  v^^  v^  welche  gegen  die  projectivischen 
Reihen  Ä,  72'  resp.  perspectivisch  liegen  und  welche  die  Punkte  (cj), 
also  einen  mit  C  identischen  Kegelschnitt  C^,  erzeugen,  kann  wie  folgt 
bewiesen  werden. 

Weil  der  Strahl  «w,  durch  den  Punkt  u  (Centralpunkt  der  in- 
velutorischen  Reihe  R)  hindurchgeht,  welcher  mit  dem  unendlich  fer- 
nen Punkte  «a'oo  dßs  Trägers  R  ein  entsprechendes  Punktepaar  «, 
u'(3o  der  involutorischen  Reihe  R  bildet,  so  werden  dem  gemeinsamen 
Strahle  vt\  in  den  Strahlenbüscheln  v(aryw...),  ^iC« V**'» •  •  •) ?  sowie 
auch  in  den  projectivischen  Büscheln  v^(xyu...)^  «(äV^'x) . . .),  die- 
selben Strahlen  vu^ ,  vjw'cx) ,  welche  zum  Träger  R  parallel  laufen, 
entsprechen;  und  diese  werden  beide  Kegelschnitte  C,  C\  in  den 
Punkten  v,  v^  berühren.  Beide  Kegelschnitte  C,  C\  erscheinen  somit 
durch  die  Punkte  y,  vj,  durch  ihre  Tangenten  1",  V  und  durch  die- 
selbe involutorische  Reihe  R  vollkommen  bestimmt,  sie  müssen  also 
identisch  sein. 

•    Im  Vorangehenden  haben  wir  gesehen,   dass  die  Curven  K  und 


*)  Dnrch  das  Sjmbol  R  bezeichnen  wir  eine  inTolatorische  Punktreifae, 
welche  aus  den  Punktreihen  R,  R\  deren  Träger  22.  R*  sind,  zniamnienge- 
setzt  ist. 

**)  Darch  das  Symbol  v,  bezeichnen  wir  einen  Strahlenbüscbel ,  dessen 
Mittelpunkt  v  ist. 

♦♦*)  Unter  (C)  wird  die  Gesammthcit  aller  Funkte  des  Kegelschnittes  C' 
verstanden,  welche  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  der  Punkt  c. 
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C  zwei  Punkte  t»,  t*,  gemeinschaftlich  hahoii,  um\  daas  die  Tangeuten 
F,  F,  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten  r,  r,  zum  Träger  Ä 
parallel  sind.  Wenn  wir  beachten,  dass  die  Polare  des  Punktes  p  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  die  Secante  mn  ist,  so  sehen  wir,  dass 
der  Strahl  w^,  welcher  den  Punkt  p  mit  dem  Mittelpunkte  u  seiner 
Polaren  mn  verbindet,  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K  ist,  und 
dass  also  die  Tangenten  der  Curve  Tc  in  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers wj  zu  «wj  parallel  sind.  Nehmen  wir  auf  die  gewonnenen 
Resultate  Rücksicht  und  darauf,  dass  R  senkrecht  steht  auf  mn,  so 
können  wir  folgenden  Satz  aufstellen:  Die  Tangenten  der  Curve  C 
bilden  mit  den  zugehörigen  Tangenten  der  Curve  K  in  den  Punkten 
F,  r,  rechte  Winkel,  d.  h.  die  Curven  K  und  C  schneiden  sich  in  den 
Punkten  r,  v^  rechtwinklig  und  haben  denselben  Mittelpunkt. 

3.  Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufstollen,  unter  welchen 
der  Kegelschnitt  C  sich  als  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  oder  eine 
Parabel  ergibt. 

Man  kann  bekanntlich  nur  solche  Nichtregelflächen  zweiter  Ord- 
unng  affin  auf  einander  beziehen,  welche  derselben  Gattung  angehören 
(z.  B.  zwei  Ellipsoide,  zwei  einfache  Hyperboloide,  zwei  elliptische 
Paraboloide  u.  s.  w.) ;  es  existirt  also  in  dem  Falle,  wenn  die  Fläche 
F  ein  Hyperboloid  ist  (Fig.  1.),  keine  Kugel,  welche  dem  Hyper- 
boloide, sowie  auch  kein  Kreis,  welcher  dem  Hauptschnitte  K  affin 
zagewiesen  werden  könnte.  Hieraus  erhellt,  dass  in  den  projectivi- 
schen  Büscheln  v,  v^  kein  Paar  von  parallelen  und  entsprechenden 
Strahlen  zum  Vorschein  kommt,  und  dass  die  Cun^e  C,  weil  sie  keinen 
unendlich  fernen  Punkt  besitzt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Ellipsoid  (Fig.  2.),  und  beschreibt 
man  in  demselben  mit  der  mittleren  Halbaxe  als  Radius  eine  concen- 
trische  Kugel,  so  wird  dieselbe  von  der  Ebene  M  des  Hauptschnittes 
K  nach  einem  Kreise  K"  vom  Durchmesser  mn  geschnitten.  Der 
Kreis  Jf",  welcher  dem  Kreisbüschel  (K')  angehört,  wird  noch  von 
dem  geometrischen  Orte  uu'^  der  Kugelmittelpunkte  (o')  in  zwei 
Punkten  »',  vj'  getroffen,  welche  mit  den  Punkten  v,  r,  verbunden, 
zwei  Paare  von  parallelen  und  entsprechenden  Strahlen  vv\  v^v^'-^ 
w/,  v^v^  der  Strahlenbüschel  t?,  v^  liefern.  Man  sieht  hieraus,  dass 
nach  den  Gesetzen  der  perspectivischen  Affinität  aus  dem  Ellipsoide 
eine  und  nur  eine  Kugel,  und  aus  der  Ellipse  K  ein  und  nur  ein  Kreis 
K"  abgleitet  werden  kann,   und  dass   die   Strahlen  w\  v^  die 
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Affinitätsrichtungen  sind.  Der  Kegelschnitt  C  hat  also  zwei  unend- 
lich ferne  Punkte  und  ist  eine  Hyperbel.  Die  Geraden  D^,  D/, 
welche  wir  durch  den  Mittelpunkt  s  parallel  zu  den  Affinittoricli- 
tungen  w\  v^v'  legen,  sind  Asymptoten  der  Hyperbel  C. 

Ist  endlich  die  gegebene  Fläche  ein  Paraboloid,  und  betrachtet 
man  die  Kreisschnittsebene  E^  als  eine  Kugelfläche  und  die  Spur  mn 
als  einen  Kreis  vom  unendlich  grossen  Halbmesser,  so  wird  mn  die 
Punktreihe  R  in  den  Punkten  u,  u'^^  schneiden.  Da  nun  der  Durch- 
messer tWiQQ  durch  den  Mittelpunkt  der  Parabel  K  d.  h.  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Axe  hindurchgeht,  so  ergibt  sich,  dass 
nur  die  Strahlen  vu^  v^^q  parallel  sein  können,  und  dass  die  Curve 
C  eine  Parabel  ist. 

4.  Es  ist  wert  zu  erwähnen,  dass  die  Strahlenbüschel  v{xywt^...), 
ViCa'y'tt'oQ...)  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  derCurve 
K  zwei  projectivische  Punktreihen  (x^  y^  uc^  u^^c  Oi  (a^'oo  y'oo  «'od  »od  ••) 
erzeugen,  folglich  ist  (xx  yoo  «oo  «^'oo ) = («''oo  Vcc  '«^'oo  «*ao )?  ^^^  «c»  «'oo  ^ 
yaotf'cc^  wqom'qo  bilden  eine  Involution.  Die  Doppelpunkte  dieser 
Involution  sind  unendlich  ferne  Punkte  des  Kegelschnittes  C,  und 
man  hat  daher  in  Fig.  1.  zwei  imaginäre,  in  Fig.  2.  zwei  reelle  und 
verschiedene,  und  in  Fig.  3.  zwei  zusammenfallende  Doppelpunkte. 
Projiciren  wir  die  Involution  x^^  x'^^ ,  y^  y'x  >  «*oo  «'oo  z.  B.  aus  dem 
Mittelpunkte  «  der  Strecke  tn^i,  d.  h.  verschieben  wir  die  Strahlen- 
bttschel  t7,  Vj  parallel  zu  sich  selbst,  bis  ihre  Mittelpunkte  t^,  v^  mit 
dem  Halbirungspunkte  a  zusammenfallen,  so  erhalten  wir  eine  Strah- 
leninvolution, deren  Doppelstrahlen  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Curve  C  projiciren  und  daher  Asymptoten  dieser  Curve  sind. 

5.  Betrachten  wir  w^  cc^  als  ein  der  Curve  C  eingeschriebenes 
Viereck  und  die  Tangenten  in  den  Punkten  t?,  t;^,  c,  c^  als  ein  der- 
selben Curve  umschriebenes  Yierseit,  so  sehen  wir,  dass  das  Diago- 
naldroieck  pxx'  des  Viereckes  zugleich  ein  Diagonaldreiseit  des  be- 
treffenden Vierseits  ist,  und  dass  der  Schnittpunkt  u'qq  der  Tangenten 
F,  F,  und  der  Schnittpunkt  o'  der  Tangenten  co\  c^J  auf  der  Dia- 
gonalseite xx'  liegen  muss.  Es  ist  bekannt,  dass  die  so  erhaltenen 
Punkte  xx'o^v/cc  harmonische  Punkte  sind,  und  da  der  letztere  Punkt 
m'qo  im  Unendlichen  liegt,  so  muss  o*  die  Strecke  xx' ^  d.  h.  den 
Durchmesser  der  Kreislinie  K^  halbiren.  Es  gelten  somit  folgende 
Sätze:  a)  Die  Tangeuten  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten  c,  c^ 
schneiden  sich  im  Mittelpunkte  o'  jener  Kugel  F',  welche  die  colli- 
near  Verwandte  ist  der  gegebenen  Fläche  F  für  die  Punkte  c,  c^  als 
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Collineationscentra  und  für  die  Kreisschnittsebene  E^  als  Collineations- 
ebene.  b)  Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  C  in  den  Punkten  c,  c^ 
schneiden  sich  im  Mittelpunkte  o'  jener  Kreislinie  K\  welche  die 
collinear  Verwandte  ist  des  Kegelschnittes  K  für  die  Punkte  <?,  c^ 
als  Collineationscentra  und  für  die  gemeinschaftliche  Secante  mn  der 
Gurren  £,  K^  als  CoUineationsaxe. 

6.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  die  Curven  K 
und  C  confocal  sind. 

Wir  wissen,  dass  jede  Kreislinie  K^ ,  welche  durch  zwei  Punkte 
m,  n  eines  Kegelschnittes  K  hindurchgeht  und  in  der  Ebene  desselben 
liegt,  denselben  noch  in  weiteren  Punkten  wj,  n,  schneidet,  und  dass 
die  Verbindungslinie  solcher  Punkte  von  constanter  Richtung  ist.  Im 
Kreisbttschel  (K')  existiren  zwei  Kreislinien,  die  den  Kegelschnitt  K 
in  den  Punkten  *,  t^  berühren.  Die  Tangenten  dieser  Punkte  sind 
parallel  zu  m^n^.  Die  Kreislinie,  welche  den  Kegelschnitt  im  Punkt 
t  berührt,  wenn  wir  Äif,  und  die  Kreislinie,  welche  den  Kegelschnitt 
im  Punkte  t'  berührt,  nennen  wir  Kf  *).  Wir  können  beweisen,  dass 
die  Punkte  t,  t^  auch  dem  Kegelschnitte  C  angehören.  Zu  dem  Zwecke 
erinnern  wir  uns,  dass  die  Kreislinien  JT^,  Kt»^  welche  den  Kegel- 
schnitt K  in  den  Punkten  «,  t^  berühren,  auf  der  Curve  K  zwei  wei- 
tere Punkte  bestimmen,  deren  Verbindungslinien  offenbar  mit  der 
Geraden  mn  sowohl  der  Lage  als  auch  der  Richtung  nach  überein- 
stimmen; da  aber  die  Tangenten  der  Curve  K  in  den  Punkten  v,  v^ 
dieselbe  Richtung  haben  wie  mn^  so  können  wir  zwei  Kreislinien  con- 
struiren,  die  den  Kegelschnitt  K  in  den  Punkten  t  und  v  oder  v^  be- 
rühren. Dasselbe  bezieht  sich  auch  auf  den  Punkt  t^.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Punkte  w^tt^  symmetrisch  zu  den  Axen  des  Kegelschnittes 
K  liegen  und  ein  Rechteck  bilden,  d.  h.  einer  Kreislinie  angehören, 
die  ihren  Mittelpunkt  im  Centrum  der  Curve  C  hat.  Es  seien  r  und 
r  die  Schnittpunkte  der  Kreislinie  Ikt  mit  dem  geometrischen  Orte 
tttt'oo  ^^^  Kugelmittelpunkte  (o') ;  dann  halbiren  die  Punkte  r  und  r* 
den  auf  Kt  bestimmten  iBogen  mn.  Die  Kreislinie  Jtt  schneidet  die 
Curve  K  in  den  Punkten  m,  n  und  berührt  dieselbe  im  Punkte  <; 
nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Kegelschnitte  bilden  die  Ge- 
raden mt  und  nt  mit  den  Axen  der  Curve  Jc  gleiche  Winkel.    Die 


*)  In  Fig.  1.  ist  blo88  die  Kreislinie  Kt  gezeichnet 
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Seiten  des  Rechteckes  wi%  sind  aber  parallel  zu  diesen  Axen,  folg- 
lich halbiren  die  Geraden  vt,  v^t  die  Winkel  der  Geraden  mt,  ni,  und 
deshalb  werden  die  ersteren  zwei  Geraden  die  Kreislinie  Kt  in  jenen 
Punkten  schneiden,  die  den  Kreisbogen  mn  halbiren,  also  in  den 
Punkten  r  und  r'.  Es  ist  also  der  Punkt  t  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  vr  und  v^r',  und  somit  ein  Punkt  der  Curve  C.  Dasselbe 
gilt  vom  Punkte  t'. 

Die  Kegelschnitte  K  und  C  schneiden  sich  in  den  Eckpunkten 
des  Rechteckes  w^u^^  folglich  sind  sie  coaxial,  und  da  sie  sich,  wie 
wir  schon  früher  gezeigt  haben,  in  den  Punkten  v,  »,  rechtwinklig 
durchschneiden,  so  werden  sie  sich  auch  in  den  Punkten  «,  «,  recht- 
winklig schneiden,  und  beide  Kegelschnitte  müssen  also  confocal  sein. 
Wir  können  also  folgende  Resultate  aussprechen: 

a)  Der  geometrische  Ort  Aer  Collineationscentra  (c,  c^)  zwischen 
einer  Nichti-egelflächo  zweiter  Ordnung  F  und  einem  System  von 
Kugelflächen  (F')»  die  durch  einen  Kreisschnitt  der  Fläche  hindurch- 
gehen, ist  ein  zum  Hauptschnitte  K  confocaler  Kegelschnitt  C*), 

b)  Der  geometrische  Ort  der  Collineationscentra  (c,  cj)  zwischen 
einem  Kegelschnitte  K  und  einem  System  von  Kreisen  (K')  ist  ein 
zum  Kegelschnitte  K  confocaler  Kegelschnitt  C. 

7.  Die  confocalen  Kegelschnitte  K  und  C  führen  unjs  zur  be- 
kannten Axenconstruction  der  Ellipse,  von  welcher  zwei  conjugirte 
Durchmesser  wiw,  w^  (Fig.  2.)  gegeben  sind. 

Zu  dem  Zwecke  föllen  wir  von  dem  Punkte  v^  eine  Senkrechte 
auf  dQu  Durchmesser  mn,  und  tragen  auf  diese  Senkrechte  Tom  Punkte 
Vi  aus  beiderseits  die  Hälfte  des  Durchmessers  mn.  Die  Verbindungs- 
linien der  so  erhaltenen  Punkte  y^  ^  ^^  ^^^  Mittelpunkte  s  sind 
Asymptoten  der  Hyperbel  C,  Denn  aus  den  congruenten  Dreiecken 
ii^wt;'  und  ^visö  ergibt  sich  Wkl.  vv^s  =  Wkl.  söv^  d.  h.  8d\\w. 
Ebenso  hat  man  aus  der  Gongruenz  der  Dreiecke  A  ^i^'^  und  A  V)'» 
Wkl.  v^ye  =  v^v^s,  folglich  sy  ||  v'v^.  Wenn  wir  uns  die  Halbirungs- 
geraden  der  Winkel  ösy  (180^— ^^y)  construiren,  ^o  sind  uns  dadurch 
die  Axen  von  K  der  Lage  nach  gegeben.  Dabei  wollen  wir  als  be- 
kannt voraussetzen,  dass  parallele  Gerade,  welche  wir  durch  v^  zu 
den  Axen  «a,  ab  führen ,  die  Asymptoten  in  zwei  Punkten  ß  und  a 
schneiden,  und  dass  sa,  sß  die  Längen  der  Halbaxen  «a,  sb  sind. 


*)  Dr.  W.  Fiedler,  Darstellende  Geometrie,  erste  Auflage  p%g.  392. 


Digitized  by  VjOOQiC 


zwischen  einer  Nichtregelflache  2.  0.  u.  einem  Syst.  v.   Kugelfl,        lg9 

8.    Die  gewonnenen  Resultate  kann  man  auch  bei  der  directen 
Axenbeatimmnng  der  Central-Projection  eines  Kreises  verwerten. 

Es  sei  ^  (Fig.  4)  das  Bild  der  centralen  Projection  des  zur 
Bildebene  (Projectionsobene)  parallelen  Durchmesser  wo«o  ö^^^s  cen- 
tral zu  projicirenden  Kreises ,  welcher  auf  einer  gegen  die  Bildebene 
beliebig  geneigten  Ebeue  5,  F'  liegt  S  sei  die  Spur  und  F'  die 
Fluchtlinie  dieser  Ebene;  ferner  sei  c'  der  Centralpunkt  (Haupt- 
punkt), &{c)  die  Distanz  und  c  die  Umlegung  des  Projectionscentruma 
um  die  Fluchtlinie  F'  in  die  Bildebene.  Zur  Bestimmung  der  Axeu 
der  centralen  Kreisprojection,  denken  wir  uns  die  Ebene  des  Kreises 
um  jenen  Durchmesser  m^n^^  der  seine  centrale  Projection  in  mn  hat^ 
in  eine  Eur  Bildebene  paraJlele  Lage  gedreht,  und  construiren  nun 
die  centrale  Projection  Ic'  des  gedrehten  Kreises.  Es  wird  sofort 
in  die  Augen  fallen,  dass  K  und  K'  als  collineare  Curven  in  per- 
spectivischer  Lage  betrachtet  werden  können,  und  dass  mk  die  Col- 
lineationsaxe  und  c  das  Collineationscentrum  ist.  Man  wird  auch 
nach  den  oben  angeführten  Ergebnissen  ohne  weiteres  erkennen,  dass 
c  auf  einer  zum  Bilde  K  confocalen  Hyperbel  C  liegt  *)  —  weil 
sich  zwischen  K  und  K^  ähnliche  Verhältnisse  ergeben  wie  in  Fig.  2. 
—  und  dass  das  Bild  It  von  der  Hyperbel  C  in  jenen  Punkten  t>,  v^ 
rechtwinklig  geschnitten  wird,  welche  Central-Projectionen  der  End- 
punkte des  zur  Bildebene  senkrecht  stehenden  Durchmessers  sind. 
Dass  uc  die  Curve  C  im  Punkte  c  berührt,  ist  auch  klar.  Wenn  wir 
die  Asymptoten  D^,  D^  der  Hyperbel  C  construiren ,  so  sind  wir 
auch  im  Stande  die  Axen  des  Kreisbildes  5"  sowohl  der  Lage,  als 
auch  der  Länge  nach  zu  bestimmen.  Zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
Dl,  Z>i'  denken  wir  uns  die  Strahlenbüschel  »,  vj,  welche  die  Curve 
C  erzeugen,  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  ihre  Mittelpunkte 
w,  üj  zusammenfallen.  Dadurch  erhalten  wir,  wie  bekannt,  (Art.  4.) 
eine  Strahleninvolution  «7  welche  durch  zwei  einander  entsprechende 
Strahlenpaare  «Mj  und  «^'  («*/)  {ux')\  hx^{sx^  {vx*)  und  8x^(bx^  \  v^x') 
vollkommen  bestimmt  ist  Die  Doppelstrahlen  i>,  und  Z)/  (Asym- 
ptoten der  Curve  C)  der  Strahleninvolution  T  kann  man  mit  Hilfe 
eines  beliebigen  durch  *  hindurchgelegten  Kreises  bestimmen.  Die 
Strahlenpaare  «*j,  «aj';  ax^^  sx^  schneiden  nämlich  diesen  Kreis  in 
den  einander  entsprechenden  Punkten  t«i,  w^';  a;^,  x^*  einer  Punkt- 
involution, welche  durch  die  Strahleninvolution  1  auf  dem  Hilfskreise 

*)  In  der  Figur  4.  ist  die  Hyperbel  C  nicht  gezeichnet. 
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bestimmt  wird  Die  Doppelpunkte  rf^,  d^*  dieser  Panktinvolntion  er- 
halten wir  entweder  mit  Hilfe  der  Involntionsaxe  Z  oder  des  In- 
volntionscentram  a.    Im   ersten  Falle  constmiren   wir  die  Schnitt- 


punkte {  und  ri  der  Geraden  %iCi,  u^'x^*  und  der  Geraden  u^x^\ 
u^^Xy  und  verbinden  dieselben  durch  die  Involntionsaxe  £,  Die 
Schnittpunkte  <i,  und  d^'  der  Axe  £  mit  dem  Uilfskreise  sind  Dop- 
pelpunkte der  im  Kreise  bestimmten  Punktinvolution  und  die  Ver- 
bindungslinien des  Punktes  s  mit  den  Doppelpunkten  (i|,  d^*  sind  die 
gesuchten  Doppelstrahlen  D^^  D^'.  Die  Doppelpunkte  e^,  d^;  h&tte 
man  wohl  auch  erhalten  können,  wenn  man  durch  das  Involutions- 
centrum  er  zum  Hilfskreise  Tangenten  gelegt  und  die  Berührungspunkte 
derselben  bestimmt  hätte.  Das  Centrum  a  ist  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  u^u^\  ^^i»  Halbiren  wir  den  Winkel  und  Nebenwinkel 
zwischen  den  Asymptoten  D^  und  Z>i',  so  erhalten  wir  die  Axen  «a 
und  sb  der  Lage  nach.  Die  Längen  der  Halbaxen  ea  «  «a,  «fr  «=  sf 
findet  man  wie  in  Fig.  2.  mit  Hilfe  der  Geraden  v^u^  v^ß^  welche 
parallel  zu  sb,  sa  gezogen  werden  und  die  Geraden  Z>i,  Z>i'  in  den 
Punkten  er,  ß  treffen.  Es  sei  nebenbei  bemerkt,  dass,  wenn  man  vom 
Mittelpunkte  des  Hilfskreises  auf  die  Involntionsaxe  S  eine  Senk- 
rechte fällt,  dieselbe  durch  das  Involutionscentrum  a  hindurchgeht 
und  den  Hilfskreis  in  den  Punkten  r,  r'  schneidet,  welche  mit  dem 
Punkte  s  durch  gerade  Linien  verbunden,  auch  die  Axen  des  Kegel- 
schnittes K  der  Lage  nach  liefern;  denn  «r,  sr'  sind  entsprechende 
rechtwinklige  Strahlen  des  involutorischen  Strahlenbflschels  7. 

In  Fig.  5.  ist  auch  der  Fall  behandelt,  wenn  das  Bild  des  Kreises 
eine  Parabel  wird. 

Es  wurde  der  Brennpunkt  /  dieser  Parabel  als  Schnittpunkt  der 
Kreise  Ä^,  JST,,  welche  den  Dreiecken  ^12c'  und  Al'2'c'  umschrieben 
sind,  bestimmt.  Dass  die  Kreise  Jf^,  K^  durch  den  Brennpunkt  / 
hindurchgehen  müssen,  ergibt  sich  daraus,  dass  die  Seiten  der  Drei- 
ecke A12c'  und  Al'2'c',  welchen  sie  umschrieben  sind,  aus  den 
Tangenten  der  Parabel  C  und  der  Parabel  K  gebildet  sind. 

Zu  Ende  dieser  kleinen  Mitteilung  wollen  wir  nur  nebenbei  be- 
merken, dass  derselben  die  Lösung  der  Aufgabe  „es  soll  der  geome- 
trische Ort  des  Projectionscentrums  bestimmt  werden,  aus  welchen 
ein  Kegelschnitt  auf  eine  gegebene  Ebene  als  ein  Kreis  sich  pro- 
jicirt^S  sich  naturgemäss  anschliesst.  Da  wir  dieses  Problem  schon 
an  einem  anderen  Orte  besprochen  haben,  so  wollen  wir  hier  davon 
absehen  und  erlauben  uns  den  geneigten  Leser  dahin  zu  verweisen*). 


*)  Archiv  mathematiky  a  fysiky.     II.  Band  pag.  104. 
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IX. 

D^veloppement  «^n  s^rie  entiere  de 

1 

JE 

P.  Appell. 


I.    Soit  a  uoe   constatite  imagiiiaire  quelcoEquc,  x  one-  variable 

i 
imaginaire;  la  fonction  (1-|-öx)    prendi,   poar   chaque   valetir    de   x 

aaüre  qn*  une  valeur  commensurable,  ane  infinite  do  valenrs  qja^  Von 

peit  deünir  par  le  ridentite 

Parmi  tontes  les  valcnrs  de  Log(l  -f-  «-r),  je  consid^re  Beulemeüt  celle 
ijui  fic  reduit  li  0  quand  x  tend  vers  0; 

(2)  Log(l  +  aiF)  =  iM:-^  ^=^  +  1^^^.-. 

1 

La  fonctioft  (l  +  a^;)  que  definit  alors  rideutite  (1)  est  developpable 
CD  niie  serio  yrdonuee  par  rapport  aux  piiissaucos  positives  crois- 
saQtes  de  jr  et  convergeute  pour  toutes  Ics  valcurs  do  t  dout  le  module 

est  moiDdre  qne  ]e  modtile  de   -»     On  peut  calculer  autant  de   ter- 

mes  de  cette  s^rie  que  Ton  veut,  de  la  fagon  suivantc.  Rerapla^oßs 
d&fls  (1)  Log(l+aar)  pour  l6  d^veloppement  (2),  noua  avons 
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d'oü 

1 

(3)  e-^a+a.)'  -  1-  ?*.+„.(l4.?),,_„*(l  +  «+^),.+  ... 

P'qn^  mani^re  g^n^ralo  le  coefficient  Jp  de  (—VPxP  sera  de  la  forme 

(4)  ^p  =  oF+HA  +i>,a  +  . . .  PpaP-i) 

P„  Pg  •  •  •  ^i»  ^^"^t  <lö8  coefficients  num^riquos.  On  pout  ^tablir  une 
formale  r^currente  permettaot  d^  calculer  ch^cun  de  ce;  coefficients 
Ap  k  Taide  du  pr6c^dent,  A  cet  effet,  eerivons 

i 

e-^a+ooj)   =  Ao'-A^x+  . . .  ^(^i)PApxP+  . . . , 

puis  preuoDS  les  d^riv6es  des  deux  membres  par  rapport  k  a.  Noos 
avous 

u  i 

en  appelaut  Ap  la  d6riy6e  de  Ap  par  rapport  k  a.  La  relation  pre* 
c^dente  peut  s'6crire 

1-1 
e-»(l+ax)      =  :S('-l)»Apix^  +  £(^l)PAp'xP 

et  en  multipliant  les  denx  membres  par  (l-\-ax) 

£(—l)PApxP  =  a'\'ax)£{~'l)P{Ap'^Ap')xP', 

d'oii,  en  ^galant  les  coefficients  de  xP  dans  les  deux  membres: 

(5)  V  «  a(Ap^i+Ap-i') 


Ap  =  o^p— 1 -}"    /    (« — 1) Apolda 


0 
et  Ton  a  ainsi  Texpression  de  Ap  au  fonction  de  Ap^i. 

U.  L'expression  (4)  du  coefficient  Ap  est  intimement  li^e  k 
Texpression  de  la  somme  des  produits  diffgrents  des  n  premiers  en- 
üers  p  k  p.    Soit  Sp(n)  cette  somme.    On  a 
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^(n)  =  1.2+1.3  +  ...  +  l.n 
+2.3  +  ...+2.n 
+  ...+ 

+(n-l).n 


=  („+l)„(n-l)  [g+^]- 


et  ainsi  de  suite.    Or,  voici  le  th^or^me  quo  je  me  propose  de  d6- 
montrer: 

L'expression  de  la  somme  Sp{n)  est 

(«+lM«-l)...(n-p+l)[i\  +  P,(n-i>)+P3(n^|>)(n~p-l)+... 

+  Pp(n-p)(n-p-l)  ...  (n-2i>+2)], 

las  coefficients  6taiit  pr^cis6ment  ceux  qui  entrent  dans 
Texpression  (4)  da  coefficient  Ap. 

Ponr  d^montrer  ce  th6or^me,  je  vais  d'abord  faire  voir  que 
Sp{n)  est  an  polyndme  en  n  da  degrd  2p  divisible  par  le  prodait 
(»+l)n(« — l),..(n— 1)+1)>  ®^  montrant  que  si  cette  proposition  est 
vraie  poar  Sp-i(n),  eile  le  sera  poor  Sp(n)'^  alors,  comme  la  proposi- 
tion est  vraie  pour  S^in),  eile  le  sera  quel  qae  soit  p.  On  a  6vi- 
demment 


(6) 


Sp{n)  =  n5„_i(w  — l)+^(n-  1) 


d'oü  il  r^salte  ddjä  qae,  si  Sp-i(n)  est  an  polynöme  en  n  de  degr^ 
2(p'—l)y  Sp{n)  sera  de  degr^  2p,  Maintenant  dans  les  deux  membres 
de  l'identit^  (6)  faisons  n  » i?  et  remarquons  qae ,  d'apr^s  la  d^fini- 
tion  de  Sp(n)^  on  a 


noas  obtenons 


8p(p)  ^1.2, ,,p, 
Sp^i(p^l)  =  l,2,,.(p^l)', 

Äp(i>-1)  =  0; 


donc  d^jä  8p(n)  cet  divisible  par  (n— p+l)-    Faisons  ensuite,  dans 
(6),  n  =«  jp  — 1,  et  rappelons  noas  que 


nous  obtenons 


Spip^D^O, 
Äp-i(i>-2)  «  0; 

5p(p-.2j-0 


l 


donc  Sp(n)  est  divisible  par  (n — ^-f'^)*  ^^  continuera  de  cette 
fa^on ,  et  on  montrera  que  Sp(n)  est  divisible  par  le  produit 
(n-f-l)«(n  — l)...(n — p+1).  Comme  d'ailleurs  Sp(n)  est  en  n  du 
degr^  2p^  on  pourra  toujours  mettre  cette  fonction  sous  la  forme 
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(7)     Sp{n)  -  (n  +  lHn-l)...(»-i)  +  l)[P/+P2'(«-p) 

les  coefficients  P'  etant  ind^pendants  de  n.    Et  alors,  poar  d^montrer 
le  th^or^me  que  j'ai  en  vue,  il  ne  me  reste  plus  qn'  ä  d^montrer  que 

Pi  =  Pu    ^i  "^^^  ^i'i    •  •  •    ^p  =  -Pf- 

1 

z 

Ponr  cela,  sapposonsä;  r4el,  et  d^veloppant  (l-j-ax)    par  la  formale 
da  binöme 

1 
(l+oa;)  =l+g+    ^  2     ^  "I OTS «*+••• 

+ 1.2...(n+l) «"^'+  •  •  • 

Si  on  ordonne  ce  d^veloppement  par  rapport  aox  puissances  crois- 
santes  de  a;,  on  a 


.M-2 


1 

Or  si,  dans  le  terme  g^n^ral  de  |ce  d6veloppement,  on  remplace  Sp(H) 
par  80U  expression  (7),  on  voit  qlie 

n^p  1.2...(n  +  l)  *  „=o  1.2...W  »        *  „=o  1.2...n 

n=co        «» 

n=0    l.*"'« 


=  ««(Pi'+P/a+  . . .  Pp'dP-l) 

On  trouve,  de  cotte  fa^on,  pour  le  coefficient  de   (— l)i'»i'  dans  le 

1 

X 

d^veloppement  de  e-«(l+aa;)  ,  le  polynöme 

«P+HPi'+P2'«+ . . .  +PpV-i) 

Comme  ce  coefficient  doit  etre  identique  ä  celui  d^ja  troav6  (4),  il 
faut 

Pj    =  Pj,      P^  =F=  P2J      ...      Pp  =  Pp  \ 

ce  qui  d^montre  le  th^oröme. 
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Comme  application  du  th^or^me,  nous  pouvons  donnar,  par  ei- 
emple^  l'expression  d©  S^(n)  d^duite  du  coefßcient  de  a^  dans  le  d6- 
Tdoppcment  (3): 

h^{n)  =  (n+t)n(n  —  l)  (n—2)^^  +  -g-  +  ^g J 

OD  bien 

III.    II  est  ä  remarquer  qae  la  sonune 

n  +  iV+^-f^p 

des  coeffideiits  qui  figurent  dans  \e  polyndme  (4)  ei  dans  rexpreasion 

d€  ^(b),  a  pour  limite  quand  p  croit  indefiniment.  Pour  le  de- 
montFcr  posons 

Et  dans  \b  developpement  (3)  faiaons  0  =  1  et  remplagons  ^  par 
— r.    Noaa  avons 

MaltipUons  les  deiix  membres  par  (1 — i»), 
1  ^-l 

Lorsque  a?  tend  vers  Tunit^  en  croiasaiit,  le  premier  membre  a  pour 
liBiit«  -\   la  Serie  du  secoad  membre  doit   donc  r^ster  couvergente 

püüT  ac  —  1  et  avoir  pour  somme  -.  Or,  s!  Tön  fait  £^'=1,  la  somme 
des  p  promiers  termes  du  second  membre  est  Bp\  il  faut  donc  que 
^f  alt  pour  limite  ^  pour  p  iiiüui.  Ce  qni  d^montre  la  propasition. 
ilinsi  l'oD  a 

^i^h    ^2-i  +  h^il    ^s-i+l  +  A-li,    etc. 

ßombrea  qui  se  rapprocbent  visibiemeMt  de  -■ 

Dijoo  6.  JanTier  18Ö0. 
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X. 
Excentrischer  Kugelsector. 

Von 

R.  Hoppe. 


Wird  eine  Kugel  von  3  Ebenen  geschnitten,  die  sich  in  einem 
innern  Punkte  schneiden,  so  teilt  sich  die  Kugel  in  8  excentrische 
dreiseitige  Sectoren.  Die  Inhaltsberechnung  eines  solches  Sectors  hat 
zuerst  Grelle  gegeben,  erklärtermassen  aber  nur  als  ein  Beispiel,  dass 
eine  von  Natur  einfache  Aufgabe  der  Lösung  viele  Verwickelungen 
und  Umständlichkeiten  entgegenstellen  kann.  Ich  mOchte  umgekehrt 
der  anscheinend  gar  nicht  sehr  einfachen  Aufgabe,  da  sie  9  unab- 
hängig gegebene  Linienverhältnisse  einführt,  für  sich  als  einer  der 
allgemeinsten,  der  Anwendung  in  der  Praxis  nahe  stehenden  elemen- 
taren Körperberechnungen  eine  hinreichende  Bedeutung  zuschreiben, 
dass  auch  weitere  Beschäftigung  mit  ihr  von  Interesse  ist.  Die  fol- 
gende Lösung  soll  ein  Versuch  sein,  einer  wirklichen  Bewältigung 
des  Besultats  und  der  Herleitung  näher  zu  kommen,  tind  die  Au- 
rcihung  zu  weitern  Versuchen  der  Vereinfachung  geben. 

Der  Sector  wird  eingeschlossen  von  einem  sphärischen  Kreis- 
bogendreieck ABC  und  3  excentrischen  Kreissectoren,  seinen  Seiten, 
jede  Seite  wieder  durch  einen  Bogen  eines  nicht  grössten  Kreises 
und  2  Gorade,  die  Kanten  des  Kugelsectors,  welche  in  dessen  Spitze 
E  zusammenlaufen.  Zieht  man  durch  E  einen  Kugeldurchmesder  und 
legt  3  Ebenen  durch  ihn  und  einzeln  durch  A,  B^  C^  so  stellt  sich 
S  als  algebraische  Summe  dreier  excentrischer  Kugelsectoren  mit  dem 
Durchmesser  als  gemeinsamer  Kante  dar,  und  zwar  sind  alle  3  posi- 
tiv, oder  1  oder  2  negativ  zu  nehmen,  jenachdem  der  Durchmesser 
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durch  S  selbst  oder  durch  einen  anstossenden  oder  Scheitelsector 
geht.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  auf  die  zurückgeführt,  den  Inhalt  eines 
excentrischen  Kugelsectors  Sy^  zu  finden,  dessen  eine  Kante  ein  Stück 
eines  Dorchmessers  ist,  der  also  nur  eine  beliebig  gegebene  Seite 
BEC  hat,  die  beiden  andern  sind  Sectoren  grösster  Kreise  BED  und 
CED,    (Hierzn  die  Figur). 

Als  Element  des  Sectors  S^  betrachten  wir  den  Keil  zwischen 
den  durch  ED  gelegten  2  Ebenen,  welche  mit  der  Ebene  BED  die 
Winkel  q>  und  tp-^-dfp  bilden.  Die  Schnittfigur  der  erstem  sei  PED. 
Bekanntlich  ist  ein  unendlich  dünner  Keil  gleich  dem  Product  aus  dem 
statischen  Moment  einer  Seite  in  Bezug  auf  die  scharfe  Kante  und 
dem  unendlich  kleinen  Flächenwinkel.  Sei  also  MN  die  vom  Bogen 
PD  und  von  PE  begrenzte  variabele  Parallele  mit  DE  im  Abstände 
r  von  DE\  dann  ist  der  Keil 

dSt==d(p  /MNrdr 


Bezeichnet  F  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  i(;  den  Winkel  PFD^  e  die 
Strecke  FE  positiv  nach  D  hin,  und  setzt  man  den  Kugelradius  » 1, 
so  ist  die  obere  Integralgrenze  r  ==  sim/;,  und 

/ s  costi;  —  e 

daher  nach  Ausführung  der  ersten  Integration: 

aSi  «  ^  (1  -  cos  V/— ^  sin«  W  (1) 

Die  Gleichung  der  Seitenebene  BEC  sei 

(a?  — c)cosa+(yC0S/J  +  «sin/?)8ina=  0  (2) 

wo  FD  zur  X  Axe,  FDB  zur  xy  Ebene  genommen  ist  Der  Punkt 
P  liegt  auf  dieser,  auf  der  Schnittebene 

z  =>  ytgg> 

and  auf  der  Kugelfiäche 

a;2  +  y2  +  ;52  =  1 

Ausserdem  ist  bekannt 

flc  =  cosij; 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  4  Gleichungen  x,  y^  2,  so  bleibt: 

cos(<p— /S)  =  ^^^cota  (3) 

^^      ^'  sintf;  ^  ' 

Ten  LIV.  12 
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Ferner  sei  H  der  Pol  des  Kugelschnitts  BEC  toh  ihm  aus  auf 
derselben  Seite  mit  D.  Da  hiernach  FH  normal  zur  Ehcne  BEC 
ist,  so  muss  ein  Lot  EG^  auf  der  Ebene  DFH  errichtet,  in  die  Eben€- 
BEC  fallen,  also  FG  eine  Seite  des  Kegels  sein,  welchen  FP  bt?- 
schreibt,  wenn  P  auf  dem  Bogen  BC  fortrückt,  folglich  ist 

Wkl.  HFP=HFG=zY 
ausserdem  erkennt  man,  da  EG  senkrecht  auf  EF,  dass 

EF 
cosEFG  =  ^  =  e 

ist.    Daher  hat  man  in  dem  bei  D  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
eck GDH  die  Relation 

cos  GH  ^  cos  DG  cos  DH  (4 ) 

Der  Centriwinkel  zu  DH  ist  aber  der  erste  Richtungswinkel  der  Kor* 
male  der  Ebene  (2),  also  =  «;  demnach  ist  Gl.  (4)  zu  Bchreibeu: 

cosy  =  ecosa  (5) 

Nach  Feststellung  dieser  Relation  betrachten  wir  das  sphärische 
Dreieck  PDH^  dessen  Seiten 

DH «  «,     HP^Y,    PD="tlf 

sind,  und  dessen  entsprechende  Winkel  sein  mögen: 

DPH=(i,    HDP=v,    PHD^x 

Dann  hat  man  folgende  Relationen: 

cos  1//  =»  cos  a  cos  y + sin  ö  sin  y  cos  5[  (S) 

cosy — cos«  cos  1/^ 


sinv  _  sm  % 
sin  y"  Binxl) 


(B) 


CK — y 
cos— ö^ 
tt-t-v      y  ^ 


Vermöge  der  Relation  (5)  lässt  sich  Gl.  (3)  schreiben; 
cosacosif;  —  cosy 

C08(g>  — p)  = : ; — ; =  —  COSV 

^^     ^'  sinasintf;  ^ 

woraus: 
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Diflferentiirt  mau  Gl.  (7)  und  (6),  so  kommt: 


r,     .  r,    cosycost/; — cosa 


SinaBlU^i/; 

3i|>  sin  'p  =  &%  sin  a  sin  y  sin  %  (10) 

Beides  multiplicirt  giebt,  mit  Anwendung  von  Gl.  (8): 

,  Q         r.        Q  cos y cos V'  — cos«  ,^^^ 

±a<p  =  av  =  8x       ,^2^ —  (11) 

Jetzt  gebt  Gl.  (1)  über  in 

9S,  =  ±i8x(cosyco8t/;— C08«)(j3p^— -0 

,    ,r.   /3  — 6C08tJ^  cosa4-cosy\  ,  ^, 

■=  ±  m  (—2—  cosy-  ^;^/)  (12) 

Nan  ist  nach  Gl.  (G) 

l-j-cos-v^«  l+cosßCOsy+8in«sinycosx 

=-  2cos2"'~^co82|  +  2cos»^^sin»| 

das  ist  nach  Gl.  (9): 

2co8*— 2"  cos*| 

i+co8*  =  — ri7+r-  (13) 

Ans  derselben  Gl.  (9)  erbält  man  durch  Differentiation: 

h 8(fi+v) 

sinx  8in(fi+v) 

daher  nach  Division  durch  Gl.  (13): 

8^       _       tg|tg^8(^+v) 
l  +  cos./;-  2cos«?^y 


3(11+ v) 8(f*+v) 

^       a — y        f^A-y^       cosa+cosy 

2  cos —g-^  cos -y-^  ^         ' 


(14) 


Führt  man  dies  im  letzten,  den  Wert  (6)  im  ersten  Terra  von  (12) 
ein,  so  kömmt: 

12* 
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8^1  =  ±i{8zco8y^ 1^^  — |ßin«sinyco8xj+a(fi+v)} 

Der  untern  und  obern  Integralgrenze  entsprechend ,  wo  P  bzhw.  in 
B  und  C  fällt ,  seien  i^  ^l,  v  durch  1  und  2  Accente  unterschieden; 
dann  wird 

[Q cos'v  ß  ~\ 

+  fi"-fi'+v"-v'}  (15) 

Die  %  haben  ihren  gemeinsameu  Scheitel  im  Pole  -fiT,  sind  also 
gleich  den  von  ihren  Schenkeln  HB^  HC  einerseits,  HD  andrerseits 
begrenzten  Aequatorbogen,  die  wiederum  zu  den  Bogen  des  Parallel- 
kreises BC  im  Verhältniss  1 :  sin  y  stehen.  Schneidet  HD  aber  D 
hinaus  verlängert  BC  in  K,  so  ist 

KB         „       KC  „       ,       BC  ,,^, 

^        siny'     ^         siny       *       *        siny  ^ 

Die  V  haben  ihren  gemeinsamen  Scheitel  in  D\  ihre  Differenz  ist 

v"—  v'  =  ÄZ>C  (17) 

Die  fi  sind  Complemente  eines  innern  und  eines  äussern  Winkels 
des  Dreiecks  BDC^  also  jedenfalls 

±  (f*"—  ft')  =  DBC+  DCB  -  2R  (18) 

Die  Vorzeichen  bestimmen  sich  durch  specielle  Einführung.  Für 
e  =  0,  wo  cos  y  =  0,  wird  BC  ein  Normalbogen,  und 

S^  =  ^{BDC+DBC+DCB'-^B) 

Hiermit  sind  die  Vorzeichen  von  (17)  und  (18)  entschieden,  und  man 
hat: 

5j  =  I  BDC+DBC+DCB  -  2R 

[3  — cosV„^  .  .  ,  BC  KL^\ 
±  cosy  —TT-. — -  BC--  esin  «sin  y sm  tt-. —  cos  -: —  } 
-^       '[    2smy  '       2smy       smyj) 

wo  L  die  Mitte  des  Bogens  BC  bezeichnet. 

Femer  lassen  wir  D  mit  H  zusammenfallen,  dann  verhält  sich  S^ 
zu  einem  Kugelsegment  wie  Wkl.  i^Z)C :4R,  und  man  hat: 

Si  =  ili^DC(2  — 3cosy  +  cos3y) 

was  mit  unsorm  Ausdruck  für  unteres  Zeichen  stimmt. 
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Addirt  man  jetzt  die  3  analogen  Teilsectoren,  so  erhält  man  fttr 
den  ganzen  Sector  EABCi 

S^\{A  +  B-{-C--  2R)  (19) 

-  _        /3— cos*y  .       .        .       w  /  \ 

—  i2;cosyi-o-T — '  m  — csmasmy  sin  jr-r — cos-;; — ) 

'         '\   2smy  '       2siny       smy/ 

wo  -4,  B^  C  die  Innern  Winkel  des  Bogendreiecks,  m  eine  Seite  des- 
selben, nnd  l  das  Stück  des  Paralleikreises  m  zwischen  der  darauf 
sphärisch  projicirten  Centralprojection  der  Spitze  und  der  Mitte  des 
Bogens  m  bezeichnet ;  y  nnd  a  waren  erklärt  als  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Bogens  m  und  der  Centralprojection  der  Spitze  vom  Pole 
des  Bogens  m. 

Zum  Schluss  soll  noch  auf  den  Fall  eines  gleichseitigen  Sectors 
Anwendung  gemacht  werden.  Einen  solchen  erhält  man,  indem  man 
tt  auf  allen  3  Seiten  gleich  setzt  und  für  ß  die  Werte  0,  |R,  jR 
wählt    Die  Gleichungen  der  Seitenebenen  werden  dann: 

{BEC)  («  — e)cota+y  =  0  \ 

{S}      %-.)cot«-.±.V3-=0    i  ^^> 

Je  2  derselben  bestimmen  mit  der  Kugclgleichung  verbunden  die 
Coordinaten  einer  Ecke  Ä^  B^  Ci  für  B^  C  findet  man : 

psin a+4ecos*a  .  p  —  esin  a 

,    p— csin« 
''  =  ±l+3cos»aV3cos« 

wo  zur  Abkürzung 

p8=  l  +  (3— 4e2)cos«a 

gesetzt  ist.    Die  Coordinaten  des  Poles  H  von  BC  sind: 

a;=rcosa;    y  =  sina;     «  =  0 

Durch  jB,  C  einzeln ,  durch  H  und  durch  den  Mittelpunkt  legen  wir 
die  Ebenen 

dann  ist 

1  —  e*  C08^a-{-  ep  sin  « 
a sin«,    6  =  cos«,    c=     (l-62)V3cosa 

Sie  bilden  den  Winkel  BHC  oder  dessen  Nebenwinkel;  daher  ist 

±  cos  BHC  ^  ^«^  j,^^,  -  iqp 
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Da  nun  die  Stellangen  beider  Ebenen  symmetrisch  zur  xy  Ebene  be- 
stimmt sind ,  so  dass  die  eine  bei  einer  Drehung  längs  BC  bis  zur 
andern  in  entgegengesetzter  Stellung  in  die  andere  gelangt,  so  ist  nur 
das  untere  Zeichen  gültig,  und  man  hat: 

i^?^=\    oder  (22) 


2 


tg 


m (1— e^)y  3c08a 

2sin  y  ^  1 — c^cos^a+epsin« 


woraus 


m  VScosa  Q  —  «sina 

2  sin  y  sin  y     1  -j"  3  cos^a 

Femer  ist  einer  der  Innern  Bogendreieckswinkol  zu  berechnen, 
etwa  BAC,  Die  x  sind  für  -4,  -B,  C  gemeinsam,  also  nach  (21)  be- 
kannt-, nach  den  gleichzeitig  geltenden  2  letzten  Gl.  (20)  ist  für  A 

2(x — c)cota  =  y;      a  =  0 

also 

esin«+4€C0S*a  .  p  — esina  _  .^«. 

^— r-p^ 9 ;    y  =  2  -J-r-^ — ö- cosa:    a  ==  0  (23) 

l-t-3cos*a      '    ^  l-f-3cos*a  ' 


X  • 


daher  wird  die  Kugel  in  A  berührt  von  der  Ebene: 

x(g  sin  a + 4c  cos^a)  +  2y  (p  —  e  sin  «)  cos  a  =  1  +  3  cos*«  (24) 

Diese  schneidet  die  2  Ebenen  CEA  und  AEB  in  den  Tangenten  an 
AC  und  AB^  den  Schenkeln  des  gesuchten  Winkels.  Zur  Verein^ 
fachung  verlegen  wir  die  Ebenen  in  ihrer  Stellung  nach  dem  Mittel- 
punkt; dann  haben  wir  in  Vertretung  der  3  Gleichungen  (24)  (20): 

x(q  sin  « + 4«  cos'«)  -{-  2y(Q  —  e  sin  «)  cos  «  «=  0 
2aJC0ta— y  +  ay3=0 

Hieraus  findet  man  als  Durchschnittslinien: 


a'  =  —  2(p  — «sina)C08a;  b'  —  psm«-|-4e  cos*«;  c  «  ^"vFsinö 
Diese  bilden  den  Winkel  BAC^  so  dass 


und  da 
so  folgt: 


o'«+Ä'»==(l+3cos««)« 
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Endlich  ist  noch  xn  btmierkcuj  dass,  weil  DH  durch  dio  Mitte 
Tön  SC  geht,  l  =^  0  oder  =  2R  ist  Führt  tiian  die  gefundenen  Werte 
in  GL  (19)  ein,  wo  die  3  Tcrme  der  Summe  einander  gleich  sind,  ao 
erhält  man: 

—  cosy{3—  cos*y)arctg  —r^ — j-'^ — -, — - 

+  /jL*j     -rVasinacosV  ^) 

'  1  -f-  3  cos*ö  T  '  ^     ^ 

Für  eiü  unendlich  kleines  m  mnss  iS  io  eine  Pyramide  von  der 
Höhe  1 — e  übergehen,  also 

werden.  Hier  differirt  u  unendlich  wenig  von  1  Rechten.  Sei  also 
«  ^  E  — «;  dann  wird  bis  zu  2.  Potenz  von  f, 

o  1  +  2(1— «3i)ain»f 

^^^^^  yssin-^  ^  ^'^^ yä-— 

=  f+^(l-«*^)sin% 

In  den  übrigen  Teilen  des  Ausdrucks  (26)  braucht  man  nnr  die 
Iknptwerto 

sina  =  sinj^  ^:=  ^  =i  1;      cosdr  =  sini;      cosy  ^  esiüE 

cinznfilhren.    Nach  GL  (25)  stehen  aber  m  und  sin  f  in  der  Luxation: 

m  ^2y3{l  — c)siu^ 
Deomach  wird 

^  =  ^  4y3(l-e) 

wo  die  3  Teile  des  Ansdrucki*  (26)  im  Zähler  noch  in  Klammern  ge- 
sondert stehen.  Es  ist  daraus  zu  ersehen,  dass  alle  3  Vorzeichen 
keine  andern  sein  können  um  den  richtigen  Wert  (27)  zu  ergeben. 
Felglich  gilt  GL  (26j  mindestens  solange  bis  einer  der  3  Teile  ver- 
schwindet Der  erste  verschwindet  nie,  der  zweite,  wenn  a  von  B 
an  abnimmt,  erst  bei  a  =■  —  R,  wo  der  Sector  zur  voUen  Kugel  wird, 
der  dritte  unr  bei  r^  ^  0,  wo  nach  (25)  B AC  =  2R  ist,  also  für 
convexe  Dreiecke  BAC  nie. 
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Hiervon  kann  man  auf  die  allgemeine  Formel  (19)  Anwendnng 
machen,  indem  man  zur  Beurteilung  der  Vorzeichen  der  3  algebrai- 
schen Terme  —  die  der  übrigen  sind  bereits  entschieden  — -  vom 
gleichseitigen  Sector  ausgeht,  hier  K  auf  der  bezüglichen  Dreiecks- 
seite nimmt  und  dann  die  Seitenebenen  mit  Vermeidung  des  Durchgangs 
durch  DH^=^  0  stetig  bis  in  die  gegebene  Lage  verschiebt.  Ist  ein 
DH  =  0  gegeben,  so  ist  der  betreffende  Term  null. 


Geht  der  Sector  durch  Zusammenfallen  zweier  Seiten  in  einen 
zweiseitigen  über,  und  man  nimmt  das  willkürliche  E  in  der  Mitte 
der  Sehne ,  so  wird  ^  «  -B,  C  =  2R,  Z  «  0,  die  Summe  hat  nur  2 
Olieder,  sonst  bleibt  alles  ungeändert. 

Die  angewandten  Relationen  sind  auch  ausreichend  um  die  9  In- 
tegrale zu  berechnen,  durch  welche  der  Schwerpunkt,  die  Trägheits- 
momente und  die  Hauptträgheitsaxen  bestimmt  werden.  Diese  ent- 
halten ausser  rationalen  Functionen  von  sin  x,  cos  %  nur  die  Kreisbogen 
t/;,  X  und  ft+v,  zwischen  den  angegebenen  Grenzen,  und  zwarft-j-v 
nur  mit  numerischen  Coefficienten,  so  dass  daraus  wie  im  Ausdruck 
von  S  die  Winkelsumme  des  Bogendreiecks  ABC  hervorgeht 

Was  bei  der  Ausführung  hinzukommt  ist  zunächst,  dass  man  von 
dem  Kreissectorschnitt  MN  auf  dessen  Element  8«  zurückgehen  muss. 
Statt  r  kann  man  einfacher  sint|;'  schreiben  und  i(;'  von  0  bis  i^ 
variiren  lassen,  so  dass  t^  nach  Einsetzung  der  obern  Grenze  seinen 
bisherigen  Wert  hat.  Die  Grenzen  der  x  sind  dann,  entsprechend 
den  Punkten  N  und  M: 

.    costl^  — C  .     ,,  , 

Die  2  ersten  Integrationen,  nach  x  und  nach  ^'  sind  leicht  zu  voll- 
ziehen, und  man  findet,  nach  Reduction  der  Coordinaten  des  Elements 

y  =  sini(;'cos9?,    z  =»  sinip'sing) 

folgende  Ausdrücke:  (28) 

X  ^  I  xdSj^  «=  A  /  8ysin2t/;(3  — e»  — 2ecosi(;) 

Y  ^  I  ydS^  =  A  /  89C0S9>{3i/;— sini(;(3co8i(;4*2esinV)} 

Z  ^  I  zdSj^  ==  A  /  Sysin^jST/;  — Bint/;(3cost(;+268in*i//)} 

JTi  «  Jx^dSi  =  A  y  39{4(1— C08«t/;)— csin*i/^(e4-2i5COS^3oo8«t)} 
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^3  =  /  apy^'^^j  =  isS  /  B^coä  1^)91113^/(4  —  c^— 3ecost|/) 

wu  g?  von  0  bis  Wkl.  J?DC  variirt.  Nur  iu  1'  und  Z  ist  eine  vor- 
gängige  par Helle  lutcgration  nach  <p  üotw endig;  bei  JC^^  1^  ^ürde 
eine  solche  ein  rinwcg  sein.  Man  bat  vielmehr  jet^t  €<psiii^i^  nach 
GL  (II)  und  P(f/siüi^  nach  Gl  (10)  durch  d%  auszudracken,  cusg» 
DUd  singi  gemäss  der  Relation 

iö  ^*  und  V  aufzulösen,  cosv  und  sinv  nach  Gl.  (7)  (8)  in  4^  und  ^ 
darzustellen.  Hier  tritt  1  +  co^i^  in  1.  und  2.  Potenz  als  Nenner 
auf.  Es  sind  zunächst  aJlc  cos  t//  aus  den  Zählern  durch  algcbraischo 
Division  in  entfernen.  Alle  Termo  ohne  diesen  Nenner  lassen  sich 
üach  GL  (6)  in  %  darstellen  und  ergeben  ausser  %  keinen  Arcus.  Es 
bleiben  dann  nur  die  weitem  Integrale; 

f    h         f      h  f    ^mB% 

J  l  +  cosv^'  J  (l  +  eosij^)*'  J   (l  +  cost^)* 

Das  letzte  ist  rational  in  cos^,  das  erste  bekannt  durch  Gl.  (14); 
im  Reductiou  des  s^weiten  auf  das  erste  findet  man  durch  Dimeren- 
ÜatlOB : 

-  siuftsin y sinj       )  l-|"ßeos^g       (l4-^)^co8^a  | 
1+coä^^     ^  \  1+cos^  ^  (1  +  coai^)^  )   ^ 

Ea  mag  genügen,  die  Resultate  der  Form  nach  aufzustoUcn,  sie  sind : 

^  -  ASC+Mji+^a  cos  3:)sm  % 

Y  =  Jt  öiß  tp  +  A^xco^ß+  (A^ + A^  cos  X + -4?  cos^jr)  cos  ß  sin  % 
—  {Afi + J^j  cos  3[ + J]0  cos*x)  sin  3  eos  jt 

^  =  —  i^coS(p+vi43;Bini3+(,'t^+^4^jeos5£+*i|  cos^3C)si°l^sJn;g 

+  (A&+  A  cos  %  +  AinCQB'^%)  cos  ß  cos  % 
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+  (^jO+  ^21 C08  X)  COS  %  +     'x  +  COS^ 

^1  =  *^^  +  ( Aö  —  ^iq)%  +  (^17  —  ^18  —  ^  19  COS  x)  sin  X 

~-M«o  +  ^2lC08x)C08X ^\7j:^^^3^ 

X,  =  ^,,x+^25smx+^26C0sz  +  ^'j^f-^ 

^2  =  (^29  +  ^30  COS  X  4-  ^3,  COS^^)  Slü  j5  8111  X 

+  (^32  +  ^33C0SX  +  ^34C0S2x)C0S/3C0SX 

^  =  (^29  +  ^3oC08x+^3iCOS=*x)cos/38inx 

—  (^38  +  ^33  COS  X  +  ^34  C0S«X)  Siü  ß  COS  X 

Da  hier  die  Integralgrenzen  noch  nicht  eingesetzt  sind,  so  lassen  sich 
die  Constanten  Coefficienten  durch  Differentiation  und  Identificirung 
mit  den  zu  integrirenden  Ausdrücken  (28)  hestimmen.  Nach  Ein- 
setzung der  Grenzen  wird 

t/^sing?  =  DC  .  sin^DC 
i(;cosg)  =  DC  .  cos  BDC—  DB 

BC 
^  siny 
^-[-v  =  BDC+DBC+DCB—^B. 

(JCO  \  /  ILB  \ 

-, — )  —  funct.  (  ;t—  ) 

daher,  wenn  wie  ohen 

M  =  BC;    Z  =  i(^C+  KB) 
gesetzt  wird, 

sin  y  =  2  siutt": —  cos  -: — 
ö"*A         °*  28iny       smy 

.      m  2i 

sin  7  cos  Y  =  sin  ;t— -  cos  ;t-- 
'^      '^  siny       smy 

sinvcos^Y  «  «in  öt^ —  cos  -: f-isin  ^r-- —  cos  -: — 

'^       '^       '       2  8iny        smy  '  *      2smy       smy 

cosv  =  —  2  sin  ö— —  sm-: — 
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coi*z  =  —  sm  -r^  sin  -j — 

coB^r  =  —  i  sui  7^—. — '  sin  -r sin  ,^  .  —  sin  -^~ 

*  '       2  8m)'      smy  2smj'      siny 

^             am  of  am  y  sm  ^r~- —  sin  -r— 
1 ^       ^giiiy       smy 

1 -J-C08  ^  ^       2  cos*  i  DBms^iDÜ 

.      m  21 

Sin  ö  sm  y  sm  -rr-  cos  -i — 


1  +  coa  tp  4  cos^*  iDB  cos*  fUC 

Nach  Einsetzung  dieser  Werte  ist  noch  die  Summe  über  die  3  Toil- 
^ectoren  zu  nehmen. 
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i 


I 


XI. 


Relations  entre  les  lignes  trigonom^triques 
des  angles  d'un  triangle. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Objet  de  cette  note.  Les  relations,  qui  existent  entre  los 
lignes  trigonom6ti*iqucs  de  trois  angles,  dont  la  somme  est  egale  k 
deux  angles  droits,  sont  utües  ä,  connaitre.  Ces  formales,  qui  expri- 
ment  chacane  une  propri^te  particuli^re  du  triangle,  permettent  sou- 
vent  d'op6rer  de  notables  reductions  dans  les  calculs,  et  prouvent 
toujours  Tavantage  d'employer  les  logarithmes  dans  certains  cas  de 
r^solution  des  triangles. 

Nous  pensons  donc  qu'il  n'est  pas  sans  interet  d'en  foumir  qucl- 
ques-unes,  qui,  k  notre  counaissance,  n'ont  pas  encore  et^  remarqu^es, 
et  qui  se  pretent  ais^ment  au  calcul  logarithmique. 

2.  Formules  uslt^es.  Soiont  A^  B,  C  les  tröis  anglos  d'un  tri- 
angle quelconque,  de  sorte  que 

A+B+C=  7t. 

Parmi  les  relations  fr^quemment  employ^os,  cellos,  qui  se  prc- 
sentent  le  plus  souvent,  sont  les  suivantes: 

ABC 

(I)  sin-4+  sin ^+ sin  C  =  4  cos  ^  cos  n^^K* 

(II)  sin  2A + sin  2^ + sin  2C  •=  4  sin  A  sin  B  sin  C, 

(III)  tang  A  4-  tang  B + tang  C  =  tang  A  tang  B  tang  C, 

A  B  C  ABC 

(IV)  cotg  2  +cotg  2  +  cotg 2  «  cotg  2  cotg  ^  cotg^  . 
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Ces  formules  sont  tr^a  faciles  k  ötablir. 

3,    Fannnttles  qni  d^rlTCnt  des  pr^fedcates.     1^.     Noub  arotis 
2sm^  -=  4sm  ^  cos  ^  ^  4cos  ^  cos  — ^ —  i 

00 

29m  J  =  4  coi  sj  cos  „  cos  g —  4cos  ^  siu  -^^  sm  ^  » 

iftFanchant  cette  ^galitS  membre  k  mombre  de  (I),  il  eous  vient 

B       C       A 
fVj  siiii?-|-smC— sio-^  =  4sm  ^sin^-poSn- 

S^.    Kons  avons  de  ra^me 

2aiii2^  =-  ismAcösÄ  =  —  4  sin  vi  cos  (5 -j-C), 

00 

2  sin  2^1  =  —  4Bin^cos^cosC+4sin/1sinBsinC5 
#  Sorte  qn'il  noiia  vicnl  ausai,  en  rotrancbant  Je  (TI), 
lYI)  sin  SB  +  sin  2C—  sin  2-4  ==  4  eoa  Zf  cos  Csio  A. 

3^.    La  formulc  (TU)  peut  3'6crire 

taug  j4  +  -^^  +  ^^t^T  =  cütg^  colgC' 
et  dment,  par  rdvanoiiiaaenient  des  denominateurs, 

t4iTig  j4  cotg  B  cotg  C'+ cotg  C+  cotg  B  =  tung  A. 
On  eti  tire  1a  relatioa 
(VH)  tang  ^  —  cotg  B — cotg  C'  =  taug  vi  cotg  /i  cotg  €.  ^ 

4*^.  Par  ua  proced^^  analogue,  la  formule  (TV)  se  r&mäue  ä  la 
aEtiyante 

it^«  ^  ^  ^  ABC 

{rai)    cotg|-  "  taug  2  —  taug  ^  --  cotg  -^  tätig  ^  tang  -  - 

Ces  relationa  sß  trouvent  consignücs^  sauf  las  dmx  derniöres, 
thm  la  TrigOEom^triG  de  Frcdüric  Pros^z,  Profcsscur  ä  FEcoIe 
Polytcchnique  (Lehrbuch  der  cbencH  Trigonometrie  und 
Poljgonometrie  von  F.  Proaz;  Stuttgard,  bei  Paul  Nßff,  1840; 
[^e  41  et  auivantes), 

On  petit  consultor  cot  ouvragß  avQc  fruit  poar  d*autres  identit^a, 
qii  oQt  de  frequeotes  appUcatioua. 
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4.    KouTellcs  Formales  de  r^duetion.    Paisqne 

sin  2^ 28in^co8^.co8i^cos(? sin  A .  2co8  ^  cos  i^  cosC 

tang J5+tangC  ""  sinif cos C+sinCcos C  ""  sin(J5+  C) 

et  que 

sin -4  =  sin(5+C), 

notre  fraction  se  r6duit  ä 

2  cos -4  cos -ß  cos  C 

Ce  dernier  produit  ne  change  pas  par  la  permutation  circulaire  des 
trois  angles  A^  B  et  C\  par  cons6quent  noas  avons  les  relations 

sin  2^  sin2i5 

(1a; 


tangi?+tangC      tangC+tang-4 
sin2C 


tang-4+tang-ö 


2  cos  ^  cos  ^  cos  C 


L'6galit6  des  ces  trois  premiers  rapports  (IX)  se  trouve  ^tablie 
par  M.  Brocard,  dans  la  Nonvelle  Correspondance  matb^- 
matiqne  de  M.  Catalan,  septembre  1879,  page  324. 

Comme  on  a 

8in2^  2  cos  Xsin^sin  B  sin  C      2cos  ^sin^  sin  B  sin  C 


1  —  cotg  B  cotg  C      sin  B  sin  C— cos  J5  cos  C  —  cos(i^ + ^' ) 

et  qne 

cos -4.  =  —  cos(-B+^)> 

nons  obtenons  anssi  les  relations 

sin  2^  sin  2^ 


(X) 


1  —  cotg  B  cotg  C      1  —  cotg  Ccotg^ 
sin2C 


1  — cotg -4  cotg -B 


2  sin  ^  sin  ^  sin  C. 


5.  Autres  Formules  de  r^uction.  Les  6galit^s  (IX)  et  (X) 
condnisent  k  denx  antres  non  moins  importantes,  qni  s'en  d^duisent 
imm6diatement. 

Puisqne  la  somme  des  trois  angles 


est 


n       ^      ^       ^      ^       ^ 
2~"2"'     2~"2'     2""2 


3n       A  +  B+C      37t       n 
2  2  ""2        2"''^* 
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ou  6gale  ä  deux  angles  droits,  nous  pouvons  remplacer,  dans  les  for- 
males (IX)  et  (X),  les  angles  -4,  B^  C  respectivement  par  les  com- 
pl^ments  de  leurs  moitiös. 


(XI) 


Nous  obtenons  ainsi  les  deux  nouvelles  formules 
sin^  sinJ? 


(XII) 


ti               c 

cotgg-fcotgg 

cotgg+cotg^ 

sinC 

^    .    A   .    B  ,    C 

2  sinö-sm^  sm^- • 

A    ,           B^ 
cotgg +cotg-2 

sin^ 

smB 

1- 

B          C 

■tanggtangg 

C 

l  —  tangg  tang 

A 
2 

sinC 

«       ^       ^ 

C 

1- 

-taaggtang  ^ 

—  z  cos  rt  cos  4x  cos 

'2' 

6.  Formales  d^duites  des  quatre  pr^cMentes.  Divisons  les 
^galites  (X)  et  (XI)  respectivement  par  (IX)  et  XII).  Nous  trouvons 
les  relations 


(xni) 


tangi?-}-tangC  __  tangC-f-tang^ 
1  —  cotg  B  cotg  6"  ~  1  —  cotg  Ccotg-4 

l-'otg'^t^Sl  -  tang^tang^tangfi 


B  C  CA 

1  —  tang  ^  tangg^      1  —  tang  ^  tang  ^ 

fXIV)  ß       —^  =•        c  .     ~Ar 

cotg  2"  +  cotg  2  cotg  2  +  cotg  2 

1- tang  2  tang  2  ABC 

= j- ß-  «  tangg  tang ^ tang g- 

cotg  2+ cotg  2 

7.  Nous  avons  obtenu  les  formules  (XI)  et  (XII)  au  moyen 
des  formules  (IX)  et  (X),  par  une  simple  Substitution  d'angles.  £n 
gÖQ^ral : 

Th^ordnie.  Dans  toute  relatiou,  qui  a  lieu  entre  les 
trois  angles  A^  B,  C  d'un  triangle,  on  peut  remplacer 
ces  angles  1^'  par  les  complemeuts  de  leurs  moities;  2^ 
par  les  Supplements  de  leurs  doubles. 
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En  effet,  puisquo 
on  a  aussi  1^ 

V2"2;/+\2       2>/  +  V2""2;  ~   2  ~  2  " ''' 

et  2» 

(TT  — 2^)  +  (»  — 2Z?)+(ji;  — 2C)  =3?r— 2(il-|-i3+C)  =  jt. 
Ainsi  la  formule 

(I)  sin  -4  +  sin  -B+ sin  C  =  4  ccjs  ^  cos  .y  cos  g- 
fournit  imm^diatemont  les  deux  suivantos 

A  ,         ß  ,         C        ^       (n       A\      (n       B\      (n      C\ 

(XV)  cosg +COS2 +CO82  =  4cos\^4  —  4  jc08^4  -  JJG0S(^^--^  ) 

(II)  sin  2^ + sin  25 + sin  2C  ==  4  sin  vi  s in  ß  sin  0. 
Do  mSme  la  relation 

(III)  tang  A + tang  B + tang  C  «=  taug  ^1  Ung  i?  lang  C 
condnit  aux  snivantes 

(IV)  cotg  2  +  cotg  j  +  cotg  2  ==  cotg  ^-  cotg  2  cotg  ~  . 

(XVI)  tang  2^ + tang  21?  +  tang  2C  =  tang  2 vi  tAng  2i*  taug  2a 

Enfin  l'^galite 

^^^  sin  2^  r.        .        Ä       ^ 

(IX)  : B-TT TV  =  2  COS  ^  cos  B  coa  O 

^     '  tang  i3+ tang  C 

donne  les  deux  formules 

rXI)  ^ ^  =  2 sin 2  sin  g:  sm^  i 

cotgg+cotgg 

sin  4-vl 

(XVII)  ^ iTB-n i^ 2  coB  2  J  cos  27?  cos  2a 

^         *  tang  2i?  4-^3-^8  2(7 

8®.    Dans  la  formule  (11),  rempla^onB  encore  les  troiß  angles  A^ 

i?,  C  par  les  Supplements 

«  —  2^,     jr— 25,    SU  — 2C 

de  leurs  doubles;  eile  devient 

(XVIII)  sin  4^  +  sin  45 + sin  4C7  =  —  4  sin  2^  sin  25  sin  2a 

Si  nous  faisons  la  meme  Substitution  Uana  les  rolatious  (XYI)  ei 
(XVII),  nous  obtiendrons  encore  les  formules 

(XIX)  tang  \A  +  tang  45  +  tang  4C  =  tang  4  A  tang  45  tang  40, 

sin  8^ 
(^)  tang4/?+ta^i4C  =  "  2cos4^coB4iicoB4C. 
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XIL 

Extension  du  th^oreme  d'Hippocrate 

et    Deteruiinatimi    du    centre    de   gravit^ 

de  see  lunules. 

Georges  Dasior. 


L  Les  luunlos  d'Hippocrate  sont  les  dcox  croissaivta,  qiii  aont 
compris  entre  le  demi-corclo  decrit  sur  Thypot^öuse  d'un  tri  äugle 
rectauglcs  comme  diam^tre  et  les  deux  demi-ctTclea  traces,  ext^rieu- 
remeut  &ur  ks  deax  cdt^s  de  Taugle  drüit,    pris  aussi  commo  dia- 

2.    Th^arfime  d'mppocrate.    Sur  les  trois  cöt^s 

BC  =  ö,     CA  =^  b,    AB  ^  c 

d'nm  triangle  ABC^  rectjiiigle  cü  /l  (Fig,  1,),  ou  construit  trois  ccr- 
cles  ayaüt  ces  cöt^s  paur  diamölrcs.  Les  drcönf6renccs  de  ces  ccr- 
clea  compreBneüt  entre  elles  Ics  deux  lunules  AMCmA^  ANßft*A 
le  Segment  bicouvexe  ÄnDm^  et  le  tri  angle  ciirviltgno 
BLÜIDI'B. 

Le  geomelre  de  Chio  a  trouv^  que  la  somme  des  deiis  lu- 
nules läst  ^quivaleQte  au  tfiaaglo  rectangle,ot  noiis  allons 
)>foiiY6r  que  la  differeuce  entre  !e  trianglc  curviligue  et 
le  legment  biconYexe  est  anssi  äquivalente  an  m6me  tri- 
angle  roctangle. 

Poiir  d^montrer  lo  tbäor^me  d'Hippocrate,  noos  forons  remarqner 
(Lue  la  somme  de  ses  deux  lauulea,  augmeut^e  du  demi-eercle  supe- 

T*ü  IXT.  i# 
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rieur  d6crit  sur  rhypot^nnse,  forme  la  möme  surface  que  le  trianglc, 
augraent6  des  deux  demi-cercles  d^crits,  en-dehors,  sur  les  deux  cotes 
de  Fangle  droit    Nous  pouvons  ainsi  6crire  r6galit6 

AMCmA+ANBn'A  +  ina^  =  ABC+^nb^+inc^. 

PiUsqae  a^  =  Ä*+<?^  ^  r^ste 

(1)  AMCmA-^ANBn'A  =  ABC  =-  ibc, 

ce  qai  ^tablit  la  proposition. 

3.  Th^ordme  analograe  ä  celai  d'Hippoerate.  L'iuspection  de 
la  figuro  suffit,  pour  faire  voir  que  la  surface,  remplie  par  la  triangle 
ABC  et  le  demi-cercle  ext^rieur  BLCB  construit  sur  Thypot^nuse, 
coutient  la  somme  des  demi-cercles  int^rieurs  AnDlCA^  Am'JDVBA 
construits  sur  les  deux  c6t^s  de  l'augle  droit,  diminu6e  du  segment 
biconvexe  AnDinlA  et  augment^e  du  triangle  curviligne  BLClDVB, 
Nous  avons  par  suite  r6galit6 

\nh^->^\nc^—AnBm'A-{- BLClDVB  ==  ABC-\-\na\ 

qin  donne 

(H)  BLClDVB  —AnDm'A  =  ABC  =  \hc. 

4.  CoroUaire.    Les  relations  (I)  et  (II)  nous  donnent 

(TU)  BLClDVB  «  AMCmA  +  ANBn'A  +  AnDm'A. 

Ainsile  triangle  curviligne  est  äquivalent  ä  la  somme 
des  deux  lunules,  augment^e  du  segment  biconvexe. 

5.  Bemarqae«  Nous  avons  le  demi-cercle  sup^rieur  construit 
fiur  rhypot^nuse 

ina^  =  ABC-\-AMCA+ANBA, 

et  la  somme  des  demi-cercles  inf6rieurs  construits  sur  les  deux  cdt^s 
do  t'angle  droit 

inb^  +  inc^  «  ABC+AnDm'A-i-ClDC+BVDB. 

Los  Premiers  membres  ^tant  6gaux,  il  r^sulte  de  ces  deux  ^gidit^s  que 

(IV)  AMCA  +  ANBA  =  AnDm'A+ClDC+BVDB, 

6.  Bistances  des  centres  de  grarit^  des  trols  demi-eereles 
HUp^riears  et  du  triangle  rectangle  k  Phypot^nuse  de  ce  demier. 

ßepr^sentons  ces  distances  par  a,  ß^  y  et  d. 

Par  les  milieux  O,  E,  E'  des  trois  cöt^s  BC,  CA^  AB  du  tri- 
angle ABC  (Fig.  2.),  61evons    les  perpendiculaires  Oo,   EGy  E'G'\ 
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cel!e&-d  contienneDt  les  centres  d6  gravit^  des  trois  demi-cercl^s,  con- 
struits  sur  Thj-potmuse  «  et  Ica  deux  cöt^a  d'aüglc  droit  A  et  c;  et, 
li  les  points  ö,  (?^  G'  sont  ccs  ceutrea  de  graviti^,  noos  aurona 

car  k  distancc  üi>,  par  exemplD  est  Jes  deux  tiers  de  la  quatrieme 
liroportionncUe  =  ä  Tarc  /fJC=  Jjta,  a  la  eorde  B€=  a  ol  au  rayon 

OB  =  3;  de  Sorte  que  Ton  a 
DU  bleu 


£ 

ü'Qh 

Oo- 

2o 
3« 

Paisque 

tt 

= 

0*., 

nouB 

aurons 

m 

a  = 

2a 

Ponr  avoir  les  expressions  de  /3  et  y  des  points  G  et  t?'  abais- 
sons  sur  ThypoteDUse  BVlm  perpendiculaires  GfT^  G'H\  qui  coupeut 
h  droito  EE*  en  /  et  /^  Du  sommet  ^i  menous  aussi  k  BC  la  per- 
i^adieulaire  AD^  cjoi  coope  EE^  eo  F.    Noua  avons 

DT 

lUcudu  que  la  double  sur  face  du  triaugle  ABC  a  pour  mesure  ä  la 

fuLs  hc  et  a.AD\  de  plus  le  triaugle  rectangle  EGt^   semblable  k 

ÄBD^  donne 

Ol  _  GE 


Ol  comme 


il  Tient 


AD—-f      GE=^,     Aß  =  c, 


^        /2&    hc\  2hh  2h^ 

Nous  trouvoBS  douc  quo  GH  ou 
^^'  .  ^^2-a  +  3S«- 


13* 
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On  verrait  de  meine  que 

hc    ,   2(j* 

D'aillenrB  le  centre  de  grayit6  g  da  triangle  ABC  est  sita^,  an- 
dessus  de  la  base  BC^  ä  nne  distance,  qai  est  le  tiers  de  la  hanieur 

hc 

AD  DU  de  —  nous  avons  ainsi 
a 

hc 
(5)  *  =  3-a- 

Si  noQB  rassemblons  les  valears  (2),  (3),  (4)  et  (5),  nous  verronfi 
que  les  distances  cherch^es  sont 

_2a  hc       25» 

5c  5c        2g» 

^  ~  3a'        y  ""  2a  +  37ra 

7.    Distance  du  centre  de  grravit^  des   Innnles  ä  IHiypot^nue 

du  triangrle  rectangle.    D^signons  cette  distance  par  y,     La  sur&cc 

hc  * 

-(C  des  Innules  est  6gale  ä  cclle  du  triangle,  augment^e  de  la  sorface 

des  deux  petits  demi-cercles  et  diminu^e  de  la  surface  du  grand  demi- 
cercle.  Prenous  les  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  ä  Thypo- 
t^nuse  BC\  nous  obtenons  T^quation 

^hcy  =  iic.  ^4"  i^**  •  ß~\-  i^^*-  y  ~"  4^^«  «^ 
ou 

^hcy  «=  45c. ^+«5».  /3-f-«c*.y  —  na^.a, 

Rempla^ons  5,  |5,  y  et  «  par  leurs  valeurs  respectifs  (V);  11  nous 
vient  r^galit6 

45  V  ,    7r53c   .   25* 

7r5c3.     2c*       2a^ 
+    2a  +  3a  ""    3  ' 
qui  revient  k 

Ucy  «  l(25«c2+5*+c*~a*)+  |^(Ä«+c«). 

2 

Mais,  puisque  52+0^  =  0',  le  facteur  de  a-  so  rMuit  ä  z6ro,   pen- 

dant  que  le  terme  -^  (5»+c»)  revient  ä  i7ra5c.  Notre  6galit6  sc 
change  donc  en 
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Ainsi  la  distance  du  contre  de  graTil^  des  lunnlcs  ä  Thypotenuse 
tti  trianglc  rectangle  est  independanto  des  deui  cot^a  b  et  c^  et  ne 
Tarle  qn'avec  cettc  hypott^imse  a\  olle  est  egale  au  quart  de  la  demi- 
dröjnf^reuce  Jua  ddcritc  sur  Tbypot^nuse  comme  diameitre. 

6.  Tolunie  engeEdr^  par  ia  r^Tolutlon  des  deiix  lunules  au- 
löiir  4e  rhypot^ttuae  du  trlftugle  reetuD^le.     Ce  voluiue   7«  a  pour 

mesüre  la  surfacß  gcai'ratrice  ^be^    multipli^e  par   la    circouförence 
i:^^  ^  |?**a,  que  d^crit  bou  centre  do  gravit^.    Nous  avoüs  douc 

Ol 

(HI)  Va  =  i«»aÄc, 

C«  YOlame  est  celui  qu'engeudre  une  ellipae^  dont  les  deux  axei 
&oat  ^  et  A'  eti  toumant  autour  d'uno  droite»  meo^e  ä  uoe  distauce 
a  du  ceatro  d€  TeUipse. 

Car  la surfacedc  cette  elHpse  csIät  -  j  =  r^  jtä*?,  et  la  circonfdreuce 
I        d^cntd  par  sou  ccntre  est  2na. 

B.  I>i9tauces  dei  «eutrts  de  graTit^  des  trois  demUcereles  sa- 
p^rieurs  et  du  trlaugle  rectangle^  k  la  perpeudiculalre  ÄDf  meuee 
Au  fiontaet  A  mr  Tlifpot^nuBe.  Repr^scntons  ccs  distaiic€s  respec- 
tives  par  c',  ß\  y\  3', 

KoüB  avous  d'abord  (Fig.  2) 

a      e* 
2        a 

,       a^—2c^       h^  —  e^ 
(6)  a'  = 


puis 

(7)  ff^  = 


2a  2a 


3fl 
Nous  Yoyons  ensuite  qua 

maie  11  est  aifi6  de  voir  que 
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h*  c 

CD  =  —  f     COS  GEI  =  cos  -B  =  -  ; 
a  d 

2b 
nous  savons  d'ailleurs  que  EG  ^  pht't  ^  öous  vient  donc 

Nous  trouverions  de  meme  que 

(^)  r-2a+3ira 

Si  nous  r^unissons  les  valeurs  (6),  (7),  (8)  et  (9),  nous  verrons 
que  les  distances  cherch^es  sont 

2a     '      *^  ~2a'^3«a' 
(Vffl) 

5»  — c»         ,       c«       26c 

3a    '      y  ""2o+3«a 

10.  Bistanee  du  eentre  de  rraylt^  des  loniiles  k  la  perpendi- 
enlaire  abaiss^,  dans  le  triangle  reetangrle,  da  sommet  de  Fangle 
droit  sor  rjiypt^nase.  Supposons  que  le  cöt6  CA  ou  b  soit  plus 
grand  que  l'autre  c6t6  AB  ou  c.  H  est  Evident  que,  dans  ce  cas, 
le  eentre  de  gravit^  des  lunules  et  les  centres  de  gravit^  o,  ^  et  G 
seront  situ^es  d'un  meme  c6t6  de  AD  et  que  le  eentre  de  graTite 
(r'  sera  situ6  du  cöt6  oppos6.  D^signons  par  x  la  distance  du  een- 
tre de  gravit6  des  lunules  ä  la  perpendicu-laire  AD. 

Si  nous  prenons  les  moments  par  rapport  k  cette  droite,  nous 
formerons  requation 

ibcx  «  iÄc.d'-fiyrJä.jS'— Jt;rc8./— ijra^ö', 
ou 

4hcx  =  4I>€ .  d'-|-  "PÄ*  •  ß^ —  ^ö* .  y' —  na^ . «'. 

Substituons  ä  d',  ß\  y'  et  «'  leurs  valeurs  respectives  (VIII); 
il  nous  yient  T^galit^ 

qui  revient  ä. 


37ra;-""''"l^ 


45caj  «  ~(2d3c  — 2ä<?8+ä3c-äc»)  +  ^(ä*— c*— a«Ä«+aV). 
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2 

Or  le  mulüplkatcur  de  ^  est  ^gal  k  Ucill^—e^),  peiidaat  quo 

cdm  de  g-  s'evanotiit  en  vertu  de  rdgalit^  a^  =■  i*4*c^;  notre  cga- 
litä  se  r^dnit  donc  ä 

fit  doimc 

(IX)  *  =  ^;i- 

Cettc  Taleur  est  facile  ^   Interpreter.    L'inspection  dn  triaügle 
ABC  fait  voir,  en  offet,  quo 


3  t'ensiiit  quo 


CD-- BD       {€0+  OD)  —  {BO^  OD) 
m «         ^         ^  —        2  —  -=  Öl?. 

NoHs  en  concluons  que  le  centre  de  gravite  des  lannles  est  aitne 
sur  la  perpeDdicuIairo  ^levße^  par  son  mOieu»  sur  rhypot^nuso  du 
triangle. 

11.  Si  noiis  rapproclionB  ensemble  Im  coordoBD^es 

CS)  ^  =  Dö,    gf  — i^ra 

du  ccntre  de  gravit^  dei  lunutes,  nous  Terrons  qne  la  position  dn 
centre  de  gravit^  est  iDdepeiidante  des  deux  cötes  ä  et  c;  eile  ne 
varie  qii*  avec  rbypot^nüse  n.  Ce  centre  de  graiite  rcsto  fixo» 
lüraque  le  sommet  A  de  P angle  droit  so  d6 place  snr  sa 
demi  -  circonförence  d^crite  sur  rhypotenuse  comme 
diam^tre. 

12.  Tolumes  enfendr^s  par  la  r^Tolutiöii  des  In n nie»  antaur 
des  tangeates  extrSmeR,  men^es  aux  deux  petita  deml-cereles  per- 
pendle nla  Ire  naent  ^  rii,Tp(»t4nttse. 

Adx  demi-cer€les  däciits  sar  les  dlametres  AC  et  AB  meuons 
lea  tangentes  PQ  et  F'  Q'  perpendicnJairement  k  rhypotenuse  BC 
(Fig.  20,  et  repr6sentons  par  u  et  u   leg  distancee  OQ  et  OQ\ 

NouB  avom  ^videmment 

«  =  OQ  —  FK—  OD,     w'  -=  OQ*  ^  FIC-^-  0D\ 
mm 
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c    .    & 


>8 


il  vient  par  ßuite 


ou 


d'ailleurs  nous  avons  troav6  que 

OD  ^^ —  ; 

2a       2a 

"   ^  2'^2a       \2a       2a)' 

^=^2+2^'      ^  ^2+2-a 

Les  volumes  engendres  par  les  lunules,  en  tournant  autour  des 
tangentes  PQ  et  P'Q\  sont  donc 

V    "»  J&C.27CU   =  «ftctt   =a»  J;rÄc(6-l — i» 

F'  =«  iÄ(?.2W  =  nbcu^  «  i^^clc  +  -\ 
ou 
(XI)  ^^__nbc(ab  +  c^)^      yf_nbe(ac+h^ 

La  somme  de  ces  volumes  est 
(XU)  F+  F'  -=  i;rÄc(a+Ä+c), 

et  ces  meines  volumes  ont  pour  diff^rence 

(Xni)  y,__y^^'^^^-0)^^-Vc-a) 

13.    Bistanees  des  centres  de  grravit^  des  trols  deml-eereles  in- 
f^rleurs  et  du  triangle  reetasgle   ä  Phypot^mise   da  ee  domier. 

D6signons  ces  distances  par  o^,  /^j,  y^  et  dj. 

Si  nous  nous  reportons  aux  calculs  du  n^  6  et  que  nous  fassions 
usage  des  m§mes  notations,  nous  verrons  de  suite  (Fig.  3.)  que 
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bc       2ft* 

G'H'^rH'-rO'^^-^,    etc. 

Les  distacnces  demandees  sont  donc 

2a  ^         he       2^* 

'^'^  3i'  '^'"•2a""3«a' 

(XIV) 

ftc  hc       2c* 

14.  nstftnee  te  eentre  de  yraTH^  de  Texei^s  du  triaagle  eur. 
TÜigme  BOT  le  segment  bieonyexe,  ä  rhypottevse  du  triangrle  ree- 
taiifle«  Kepr^soDtons  cette  distance  par  y^,  La  sarface  S  de  notre 
difference  est  6gale  k  celle  du  triangle,  augment^e  de  la  surface  du 
grand  demi-cercle  et  diminu^  de  la  sarface  des  deax  petits  demi- 
cerdes,  c'est-ä-dire  que 

Prenous  Ics  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  k  Thypot^- 
nnse  BC, 

BemarquoDs  que  le  centre  de  gravite  de  \na^  est  situ6  att-des- 
soDs  de  J?C,  tandisque  les  points  g^  G  et  G*  sont  plac^s  an-dessns 
de  cette  hypot^nuse ;  par  cons^qaent  a^  devra  etre  pris  avec  le  signe 
— ,  et  /?!,  f  1,  \  avec  le  signe  +• 

Nons  obtenons  par  cons^qnent  r^qnation 

oa 

Mettons  ä  la  place  de  dj,  Oi,  /?i  et  y^  lenrs  valeors  respectires 
(XIY);  il  neos  yient  r6galit6 

4^M       2fl»      ffft^c      2^^      «5c»      2c^ 
^'^^"'    3a  3         2a  +  3a        2a  "♦"  3a' 


qne  Ton  pent  öcrire 


4Äcy,  =  1  (2*V-a*+M+(^)-  S'(i*+c«). 


2 
Le  factenr  de  «-  est  nul  en  vertu  de  r6galit6  **+c*  =  a^.    H  reste 

donc  r^quation 
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nbe 


Tthc 


qni  donne 

(XV)  yi ina, 

Ainsi  le  centre  de  gravit^  de  la  diff^rence  entrele 
triangle  curviligne  et  le  segment  biconTexe  est  k  la 
meme  distance  de  rhyot^nuse  qne  celni  de  la  somme 
des  lunnles,  mais  il  est  plac6  an-dessous  de  rhypot6nn8e, 
tandis  qne  le  premier  est  sitn^  an-dessus  de  ce  cAt^. 

15.  IHstanees  des  eentres  de  graylt^  des  trois  demi-eereles  li- 
f^rienrs  et  du  triangle  rectangle  ä  la  perpendienlaire  men^  4i 
sommet  de  Tangle  droit  snr  Thypot^nse.  D^signons  ces  distances 
par  «,',  ft',  y,'  et  */. 


11  est  Evident  qne  (n<>  9) 

«,'  =  «',       V-«'. 

D'aiUenrs  nons  avons  (Fig.  3.) 

|5/  «  IE  «  EF—EI  -  \CD—. 

eGcobB, 

DU 

P»        2a      Sita 

On  a  donc,  poar  les  distances  cherchäes, 

(XVI)                   { 

f  *»   ~     3a     •       y^   -2a' 

2be 
Zna' 

2be 
Sna 

16.  Bistanee  du  eentre  de  grafit^  de  Texe^s  du  triangle  eir- 
Tiligne  snr  le  segment  bleouTexe  h  la  hantenr  du  triaiigle  rec- 
tangle«   Nons  avons 

Prenons  les  moments  de  ces  snrfaces  par  rapport  k  la  hanteor 
AD.  Si  nons  d^signons  par  x^^  la  distance  dn  centre  de  gravit^  de 
S  ä  AD^  nons  anrons  T^qnation 

on 

Bemplagons  les  distances  8^'^  a^\  ß^^  et  y^'  par  lenr  Taleon 
(XVI);  ü  nons  vient  F^galitö 
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*  oa  2a 

qiii  patit  s'^ciire 

2  fs 

Le  maltiplicateur  de   g~    est  4gal    ä   3Ä<j(fi''— €?*),     et   c^lui   do   „-. 

ponvant  s'6criro   «*(** — c*)  — (^f*+c*)(fi* — ü^),   est  6gal  ^  ecroj   par 
ituto  Botre  egalite  se  r^duit  ä 

et  donne 

Noos  voyons  amsi  qne 

Le  centrc  de  gravit^  de  la  differonce  entre  le  tri- 
aagle  cnrvaligne  et  le  scgment  biconvexe  eit  le  poiQt 
sjmetriqne,  par  rapport  ä  rhjpot^Quse^  du  centre  do 
gravitS  de  la  somme  dea  den^  Iniiules. 

Ces  deax  centres  de  gravite  sout  aitues  iur  laper- 
pcQdicalaire  elov6e  par  le  milieu  do  rhypotenuao,  de 
pari  et  d'antre  de  cette  hypot^nuse,  h  une  distance 
egale  aa  hniti^mo  de  la  circonf^rence,  qui  acette  mdme 
hypotdniise  ponr  diametre. 
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XUI. 


Determination  alg^brique  tres  simple  du  centre 

de  gravite  du  trapeze,  et  du  centre  de  gravit^ 

du  tronc  de  pyramide  ä  base  quelconque. 


Par 

Georges  Dostor. 


1.  Centre  de  grr»TiM  dn  trap^se.  Soient  A  oX  a  les  centreg 
de  gravitä  ou  les  milieux  des  deux  bases  ^  et  &  du  trapeze;  la  droite 
Aa  passera  par  le  sommet  S  (Fig.  4.)  des  deux  triangles,  dont  le 
trapeze  est  la  difference. 

Si  nou8  prenons 

AG  —  \8A,      ag  «  ^8a^ 

les  points  G  ei  g  seront  les  centres  de  gravit6  de  nos  deux  triangles. 

Posons  SA  =  Aj  iSff  «  a,  et  soit  O  le  centre  de  grayit6  da 
trapeze. 

Faisons,  ponr  simplifier  OA  =*  «,  Oa^y\  et  disignons  par  S 
et  9  les  snrfaces  des  deax  triangles,  de  sorte  que  S—b  sera  celle  de 
notre  trapdze. 


ou 
(1) 


Nons  devons 

avoir 

Og 
8 

OG 

s 

Og 

Og 
5^" 

oo^ 

Og 
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attendn  qne  Im  surfacoB  dos  dem  trianglea,  qui  eont  aembJabl&a,  soDt 
proportionnelles  ami  carr^s  des  diatancea  SA  et  Sa. 

Mais  on  peat  Toir  facilement  que 

Og  =  Oa  +ag     -  u    +i«  *-  +(%+ö), 
OG  =  AG—OA^iA—«^    ^  UA  —  3«), 

Substitaant  cea  valeurs  dana   (1)  et  tnultipliaut  par  a^  il  noui  Tient 
%+''       ^-3ig       2U— a) 


qai  doiLiieDt 
cm  bien 


On  60  tire 


A^  a^  A^^a^  ^  A+a' 


00^  paisqne  leB  baies  ^  et  ^  sont  proportionnelles  aui  diBtancea 
j1  -=  SA^  a  =  jSa, 

C*est  rcxpression  eounue. 

2.  Centre  de  gi^Tlt&  du  tronc  de  pjramlde.  Soieat  (Fig.  5.) 
4  et  a  les  centres  de  gravit4  des  deox  baees  du  tronc  de  pyramide; 
h  droite  Aa  pasaera  par  Ic  sDmmet  comman  j3  des  deux  pyramides, 
doBt  le  trone  est  la  diffdrence. 

5i  noua  prenoDs 

AG  =  iSA,    ag  —  {Sa, 

le&  Points  G  et  g  Sf^ront  les  centres  de  gravite  de  dos  dem  pyra- 
mides,  dont  nous  pouvons  repr^senter  les  volumes  par  F  et  u,  lea- 
qielB  sont  propartionuels  bmx  eabes  des  diatances  SA  et  Sa. 

Foaons  SA  —  Aj  Sa  =  a\  et  seit  O  le  'centre  de  gravite  du 
trouc  de  pjramide. 

Faisans,  pour  plus  de  flimplidt^^  OA  >«  se»  0&  ^^  ^, 
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Nous  devoDS  avoir 


Og 
V 

OG 

V 

Gg 
=  V-v' 

Og 
A»~ 

OG 

Gg 
A*-a^ 

oa 
(2) 

Mais  il  est  ais^  de  Yoir  que 

Og  =  Oa  -^-ag  «  y  4-Jii  =  \(Ay+a), 
OG^AG-^OA^^A—x  =iM  — 4c), 
Gg=SG—Sg    =  f^  — Ja  =  f(^  — a). 

Mettant  ces  valeurs  dans  (2)  et  multipliant  par  4,  on  obtieDt  les 
^quations 

4y+a       Ä—^x  _  3U— g) 3_ 

^8     ^      a»      "~  il»— a»   ^  A*+Aa+a* 

On  en  tire  de  snite 

3A^  3^a»  — ^«a— ^a«— a» 


4a; : 


A*+Aa+a^  A^+Aa+a* 

'A^+Aa+a^^  A^  +  Aa+a* 


Les  nnm^rateurs  de  ces  fractions  sont  divisibles  par  A — a;  mettant 
ce  factenr  en  6vidence,  on  tronve  que 

--iA4Äa+a*^^'+'^+^'^- 
On  en  tire,  en  divisant  membre  ä  membre, 

X       A^+2Aa-\'3a^ 
i^  a^+2Aa+SA*' 

Les  distances  .1  et  a  sont  proportionnelles  anx  racines  carres 
des  denx  bases,  que  nous  pouvons  repr^senter  par  B*  et  bK  Nous 
avons  donc 

x_B^+2Bb+3b^ 

2.    Centre  de  graTit^  du  trone  de  e6ne  ft  bases  clreulairM. 

Le  tronc  de  cdne  peut  Stre  assimil6  k  nn  tronc  de  pyramide.    Re- 
pr^sentons  par  iZ  et  r  les  rayons  des  deux  bases,  par  H  la  haatenr 
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da  tronc,  et  par  x,  y  les  distances  de  son  centre  de  gravit^  anx  plans 
des  denx  bases. 

Pnisque,  dans  ce  cas 

B^^nR\    &»«»r^     Bb  ^  nRr,    x+y^H, 

noQS  avoBB 

x_R^+2Rr+3r' 

X       (Jg+r)»+2r« 


ou 


NoQs  en  tirons 

g p g+y 

(Ä+r)«+2r«  "^  (i2+r)«+2Ä*  '^  2(Ä4-r)»+2(Ä»-f  r») 

H 

■"  4(Ä«+Är+r»)* 

Si  noüs  üaisons  remarqner  que 

R^+Rr+r^  —  (jR+r)«— Ar, 
Bons  tronverons,  ponr  les  valenr  de  a;  et  y 


(HI) 


„-1/X    (iZ+0'  +  21Z» 
y""*^"(i2  +  r)«  — Ar  • 
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XIV. 
Miscellen. 


1. 

Zur  orthoironalen  Axonometrie. 

1.  In  der  orthogonalen  Axonometrie  werden  drei  aufeinander 
senkrechte,  durch  einen  Pankt  O  gehende  Axen  OX^  OFund  OZ 
vorausgesetzt,  welche  das  räumliche  Axensjstem  heissen  und  drei 
Coordinatenehenen  OXY^  OXZ  und  OYZ  bestimmen.  Projicirt  man 
das  räumliche  Axensystcm  auf  eine  Ebene  (Bildebene),  welche  gegen 
die  3  Coordinatenehenen  beliebig  geneigt  ist,  so  muss,  da  jede  Raum- 
axe  auf  der  Ebene  der  beiden  anderen  senkrecht  steht,  die  Projection 
einer  jeden  Axe  auf  der  Spur  der  Ebeno  der  beiden  anderen  Axen 
senkrecht  stehen. 

Schneiden  die  3  Coordinatenehenen  die  Bildebene  nach  dem  Drei- 
ecke XYZy  welches  gewöhnlich  das  Spurendreieck  genannt  wird, 
so  muss  also  in  Fig.  1. 

Xx  senkrecht  auf  YZ^  Yy  senkrecht  auf  ZX  und  Zz  senkrecht  auf  XY 

sein,  d.  h.  die  drei  Höhen  des  axonometrischen  Sparen- 
dreiecks  sind  die  orthogonalen  Bilder  der  Axen  des 
räumlichen  Axens^stemes. 

2.  Setzt  man  voraus,  dass  der  Ursprung  O  des  räumlichen 
Axensystemes  vor  der  Bildebene,  welche  durch  das  {^XYZ  repräsen- 
tirt  ist,  liege,  und  denkt  sich  das  Raumdreieck  YOZ  um  YZ  in  die 
Bildebene  umgelegt,  so  erhält  man  ein  rechtwinkeliges  ^  YOZ^  dessen 
Scheitel  O  des  rechten  Winkels  YOZ  in  die  Dreieckshöhe  xX  zu 
liegen  komme;  woraus  folgt,  dass  bei  der  angenommenen  Lage  der 
BUdebene  Wkl.  Jr<  Ä  ist. 
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In  gleicher  Weise  .findet  mau,  dass 

Wkl.   Y<:,Ji  und  WkL  ^</? 

ist,  d.  h.  ist  die  axonometrische  Bildebene  geneigt  zu 
den  3  Coordinatonebenen,  dann  ist  ihr  Spurendreieck 
XYZ  immer  spitzwinkelig. 

3.  Verbindet  man  die  Fusspurikte  o-,  y  nnd  ^  der  3  Höhen  im 
Spurendreiecke  XYZ^  so  erhält  mau  ein  A^//^?  >n  welchem  bekauut- 
lich  äJT,  yY  und  zZ  die  Winkel halbirendon  sind,  Ihr  Schnittpmjikt 
cy  ist  die  orthogonale  Projectiou  des  Coordinatenursprunges  O  und 
zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  £\iti/z  eingeschriebenen  Kreises. 

Nun  ist  XyO'z  ein  Sehnenviereck,  und  man  hat  naeh  deni  Fto* 
lomäischen  Satze  : 

X0\  yz^  Xy.  zO'-{-Xß  .  yO' 
uod  durch  XO'    dividirt: 

yz    __   Xy^    ^O'   j_  _J&     yO* 
XO' '^  XO' '  XO' ^  xo'  xo'     ^^ 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  betreffenden  Dreiecke  hat  man: 

Xy         X^       ?2l  — ?Z        J^  —  *^        yÖ'         trZ 
XO'  ^  XZ'     XO'  "  XY^     XÖ'  "  XY'     XO'  ^  X^ 

Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichung  1)  erhält  man: 

jyz Xx^    «T        ^     ^       xX,  YZ 

XO'  ~^  XZ'  XY~^  Xr'  XZ  ^  XY.XZ 

und  nach  leichter  Umformung,  wenn  man  mit  F  die  Fläche  des 
Spurendreiecks  bezeichnet: 


XO''^      XY.YZ.ZX  xX 
In  gleicher  Weise  findet  man: 


und 
folglich 


oder 

T«il  LXY.  14 


ZO'  ~'*-XY.  YZ.ZX 

zZ 

YO'  ~^XY.  YZ.ZX 

1 

XO'    ZO' 
yz:xy:xz=  ^j^  =   ^^   = 

YO' 
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XÖ'^         ZO'*          YO'^  _^ 

y«:xy:a:««^— yj^:^-^-^:-^-^, 2) 

Denkt  inaD  sich  z.  B.  durch  O'Z  den  Ereuzriss  gelegt,  und  denselben 
sammt  dem  dreieckigen  Schnitte  in  die  Bildebene  nach  ZOz  umgelQgt, 

zo' 

dann  ist  bekanntlich   ^^  das  Verkürzungsverhältniss  für  die 
Z  Axe,  und  eß  ist  im  ^ZOz 


zZ 

.ZO' 

^zo' 

In  gleicher 

Weise  findet 

man 

und 

srX, 
vT. 

-  YO*. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formel  2),  so  erhält  man: 

/X0'\^   (Y0'\^   (Z0*\^ 

d.  h.  die  Seiten  des  Höhen-Fusspunktendreiecks  xtf»  im 
axouomctrischen  Spurendroiecke  XYZ  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  der  Verkürzungen  der  drei  axono- 
metrischen  Axen.    (Schlömilch'scher  Satz). 

Sind  also  die  Verkürzungsverhältnisse  (etwa  durch  Masszahlen) 
gegeben,  so  ist  es  leicht  das  C^xyz  zu  constroiren,  und  die  Axea- 
projectionen  xX,  j^Fund  zZ^  sowie  das  Spurendreieck  XYZ  zu  er- 
mitteln. 

4.    Die  obigen  Gleichungen: 

XÖ^  «  xX.  X0\     yÖ*  =  yF.  Y0\    ZÖ*  -=  zZ ,  ZO' 

lassen  sich  in  nachstehender  Weise  umformen: 

XÖ'^        XO' 


(xoy 
\xo)  ' 


XQ'.xX        xX' 


72 


'  YO'Y  YO'^  YO' 

,Y0)   ^  YO'.yY^jY 

und  ^ 

ZO*  ZO' 


(zoy 
\zo)  ^ 


Z0\  zZ         zZ 


Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Yerkttrzungsverh&ltnisse, 
so  erhält  man: 
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oder  umgeformt: 

"»"        yr      "*"■     «Z        '^'^~Ujf+3^'  +  izJ* 


und  wenn  man  die  Seiten  des  Spnrendreiecks  JTFZ  einführt,  ergibt 
sich: 

'^  "*       [xX'  YZ'^  pY~  '  AZ+  zZ  'XYj 

and  da  die  Nenner  untereinander  gleich  sind  und  jeder  den  doppelten 
Inhalt  des  /\XYZ  aasmacht,  so  erhält  man: 

O'x.  YZ+  O'y . XZ+  0'z,XY 
""  ^  2XYZ 

und  da  der  Zähler  wieder  den  doppelten  Inhalt  von  XYZ  ausmacht, 
so  erhält  man: 

o     sixrz 
'*""22rrz     ^' 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Yerkürzungsverhält- 
nisse  der  axonometrischen  Axen  ist  immer  gleich  2. 

5.    Das  letzte  Resultat  lässt  sich  noch  einfacher  in  nachstehen- 
der Weise  finden.    Zieht  man  durch  X,    Z'Y'  \\  YZ, 

„    y,   x'z'wxz, 

und      „     Z,    X'Y'WYX, 
80  erhält  man  ein   ^X'X'Z\   dessen  Flächeninhalt  =4^FZ  ist. 
Nun  ist 

XO*       XO'    XY'        CsZ'O'Y* 

xX^  xO^  YZ    ^  2.^X0Y 

und  folglich  die  Summe  der  Quadrate  der  Yerkürzungsverhältnisse 
der  axonometrischen  Axen 

A^'0'Y'+^X'0'Z'+^  Y'O'X'       Cs^X^Y'Z' 

"*  2.AJs:yz  ~  "'2.A-X'FZ 

^. CS  XYZ 


2  IS  XYZ 


«.2. 


6.  Indem  wir  mit  diesen  Beweisen  schliessen,  behalten  wir  uns 
Yor,  auf  diesen  Gegenstand  gelegentlich  nochmals  zurück  zukommen, 
und  die  Anisometrie,  Dimetrie  und  Isometrie  näher  in's  Auge  zu 
fassen.  J.  Streissler  in  Graz. 


U» 
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2. 
Naehtrasr  zu  der  Drelecksaufgrabe  T.  LXin.  p.  300. 

Nachdem  es  vielleicht  von  einigem  Interesse  sein  dürfte  die 
Grenzwerte  mehrerer  Grössen,  deren  algebraische  Bestimmung  in  der 
diesem  Nachtrage  zu  Grunde  liegenden  Arbeit  im  allgemeinen  aus- 
geführt wurde,  kennen  zu  lernen,  so  möge  den  folgenden  Betrach- 
tungen Raum  gegönnt  sein. 


Unter  welchen  Bedingungen  hat  der  im  Mitteldreiecke  von  den 
Seiten  m,  ?i,  p  der  Seite  m  gegenüberliegende  Winkel  q>  seinen  klein- 
sten Wert,  ((p  ist,  nach  pag.  305.,  Gl.  10  stets  grösser  als  90®)  und 
welches  Erzeugungsdreieck  (von  den  Seiten  x,  ^,  z)  ist  durch  den 
Minimal  wert  von  (p  charakterisirt? 

Auf  pag.  305.  sagt  Gl.  10: 

femer  ist 

m»  =  n«+ii«  +  2n|>C0S(180<>— y) (2) 

Die  Comparation  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt: 

cos(1800-9))  ^  ^yn«+2i)«. 
d.  h.  der  kleinste  mögliche  Wert  von  cos(180®  — ?))  beträgt: 


1 


cos 


(180«-<r)  =  2^y»*+2^*  =  )/^(2^+l).   .   .  (3) 

welcher  Wert  offenbar  dem  grössten  Supplementwinkel  von  tp  und 
daher  dem  kleinsten  <p  entspricht.  Die  Restitution  von  (3)  in  (2)  er- 
giebt, dass  jene  Mitteldreiecke  die  kleinsten  tp  besitzen,  welche  zu 
rechtwinkeligen  Erzeugungsdreiecken  gehören;  man  erhält  nämlich 
dann  die  Beziehung: 

welche  identisch  ist  mit  der  Form,  die  Gl.  9,  pag.  306.  für  t=  0, 
also  für  ein  rechtwinkeliges  Erzeugungsdroieck,  annimmt.  Welches 
unter  allen  den  möglichen  rechtwinkeligen  Erzeugungsdreiecken  das 
kleinste  (p  besitzt,  ergiebt  sich  aus  der  Ueberleguug,  dass  cQs{lS(fi—-q>) 
am  kleinsten  ist,  wenn  u  »  0,  also 
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CO8(1800~9)  ==  y^ 

ist,  d.  h.  wenn 

9  =•  135«, 

womit  zugleich  der  erste  Teil  nnserer  Frage  erledigt  ist. 

Unser  gesuchtes  Urdreieck,  welches  das  Mitteldreieck  mit  dem 
kleinsten  stumpfen  Winkel  erzeugt,  ist  also  folgenden  Bedingungen 
unterworfen : 

«  —  0    und    «  «-  0, 

welche  mit  der  pag.  306.  aufgestellten  Gleichung 

zusammengehalten,  zur  weiteren  Bedingung  «  »  0  fahren. 

Da  also  der  Radius  s  des  dem  gesuchten  Urdreiecke  eingeschrie- 
benen Kreises  Null  ist,  so  ist  es  jenes  rechtwinkelige  Dreieck,  in  dem 
eine  Kathete  mit  der  Hypotenuse  zusammenfällt,  dessen  andere  Ka- 
thete also  Null  ist.  Das  Mitteldreieck,  in  welchem  9)  »  135^  ist, 
wird  gleichfalls  durch  eine  Oerade  repräseutirt,  indem  ja  n  »  0  ge- 
funden wurde. 

2. 

Unter  welchen  Bedingungen  hat  das  Mitteldrcieck  seinen  relativ 
grössten  Flächeninhalt  und  welches  Urdreieck  wird  hierdurch  cha- 
rakterisirt? 

Wir  bilden  aus  (3) 

cos«(1800-9>)«-^-' 
woraus 

.  •  <  V- 

ain*m  -£— 


Sin'9)  —. 


4p« 

and 

folgt.     Da  xp  stets  grösser  als  135^  ist,  so  befindet  sich  das  relativ 
grösste  Mitteldreieck  unter  jenen,  für  welche  q>  möglichst  klein,  also 


sin9)«^y2i>«-«» (4) 

ist.    Die  Fläche  F  des  gesuchten  Mitteldreiecks  hat  die  Form: 

F^  ^Bmq> 
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oder  mit  Bücksicht  auf  (4): 

worin  noch  das  günstigste  Yerhältniss  zwischen  n  und  tp  zu  bestimmen 
ist.    Wir  bilden: 


'„j(yv-n«-^^,)-o, 


dF 

dn 
woraus 


folgt,  welcher  Wert,  wie  leicht  zu  ersehn  ist,  F  zu  einem  Maximoin 
macht.    Man  findet  femer  leicht: 

somit  ist  

minip  «  V2+y3:l:l 

das  Yerhältniss,  in  welchem  die  Seilea  m,  n,  p  des  Mitteldreiecks 
stehen  müssen,  damit  seine  Fläche  ihr  Maximum  besitzt  Die  Fläche 
selbst  ist  dann  repräsentirt  durch  die  coexistirenden  Formeln: 

F=j(2-y3)=;f  «^. 

Ferner  ist,  da  in  diesem  Falle 


übergeht  in 


cos(180-(p)-^y»«+V 
cos(180-g>)  «  -i-yi?+2i?  «  iV3 


2n 

180— 9»  =  30    resp. 
fp  =  150« 

der  stumpfe  Winkel  des  relativ  grössten  Mitteldreiecks. 

Schliesslich  haben  wir  uns  noch  über  die  relativen  Grössen  der 
Seiten  des  entsprechenden  Urdreiecks  klar  zu  werden.  Aus  dem  ge- 
sagten ist  zunächst  klar,  dass  es  ebenfalls  rechtwinkelig  ist.  Deshalb 
führt  uns  am  bequemsten  zum  Ziele  die  Combination  der  Gl.  n  =  p 
mit  den  in  Function  von  n  und  p  für  die  Seiten  x,  y,  z  eines  recbt- 
winkeligen  Dreiecks  auf  pag.  308.  aufgestellten  Formeln: 


z  =  nV2  +  "/2(n»+2p«) 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


MtseeUsn,  215 

Man  erhält: 

*  «  «V2(l4-y3)    resp. 
flß :  y  :  s  =  y  3  :  1  :  2 

als  das  Seitenverhältniss   im  Erzeugungsdreiecke   des  Mitteldreiecks 
vom  grössten  Flackeninhalte. 

Wien,  den  23.  März  1880.  N.  von  Lorenz. 


3. 

Annerkuig  zu  dem  AuÜntBe:  „Beitrag  zur  Elllpse^^ 
T.  LXm.  p.  443. 

Ich  erlaube  mir  auf  die  bekannte  Constmction  der  Aufgabe 
„Einem  gegebenen  Paraliellogramme  eine  Ellipse  berührend  einzu- 
schreiben'S  welche  Herr  Th.  Sinram  im  63.. Teile  des  Archivs  S.  443. 
analytisch  begründet  hat,  nochmals  zurückzukommen  und  zu  zeigen, 
data  dieselbe  Constmction  ans  der  projectivischen  Beziehung  zweier 
bestimmter  Strahlenbttschel  sich  ableiten  lässt.  Denn  es  bestimmt 
ein  Parallelstrahlenbttschel  Fig.  1.,  welches  durch  die  Richtung  der 
Diagonale  mm^  bestimmt  ist,  auf  den  Geraden  vm^  v^m^  zwei  per- 
speetivische  und  ähnliche  Punktreihen  (abcd  . . .) ,  Oib^c^d^  . . .),  welche 
aus  den  Endpunkten  «,  s^  des  Durchmessers  ss^  durch  zwei  projec- 
tivische  Strahlenbüschel  slabcd.,,)^  '^(a^b^c^el^  ...)  projicirt  werden. 
Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen  m  s^a^^  ab  s^b^^  sc 
«jCj,  sd  8^d^  . ..  der  Büschel  8{abcd  ...),  8^(a-fi^c^d^  ...)  bestimmen  also 
Punkte  a\  b\  e\  et  ...  eines  Kegelschnittes  E\ 

Wählt  man  die  entsprechenden  Punktepaare  aa|,  bb^^  ...  nur  in 
Strecken  rm,  v^mi^  so  erhält  man  bloss  Punkte  des  elliptischen  Bo- 
gens  v'a!b'm!  im  ersten  Quadranten.  Um  nachzuweisen,  dass  analoge 
Constructionen  in  den  folgenden  Quadranten  nicht  nur  auch  ellipti- 
sche B(^gen  liefern,  sondern  dass  alle  diese  derselben  Ellipse  E'  an- 
gehören, muss  man  von  einem  allgemeineren  Standpunkte  auch  die 
p«specti?ische  Beziehung  der  Reihen  {ahcd„.\  {a^byc^d^,.,)\  (abcd...)y 
(«iVA-);  (a*cd ...),  (aaVa^^  •••) ;  (oÄcd ...),  (a^V*^*  •••)  durch  jene 
Panülelstrahlenbflschel  vermitteln,  welche  durch  die  Richtungen  der 
Oeraden  mm^y  mm^j  mm^^  mm^  bestimmt  sind,  und  man  erhält  so 
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Denken  wir  uns  diese  Reihen  aus  den  Punkten  «,  s^  pMyiaMfi^  er- 
halten wir 

Nun  kann  man  beweisen,  dass  die  Strahlenbüschel  ^lia^bjCidi)^ 
'i(^^2^t^)  identisch  sind.  Wählt  man  in  der  Reihe  (abcd...)  drei 
bestimmte  Punkte  m,  «^qq  v^  und  einen  beliebigen  Punkt  a^  und  in 
der  Reihe  (a^g^^^  *••)  ^^i'^i  bestimmte  Punkte  m^  u^ao  ^s  und  einen 
beliebigen  Punkt  a^  so,  dass  mim^,  t^oo  t«ax  ^  ^1^2?  ^1^2  einander  ent- 
sprechende Punktepaare  sind,  so  hat  man 

(miMiooVlOl)  =  (»»2W200«'2Ö2)- 

Projicirt  man  diese  Reihen  aus  «1,  so  bekommt  man 

«l(whMjao«»iOi)  =  *i(»»2«200«'2«2)- 

In  den  so  erhaltenen  concentrischen  projectivischen  Büscheln  ist  aber 
s{m^  ^  *,m2,  «i««iQo  ^  *iW2oo  j  *i*^i  ^  H^2^  folglich  müssen  auch  die 
Strahlen  «^o,,  s^a^  identisch  sein.  Da  die  entsprechenden  Punkte 
aj  a^  beliebig  gewählt  worden  sind,  so  folgt,  dass  auch  die  übrigen 
entsprechenden  Strahlen  s^bi  sj^b^^  s^c^  «]C2,  s^di  s^d^  ...  zusammen- 
fallen, und  dass  auch  die  Büschel  Syl^a^b^cT^d^  ...),  8^{a^^^  ...) 
identisch  sein  müssen.  Aus  den  Relationen  s{abcd)  =  s^ia^b^cidi), 
8(abcd)  =  «^(ag&jCgrig)  und  aus  der  Identität  der  Büschel  Siiath^^i)^ 
«i(^^2^2^)  ergibt  sich,  dass  die  projectivischen  Strahlenbüschel 
8{abcd  . . .  )  ,  s^ict^b^c^d^  •  •  ) ;  s{abcd  . . .  ) ,  «jCagZ^gCg^g  . . .  )  dieselben 
Punkte  a'b*c*d'  ...  des  Kegelschnittes  E*  erzeugen  müssen.  In  der- 
selben Weise  kann  die  Identität  der  Büschel  8{a^^c^d^. ..),  9(04^404^4...) 
erwiesen  werden,  und  man  erkennt,  dass  auch  die  projectivischen 
Büschel  8i(abcd  ... ),  «{a^b^c^dQ  ...)  und  8^{abcd  . ..)  8(a4b^c^d^  ...)  die- 
selben Punkte  a",  b'\  c'\  d"  ...  eines  Kegelschnittes  E"  bestimmen. 
Beide  Curven  E'  und  jy"  sind  aber  durch  die  Punkte  v'^v'\  m\ 
m'\  und  durch  die  Tangenten  w'»i  ^  w^mj,  m"8  ^  m^mi  in  den 
Punkten  m',  m"  vollkommen  bestimmt,  und  müssen  daher  identisch 
sein.  Nun  erkennt  man  aus  der  Bestimmung  der  Punkte  a',  b\  e\ 
d'  ...  ^  a",  b'\  c'\  d^ ...  die  bekannte  Ellipsenconstruction.  Zugleich 
erhellt,  dass  bei  der  Construction  der  Ellipse  die  Strecken  w»,  p,»ii 
nicht  in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden  müssen,  sondern  dass  es  ge- 
nügt, die  einzelnen  Teilpunkte  aa^,  bb^y  ...  auf  den  Strecken  so  zu 
wählen,  dass  sie  auf  Geraden  oa^,   bb^  ...  liegen,  welche  parallel  zu 
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nrni  sind.    Analoge  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  die  Teilung  der 
Strecken  wm^  wm^]  irm,  wm^^  vmy  vm^. 

2.  Nun  wollen  wir  auch  zeigen,  wie  analoge  und  bekannte  Con- 
stmctionen  far  die  Hyperbel  und  Parabel  sich  ableiten  lassen. 

Es  seien  ««j,  w^  die  coi^jugirten  Durchmesser  der  Hyperbel. 
Die  Punktreihe  (Fig.  2.)  (abcd  ...  t*  ...  v)  des  Trägers  Wj  projiciren 
wir  mittels  Strahlen  a^a^  &*5,  c'c,  d^d  ,,.  u^u^  ..,  «%,  welche 
parallel  zu  der  Diagonale  A  sind,  auf  die  Gerade  m^,  und  die  so  er- 
haltene Punktreihe  {^h^b^c^d  ...  ^u  ...  ^v  ...)  projiciren  wir  mittels 
eines  durch  die  Diagonale  A^  bestimmten  Parallelstrahlenbtlschels 
auf  die  Gerade  V.  Die  neue  Punktreihe  nennen  wir  (a^bjc^di..Ui..v{), 
Da  die  Punktreihe  {abcd  ...  u  ...  v  ...)  perspectivisch  und  ähnlich 
ist  zur  Reihe  (^a^b^c^d  ...  't*  ...  ^t?),  und  auch  die  Reihen  Ca^b^c^d 
...  'f*  ...  '»),  (otb^c^di  ...  ttj  ...  Vi  ...)  perspectivisch  und  ähnlich 
sind,  so  mtlssen  die  Punktreihen  {abcd  . . .  u  . . . «?),  {a^b^c^d^ ...  u^ ...  v^ 
projectivisch  sein.  Wenn  wir  uns  die  Punktreihen  {ahcd  ...  u  . . .  t?), 
{dihiCxdi  ...  Ml  ...  Vj  ...)  aus  den  Punkten  «,  «j  projicirt  denken, 
so  bekommen  wir  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  s{abcd,..u...v...)y 
«i(öi^i<?i^i  ...«1  ...  »1  ...),  deren  zugeordnete  Strahlen  aa  «jaj,  ab  «j&i, 
sc  «jCj,  ad  «1^1  . . .  «t*  »jM,  ...  «V  »1^1  . . .  sich  in  den  Punkten  a',  b\ 
c',  rf'  ...  t*'  ...  v'  ...  eines  Kegelschnittes  H'  schneiden  müssen.  Aus 
der  Bestimmung  der  Punkte  m'qo,  «'oo  erkennt  man  sofort,  dass  der 
Kegelschnitt  H\  da  er  zwei  unendlich  ferne  Punkte  m'qq,  »'oo  hat, 
eine  Hyperbel  ist,  und  dass  -4,  A^  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind. 
In  ähnlicher  Weise^  könnte  auch  die  zweite  Construction ,  welche  in 
der  Figur  ersichtlich  gemacht  ist,  bewiesen  werden. 

Um  auch  noch  den  Fall  zu  behandeln,  wenn  eine  Parabel  durch 
den  Durchmesser  va^^  Fig.  3.  und  durch  die  zum  Durchmesser  con- 
jugirte  Sehne  ain^  bestimmt  ist,  und  construirt  werden  soll,  so  pro- 
jiciren wir,  wenn  durch  die  Diagonale  mm^  die  Richtung  eines  pro- 
jicirenden  Parallelstrahlcnbüschels  bestimmt  ist,  die  Punkreihe  {ahcd...) 
auf  die  Tangente  T  des  Punktes  v.  Man  erhält  wieder  zwei  per- 
spectiyische  und  ähnliche  Punktreihen  {abcd...),  {a^b^c^d^  . , .),  welche 
ans  den  Punkten  «,  a^ro  (unendlich  ferner  Punkt  des  Durchmessers) 
durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  »{abcd  ..,),  a^{aibj^c^d^  ...) 
projicirt  werden.  Durch  den  gegenseitigen  Durchschnitt  der  ent- 
sprechenden Strahlen  «a,  «jOj,  ab,  a^b^,  ac  a^c^  ...  sind  die  Punkte  a', 
h\  c',  d'  ...  der  Parabel  P'  besimmt.  Da  der  Schnittpunkt  «'  der 
entsprechenden  Strahlen  ae  a^^e^  mit  dem  Punkte  a  zusammenfällt. 
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80  miiss  M  ^  se'  die  Tangente  der  Parabel  im  Pankte  s  sein.  Weil 
aber  vm  ^  e^s  ^  ev  ist,  so  ergibt  sich  die  bekannte  and  einfache 
Constrnction  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Parabelpnnkte  «,  wenn 
man  die  Strecke  ev^  vm  macht  und  den  so  erhaltenen  Punkt  e  mit 
9  verbindet. 

Die  Figur  zeigt  noch  eine  andere  Parabelconstmction,  welche 
aus  der  projectivitchen  Beziehung  der  Büschel  a{abod,.,\  v{}a^h^c^d^) 
sich  ergibt 

Teltsch  am  1.  October  1879.  W.  Jeribek. 


4. 
Heber  den  Sehwerpwikt  des  Tlereeks. 

Bezeichnen  a,  h  und  e  die  Abstände  der  Ecken  eines  Dreiecks 
von  einer  Ebene,  so  ist  der  Abstand  z  des  Schwerpunkts  jenes  Drei- 
ecks von  dieser  Ebene  bekanntlich  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 

a+bA-c 
der  drei  Eckabstände.    Es  ist  demnach  »  =«  — ^~     •  (Möbius^Lehr- 

buch  der  Statik,  pag.  209). 

Offenbar  liegt  für  die  bestimmenden  Punkte  eines  ebenen  Vier- 
ecks ABCD  (Fig.  1.)  und  den  Schwerpunkt  S  desselben  eine  ent- 
sprechende Beziehung  vor.  Diese  zu  ermitteln  wird  als  fünfter  Be- 
stimmungspunkt neben  den  Eckpunkten  der  Durchschnittspunkt  O  der 
Diagonalen  AB  und  BD  des  Vierecks  gewählt.  Die  Abstände  der 
Ecken  von  einer  willkürlich  angenommenen  Ebene  seien  beziehlich 
a,  5,  c  und  d  und  der  Abstand  des  Durchschnittspunkts  der  Diago- 
nalen sei  o.  Um  den  Schwerpunkt  S  des  Vierecks  zu  bestimmen, 
werden  die  Ecken  A  und  C  mit  der  Mitte  M  der  Diagonale  BD  ver- 
bunden. Die  Mittellinien  AM  und  CM  sind  Schwerlinien  der  Drei- 
ecke ABD  und  BCD  und  der  Schwerpunkt  S  des  Vierecks  liegt  auf 
der  Schwcrlinie  PQ,  welche  die  Schwerpunkte  P  und  Q  der  Dreiecke 
verbindet.  Alsdann  ist  PQ  parall.  AC  und  ausserdem  PQ  =  \AC 
und  es  liegt  die  Beziehung  vor 

^=^             .                         .     (1) 
PQ       AC ^^ 

Das  Oleichgewicht  dagegen  bedingt  die  Proportion: 

P^       ^BCD 
QS^  C^BAD' 
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^BCD  ^  OC 

FS      qc 

QS^  OA" 


^  _0€ 

FQ  ~  AC  ' 


m 


nnd  ans  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 

F8^QN (3) 

iC&Q  erhält  demnach  den  Scliwerpankt  *S,  indem  man  auf  der  Strecke 
QP  den  durch  die  DiagonnJe  BD  gelieferten  Abecbnitt  FN  von  Q 
ans  abträgt^).    Es  ist  alsdann: 

OC 


i'S=öiV=-g-. 

Nau  ist 

Z.PQ~p.QS+qPS, 

AC         AC  ,      OC 
'T^'  3   +«3    ■ 

und,  indem  man 

prwägt,  ilass 

P-         3        ■ 

folgt  hierans: 

4  +  e-f-rf 

OC 

3z^a^h+d^ic^a)^^ ^    .    ^    (4) 

Für  die  Diagonale  AC  nnd  deu  Diagonaieudurchschnittspunkt  O 
liegt  die  Glekhnng  vor: 

o.AC  =  a.OC-\-€.AO^ 

aas  der  sich  ergiebt; 

OC 

a  =  e+(ö— o)-^, (5) 

Bttrch  Addition  Yon  (4)  nnd  (5)  folgt  alsdann: 

Zz  +  o  =  n  +  6  +  t!  +  d 
^Qmxs  die  bemerkenswerte  Beziehung: 


*)  Wie  bereits  in  T,  LXIV,  p,  439,  bemerkt  (Ikd*J 
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hervorgeht. 

Ist  das  VieredE  ein  Parallelogramm,  so  ist 

und  daher  auch 


«=^-r — <«) 


4 


,_t+±±E±^ ^^^ 

4 

Steht  die  Ebene  des  Vierecks  ABCD  normal  auf  der  Beatimmangs- 
ebene,  und  liegt  die  Seite  CD  in  der  letzteren,  so  sind  die  Abmes- 
sungen c  und  d  gleich  Null ,  und  folgt  demnach 

.-^±t=^ (8) 


als  Bestimmuugsgleichung  für  den  Schwerpunkt  eines  Vierecks  in  der 
Ebene  desselben. 

Wird  demnächst  die  Vierecksseite  BC ^  O  angenommen,  geht 
also  das  Viereck  ABCD  in  das  Dreieck  BAD  über,  so  wird  gleich- 
zeitig mit  h  auch  o  gleich  Null  und  folgt  für  das  Dreieck  die  be- 
kannte Gleichung 

'-1 <9) 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dieselben  Relationen  stattfinden,  wenn 
an  Stelle  der  normalen  Abmessungen  a,  6,  <;,  d  und  O  beliebige 
parallele  Strecken  a\  h\  c\  d'  und  o'  angenommen  werden. 

Das  aufgestellte  Gesetz  dürfte  an  und  für  sich  von  Interesse  sein. 
Dasselbe  giebt  ausserdem  Veranlassung,  einen  Irrtum  zu  berichtigen, 
der  in  La  Fremoire's  wertvollen  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen —  herausgegeben  von  Dr.  Reuschle,  Stuttgart  1858,  —  pag.  51. 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  begangen  wird,  indem 
derselbe  in  den  Durchschnittspunkt  der  geraden  Verbindungslinien 
der  Mitten  gegenüberstehenden  Seiten  verlegt  wird.  Das  Irrtümliche 
dieser  Angabe  tritt  hervor,  indem  man  die  Mitten  zusammenstossen- 
den  Seiten  geradlinig  verbindet,  und  dadurch  ein  Parallelogramm  her- 
stellt, in  dem  jene  Strecken  Diagonalen  sind.  Es  folgt  dann,  wenn 
die  die  Normalen  von  den  Punkten  A^  B^  C,  D  und  S  auf  eine  Ebene 
wie  vor  bezeichnet  werden: 
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a+d      b  +  e 
2+2 
. 2 

_  a+b  +  c+d 
""  4 

was  nur  zutrifft,  wenn  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm  ist. 

Brieg,  November  1879.  E.  Noeggorath. 


5. 
Sehwerpnnkt  des  Ylereeks. 


Die  Vierecksdiagonalen  AC  and  BD  schneiden  sich  in  E.  Man 
trage  die  Strecke  CE  von  A  nach  C  hin  nach  AF.  Dann  hat  das 
Dreieck  BDF  denselben  Schwerpunkt  wie  das  Viereck  ABCD.  Der 
Grund  ist  leicht  zu  sehen,  und  der  Schwerpunkt  des  Vierecks  hier- 
nach leicht  zu  construiren. 


Mfllhausen  im  Elsass. 


Dr.  P.  Jolmen,  Oberlehrer. 


Thtor^me  de  G^m^trie  plane. 

Lemme.  La  position  qu'  an  point  mobile  partant  d'un  point 
fixe  atteint  en  parcourant  deux  lignes  bris^es  dont  les  616ments  cor- 
respondent  en  longueur  et  en  direction,  mais  different  cn  ordre,  est 
ind^pendante  de  cet  ordre. 

En  effet  on  pourra  toi^jours  intervertir  Tordre  de  deux  616ment8 
cons6catifs  en  consid6rant  le  parall61ogramme  construit  sur  ces  deux 
^l^ments-,  par  cons6quent  on  peut  intervertir  l'ordre  d'une  mani^re 
arbitraire  parce  que  tont  changement  d'ordre  peut  etre  decompose  en 
changements  ^limentaires  de  deux  ^l^ments  consdcutifs. 

Corollaire.  Une  ligne  bris6e  dont  les  616ments  cons6cutifs 
conrespondent  altemativement  en  longueur  et  en  direction  avec  les 
c6t6s  de  deux  polygones  quelconques,  se  fermera.  J'appelle  direction 
d'un  c6t6  la  direction  dans  laquelle  un  point  mobile  parcourt  ce  cöt6 
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en  parconrant  dans  un  sens  arbitrairo  le  contonr  du  polygone  cor- 
respondant. 

En  effet  on  ponrra  rcmplacer  cctte  ligne  briste  par  une  autre 
dont  les  616ments  successifs  sont  d'abord  cmpniiit6s  au  premier  et 
ensuite  au  second  polygone.  La  premi^re  partie  fera  donc  revenir  le 
point  mobile  au  point  de  d^part  et  la  seconde  6galement. 

Th^or^me.  Soient  c^a^  ...  o«  les  c6t6s  successifs  d'un  poly- 
gone quelconqne  et  p^p^  ...  pn  les  lignes  qni  joigncnt  un  point  M 
de  son  plan  aux  sommets  successifs  d'un  second  polygone,  soumis  ä 
la  seule  condition  d'avoir  le  mSme  nombre  de  cöt^s  que  le  premier, 
on  aura  toigours,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M: 

aiPi8in(a,pi)+o«P2sin(ajPj)+  ...  anpnün(anpn)  =  conaCttite 

pourv-.  qu*  on   compto  les  angles   (aipj,   («sP«)  ■..  (onfn)   entre  o, 
et  pi,  a^  et  p^  ,,.  an  et  pn  de  la  mani^ro  suivaute: 

Soient  les  directions  de  p^p^  ...  pn  toutes  dirig^es  des  sommets 
correspondauts  vers  le  point  M  et  soient  les  directions  des  c6t^s 
o^o,  ...  On  d^finies  comme  ci-dessus,  les  angles  (aip^\  (^Pt) ...  (onfn) 
sont  les  angles  que  d^criront  les  cöt6s  a^a^  ...  on  en  les  tournaut 
tous  dans  le  memo  sens  jusqu'  ä  ce  qu'  ils  coincident  avec  les  di- 
rections de  piPi  ...  pH- 

Demonstration.  Soient  b^b^  ...  bn  les  cotes  successifs  du 
second  polygone  de  teile  mani^re  que  les  points  d'intersection  de  h^ 
et  6],  &|  et  &2  6tc.  correspondent  avec  les  points  de  depart  de  PiPt-Pny 
on  pourra  construire  une  ligne  briste  dont  les  616ments  successifs 
sont  de  meme  longueur  et  de  memo  direction  que  ceux  de  a^b^a^f..' 
aJ>^,  Getto  ligne  briste  sc  ferraera;  nous  aurons  donc  un  nonvean 
polygone. 

Construisons  sur  les  cot^s  ^j^^  ••  ^h  de  cc  uouvcau  polygone 
des  triangles  dont  les  deux  autres  cötes  sont  Egales  et  paralleles  aux 
lignes pi  et  p^,  p^  et  p^  ...  pn  et  pi  respcctivement  et  joignons  en- 
core  les  sommets  successifs  de  ces  derniers  triangles:  ii  est  evident 
que  le  nouveau  polygone  sera  divis6  par  cette  constmction  en  diff^* 
rentes  parties  et  qu'  on  obtiendra  la  surface  de  co  polygone  en  ad- 
ditionnant. 

a)  ün  polygone  congru  avec  le  premier  polygone 

b)  la  somme  des  triangles  composant  le  second  polygone 


Digitized  by  VjOOQiC 
i 

) 


MiieetUm.  223 

c)  la  Bornme  des  parall^logrammes  a]|'i8in(a^pi),  a,PsSin(asPs)... 

OnPnSinianPn)^ 

£n  changeant  la  position  da  point  üf ,  les  denx  premi^res  par- 
tio8  de  cette  somme  ue  changeront  pas  de  valeur,  par  consequent  la 
troisi^me  partie,  savoir  la  somme  des  parall^logrammes  sera  con- 
stante. 

Gas  particuliers.  Supposons  que  quelques-tins  des  sommets 
cons^cutifs  du  second  polygone  co'incident:  le  second  polygone  se 
trouvera  chang^  de  cette  manidre  en  an  aatre  polygone  ayant  moins 
de  cot^s,  oa  mSme  en  ane  ligne  droite.  II  est  Evident  qne  la  for- 
mule  g6n6rale  se  modifiera  d'une  maui^re  correspondante  avec  celle 
an  moyen  de  laqaelle  ce  second  polygone  oa  cette  ligne  sera  form6 

Comme  application  prenons  deax  qaadrangles  et  sapposons  qne 
le  second  se  tronve  chang6  en  un  ligne  droite  en  faisant  colncider 
les  denx  extr^mit^s  de  chacan  des  denx  cöt^s  b^  et  b^.  On  anra  dans 
cc  cas  p3  «« l>s  et  |>4  =  p^  par  cons^qaent  la  formale  g6n6rale  se 
modifiera  en 

a]|)]Sin(ai/>i)-f-a2P88in(asP2)4-a3psSin(o3Pg)-f-a477j8in(a4Pi)  =  constante. 

Remarqne.  A  Taide  d'ane  section  plane  men6e  parall^lement 
anx  denx  bases  paralleles  d'an  prismatoüde  on  ponrra  aassi  d^inon- 
trer  le  th^oreme  en  consid^rant  les  polygones  saivani  les  qaels  cette 
section  est  conp^e  par  les  pyramides  suivantes,  dans  les  qnelles  on 
peat  d^composer  ce  corps. 

a)  La  Pyramide  qa'  on  obtiendra  en  joignant  an  point  M  d'ane 
des  bases  avec  les  sommets  de  I'antre,  le  point  Jlf  etant  cboisi 
de  mani^re  qae  cette  pyramide  seit  compl^tement  contenae 
dans  le  corps  de  la  prismatoide. 

b)  Les  pyramides  ayant  pour  bases  les  triangles  form6s  par  la 
jonction  da  point  M  et  des  sommets  de  la  base  dans  laqaeUe 
on  a  choisi  ce  point  et  dont  les  sommets  co'incident  avec  les 
sommets  de  l'aatre  base. 

En  choississant  les  polygones  d'une  mani^re  convenable  on  peat 
demontrer  avec  le  theor^me  precedent  plasiears  theor^mes  de  geo- 
metrie  plane. 

Utrecht  le  30  Mars  1880. 

Dr.  W.  Kapteyn. 
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7. 

Yerstellbare  Brillen. 

Wenn  man  durch  eine  optische  Linse  einen  Gegenstand  betrach- 
tet, so  ist  die  optische  Wirkung,  jenachdem  die  Sehlinie  rechtwinklig 
oder  schräg  durch  die  Linie  fällt,  eine  verschiedene.  Fällt  die  Sch- 
linie  rechtwinklig  durch  die  Mitte  der  Linse,  so  erscheint  das  Objcct 
einfach  vergrössert  oder  verkleinert  je  nach  dem  Schliff  der  Linse 
(bei  concaven  verkleinert,  bei  convexen  vergrössert).  Fällt  die  Seh- 
linie jedoch  schräg  durch  die  Linse,  so  entsteht  eine  prismatische 
Nebenwirkung  und  das  Object  erscheint  verzerrt. 

Bei  den  bisher  gebräuchlichen  Brillen  stehen  die  Brillengläser 
rechtwinklig  zu  den  Brillenhaltern  vertical  und  unbeweglich  vor  den 
Augen.  Es  ist  dies  für  das  Sehen  in  die  Entfernung  auch  vollkommen 
richtig.  Anders  verhält  es  sich  bei  dem  Abwärtssehen.  Das  Ab- 
wärtsseheu  wird  fast  nur  durch  eine  Drehung  des  Augapfels  nach 
unten  bewirkt,  während  die  Kopfstellung,  und  mit  dieser  die  Stellung 
der  Brillengläser  fast  dieselbe  bleibt.  Es  ist  daher  unmöglich,  dass 
bei  dem  Abwärtssehen  mi(  einer  solchen  Brille,  d.  h.  bei  dem  Lesen 
oder  Arbeiten,  die  Sehlinie  gleichfalls  rechtwinklig  und  durch  die 
Centren  der  Gläser  fallen  kann,  sondern  sie  wird  unbedingt  schräg 
am  untern  Brillenrande  durch  dieselben  gehen,  wodurch  die  oben  er- 
wähnte prismatische  Wirkung  entsteht  und  der  häufige  Gebranch  einer 
solchen  Brille  nachteilig  wirkt. 

Um  diesem  Uobelstande  zu  begegnen,  habe  ich  Brillen  construirt, 
bei  welchen  man  mit  Hilfe  eines  zweiten  Charniors  an  jeder 
Seite  die  BiiUengläser  so  verstellen  kann,  dass  bei  dem  Abwärtssehen 
die  Sehlinie  rechtwinklig  und  durch  die  Centren  der  Brillengläser 
fallen  muss. 

Die  Charniern  sind  äusserst  sorgfältig  gearbeitet  und  lassen  sich 
nur  in  deÄi  erforderlichen  Winkel  (gewöhnlich  Ab^)  verstellen,  was 
durch  eine  Arretirung  bewirkt  wird. 

Schlesicky-Stroehlein. 

Frankfurt  a.  M.  October  1879. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbach  der  ebenen  Geometrie  für  Schüler  höherer  Lehranstal- 
ten, mit  Anleitung  zur  geometrischen  und  algebraischen  Analysis  und 
einer  Auswahl  theils  gelöster,  theils  nicht  gelöster  Aufgaben.  Von 
Dr.  K.  F.  Junghans,  Professor  am  Stadt-Gymnasium  in  Stettin. 
Erster  Theil.  Mit  316  —  Zweiter  Theil.  Mit  289  in  den  Text  ein- 
gedruckten Holzschnitten.    Berlin  1879.  Weidmann.    260  und  291  S. 

Der  1.  Teil  enthält  vollständig  die  Planimetrie  in  der  dem  Gym- 
Dasialunterricht  angemessenen  Form  bearbeitet.  Obwol  vom  Verfassser 
zum  Hülfsmittel  der  Repetition  bestimmt,  wird  die  Doctrin  doch,  wie 
er  es  für  notwendig  erklärt,  in  vollkommener  Ausführlichkeit  vorge- 
tragen, ausreichend  um  sogar  minder  Begabten  zum  Selbstunterricht 
zu  dienen.  Citate  wollte  der  Verfasser  so  gut  als  möglich  vermeiden. 
Dies  geht  so  weit,  dass  z.  B.  derselbe  Beweis  für  den  1.  Congnienz- 
satz  factisch  zweimal  geführt  wird,  offenbar  um  die  Reihe  der  Con- 
grnenz  nicht  zu  unterbrechen.  Dass  der  Abfassung  keine  Kürze  auf- 
erlegt war,  hatte  natürlich  manches  Gute  znr  Folge.  Systematische 
Ordnung  und  Uebersichtlichkeit  zu  erreichen  war  deshalb  leicht,  ist 
aber  auch  in  anerkennenswerter  Weise  geschehen.  Deutlichkeit  und 
Präcision  des  Ausdrucks,  worauf  gleichfalls  die  Vorrede  Gewicht  legt, 
ist  mit  sichtlichem  Fleisse  angestrebt  worden;  wenn  gleichwol  noch 
einiges  zu  bessern  bleibt,  so  ist  es  zu  unbedeutend  um  es  zu  nennen. 
Manchmal  verbindet  noch  ein  zweifelhaftes  „oder''  den  richtigen  und 
den  ungenauen  Ausdruck,  als  wolle  der  Verfasser  es  den  Lesern  über- 
lassen sich  darüber  zu  streiten.     Auch  den  Anfordeilingen  strenger 

Teil  LXV.    H«n  2.  2 
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Logik  ist  infolge  der  Ausfilhrlichkeit  etwas  grössere  Anfmerksamkeit 
zugewandt  worden.    Die  Parallelentheorie  stützt  sich  zum  Ueberfluss 
auf  drei  Axiome ,  deren  jedes  zum  Beweise  der  beiden  andern  hin- 
gereicht hätte.    In  der  Proportionslehre,   deren  rein  arithmetischer 
Teil  hier  in  die  Geometrie  eingeschaltet  und  den  Proportionen  der 
Baumgrössen  vorausgeschickt  ist,  wird  der  Fall  der  Incommensora- 
bilität  nicht  nur  in  vollem  Masse  erörtert,  sondern  auch  die  Beweise 
rttcksichtlich  desselben  durch  Anwendung  unendlichkleiner  Differenzen 
vervollständigt.    In  beiden  Punkten  findet  sich  jedoch  üebermass  mit 
Mangel  auf  der  andern  Seite   verbunden.    Der  Begriff  des  "Winkels 
wird  dreifach  charakterisirt,  wiewol  die  3  Bestimmungen  nicht  gehörig 
geschieden ,  sondern  etwas  ineinander  geschoben  sind.    Der  Winkel 
wird  zuerst  als  die  Wiukelfigur  betrachtet,   die  Schenkel  beliebig 
lang,  was  leider  erst  im  nächsten  Satze  steht:  dann  als  sog.  Winkel- 
blatt, d.  i.  Region  der  unbegrenzten  Ebene.    Letzteres  ist  hier  ganz 
unverständlich  ausgedrückt,  mit  den  Worten:   „Ein  Winkel  ist  der 
ebene,  nach  einer  Seite  hin  unbegrenzte  Raum  zwischen  zwei  beliebig 
langen   geraden   Linien,   welche   von  demselben  Punkte  ausgehend 
Beliebig  lange,   also  doch  immer  begrenzt  gedachte  Schenkel  können 
einen  Raum  weder  ganz  noch  einseitig  begrenzen,  denn  sie  sperren 
keinen  Punkt  der  Ebene  vom  andern  ab.  Was  aber  soll  der  Schüler 
bei  den  Worten  „nach  einer  Seite  hin"  denken?  Da  die  hier  gemeinte 
Bestimmung  des  Winkels  im  ganzen  Buche  keine  Anwendung  findet 
da  sie  überdies  für  Anfänger  und  logisch  nicht  ganz  feste  Individuen 
eine  Quelle  unklarer  Begriffe  ist,  so  hätte  sie  überhaupt  wegfallen 
sollen.    Sie  Scheint  nur,  weil  einmal  jene  Verpflanzung  eines  Begriffs 
der  hohem  Wissenschaft  in  die  Elementarmathematik  sehr  verbreitet 
ist,  dazu  aufgenommen  zu  sein,  damit  die  Sache  auch  den  Lesern 
dieses  Buchs  nicht  unbekannt  bleiben  soll.    Das  Uebel,  das  dem  Einen 
recht  ist,  ist  dem  Andern  billig.    Drittens  wird  aufgestellt:  Der  Winkel 
„giebt  die   Grösse  der  Abweichung  an,   welche  zwischen  den  Rich- 
tungen  der   beiden  Goraden   stattfindet^^    Dies  ist  richtig   und  znr 
Orientirung  notwendig.     Nur  soll  mau  den  hinderlichen  Irrtum  fern 
halten,   als  ob  dadurch  die  Wiukelgrösse  dcfinirt  wäre.     Der  Sat2 
spricht  nur  aus,  wozu  der  Winkel,  der  aber  noch  bestimmt  werden 
soll,  dient    Durch  ihn  wird  erst  die  Richtung  ein  exacter  Begriff, 
sofern  er  jede  Verschiedenheit  der  Richtung  festsetzen  lehrt.    Dass 
nun  jener  Irrtum  auch  hier  waltete,   ist  freilich  positiv  durch  nichts 
kund  gegeben.    Wenn   aber  nach  aller  reichlichen  Charakterisirung 
das  die  wirkliche  Detinition  der  Wiukelgrösse  enthaltende  und  v^- 
tretende  Kriterium  der  Gleichheit  und  Ungleichheit  der  Winkel  durch 
Aufeinanderlegen  schliesslich  ganz  ausbleibt,  so  kann  doch  der  Leser 
nicht  anders  denken,  als  dass  der  Verfasser  gemeint  habe,  der  Winkel 
9ei  durch  das  Beigebrachte  bereits  definirt.     Das  Fehlen  dieses  nn- 
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eutbdiriicheii  Satzes  ist  um  so  auöaüigor,  woil  er  in  der  Eegel  selbst 
m  weit  compendiösorn  Lehrbücherß  zu  ündoa  ist  Statt  dor  Erklä- 
raüg  wird  also  bier  geliefert  1)  die  Ad  äc hauung,  2)  eiue  zugozogpue, 
Igelit  zur  Deutlichlccit  gebrachte  Spefulation.  3)  der  Zweck  des  Win- 
kels; über  alledem  wird  die  Defiuitiou  vergessen.  Ein  solclies  Zuviel 
uad  Zuwenig  findet  sich  nuu  auch  iu  der  Bebandluug  der  Ineommeu- 
lurabilitüt.  Mehrere  Sätze  werden  erst  für  den  Fall  com  mensurabler, 
dum  iücommoüsurabler  Linien  bewiesen,  letzteres  mit  Anwendung  der 
Grenze  nein  Schliessung.  Dass  die  Ein  Schliessung  des  Kesultats  zwlsclien 
Grenzen  nicht  genügt  um  die  genaue  Geltang  des  Satzes  daraus  zu 
folgern,  Bat  in  der  Tat  iusoferu  Beachtung  gefunden^  als  hinzugefügt 
wird^  die  Differcuz  der  Grenzen  sei  uncndiiclj  klein.  Nicht  beachtet 
aber  ist,  dass  die  unendlich  kleine  Differenz  zum  Beweise  der  ge- 
aanen  Geltung  schon  allein  ausreicht.  Die  GrenzeneinschlieBsung 
kann  in  manchen  Fällen  ein  Glied  des  Beweises  sein,  sofern  sie  das 
einzige  oder  leichteste  Mittel  ist  die  uncudlitlie  Kleinheit  der  Dif- 
ferenz zwischen  der  ideellen  und  berechneten  Grösse  darzutun.  Hier 
Bid  überall^  wo  diese  unmittelbar  auf  der  Hand  liegt,  ist  sie  über- 
flüssig, und  beeinträchtigt  das  Verständuiss,  indem  sie  den  Gedanken 
auf  ein  falsches ,  nichtiges  Beweismoment  ablenkt.  Ihre  traditionell 
gewordene  Anwendung  erklärt  sich  wol  daher,  dass  man  aus  Resig- 
nation auf  exacte  Beweise  Kufrieden  war  eine  approximative  Geltung 
der  Sätze  inner  halb  bestiinmter  Grenzen  festzustellen.  Da  dieser  Ge- 
sichtspunkt hier  nicht  am  Platze  ist  und  wol  auch  nicht  gewaltet  hat, 
so  war  es  an  der  Zeit,  einmal  dieses  lange  in  gedankenloser  Nacb- 
alimung  geübte  Verfahren  fallen  zu  lassen  und  den  legi  sehen  Connex 
in  seiner  natürlichen  Einfachheit  an's  Licht  zu  stellen.  Hierzu  be- 
durfte es  wol  einer  etwas  grossem  AusftShrlichkeit  in  der  letzten 
Folgerung.  Der  Verfasser  bat  in  der  Vorrede  erklärt,  dass  er  in- 
directe  Beweise  soviel  als  möglich  vermieden  iiabe;  er  hält  sie  also 
für  weniger  leichtfasslich ;  ob  er  darin  recht  liat,  mag  dahingestellt 
um.  Der  esacte  Schluss  von  der  unendlich  kleinen  Ditlerenz  auf  die 
genaue  Geltung  ist  aber  ein  indirecter  und  kann  kein  andrer  sein. 
Seiner  Ansicht  zufolge  konnte  der  Verfasser  nicht  voraussetzen,  dass 
ihn  die  Schüler  von  selbst  richtig  vtillzOgen^  er  niusste  wissen,  dass 
beim  blossen  Hinweis  auf  die  unendlicb  kleine  Differenz  der  Grund 
der  Bündigkeit  des  Schlusses  im  dunkeln  bleibt  War  es  nun  viel- 
ieicht  gerade  der  Zweck  der  Kürsie,  die  indirectc  Natur  des  Schlusses 
durch  das  Hinwegeilen  über  denselben  zu  verhüllen?  Dann  würde 
er  sich  zu  dem  Grundsätze  bekennen:  Besser  nicht  verstanden 
als  auf  indirectem  Wege  verstanden.  Ucberfiüssig  also  war  die 
Approximation  von  zwei  Seiten,  wo  die  einfache  dasseibe  tat; 
Mangel  hingegen  trat  hervor  in  der  versäumten  Darlegung  des  wirk- 
\kH^  logischen  Zusammenhangs.     Der  Inhalt  des    1.  Teils  ist  der 
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gewöhnliche.  Den  2.  Teil  bilden  Verwendungen  der  neuern  syntheti- 
schen Geometrie  für  den  Schulunterricht  und  Aufgaben,  nämlich  die 
Transversalen  des  Dreiecks ,  die  harmonische  Teilung,  Pole  und  Po- 
laren, Aehnlichkeitspunkte  der  Kreise,  die  Berührungsaufgabe  des 
Pappus  und  verwandte  Aufgaben ,  die  Berührungsaufgabe  des  ApoUo- 
nius,  algebraische  Eigenschaften  der  Kreise  am  Dreieck,  algebraisch- 
geometrische  Berechnungen,  algebraische  Analysis,  Aufgaben  mit 
geometrischer  Analysis  ohne  und  unter  Anwendung  von  Proportioneo, 
Aufgaben  mit  algebraischer  Analysis,  Aufgaben  zu  algebraisch-geome- 
trischen Berechnungen  und  das  Malfatti'sche  Problem.  Die  Lösungen 
der  Aufgaben  sind  im  Anfang  durchgeführt,  weiterhin  nur  die  Ana- 
lysis angegeben,  auch  die  Berechnungen,  die  einfachsten  Fälle  ausge- 
nommen, durchgeführt.  Die  Aufgaben  beginnen  mit  den  fundamen- 
talen und  schreiten  durch  Synthesis  fort;  willkürliche  Specialisirungen 
kommen  nicht  vor.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien,  Eealschuleu  uud  an- 
dere höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  Johann  Robert  Boymanu, 
Professor  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Coblenz.  Zweiter  Teil: 
Ebene  Trigonometrie  uud  Geometrie  des  Raumes.  Fünfte,  verbesserte 
Auflage,  besorgt  von  Dr.  Carl  Werr,  Gymnasialoberlehrer  zu 
Coblenz.    Düsseldorf  1880.     L.  Schwann.    214  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  grosse  Ausführlichkeit  aus, 
sichtlich  mit  der  Bestimmung  jeden  Gegenstand  vollständig  nach  aller 
Seiten  hin  zu  erörtern  und  auf  jede  mögliche  Frage  klare  Auskunft 
zu  geben,  aber  auch  in  dem  Sinne,  dass  es  sich  Concinnität  nicht 
zum  Gesetz  macht  und  Wiederholungen  nicht  verschmäht.  Durch 
eine  solche  Ausbreitung  des  Lehrstoffs  kann  den  Schülern  die  Be- 
herrschung desselben  erschwert  werden,  doch  möchte  dieser  Nachteil 
hier  kaum  zu  besorgen  sein,  weil  durch  strenge  Ordnung  und  Gleich- 
mässigkeit  der  Betrachtung  das  Bewusstseiu  stets  erhalten  wird,  dass 
es  sich  nicht  um  eine  Menge,  sondern  immer  nur  um  denselben  Ge- 
genstand handelt.  Der  Verfasser  hat  es  vorgezogen  jede  der  4  go- 
niometrischen  Functionen  gesondert  zu  behandeln  und  erst  dann  ihre 
Relationen  zuzuziehen,  während  man  wohl  auch  Grund  finden  kann 
umgekehrt  zu  Werke  zu  gehen,  namentlich  zuerst  beim  ersten  Qua- 
dranten zu  verweilen.  Die  Berechtigung  des  letztern  bestätigt  sich 
sogar  durch  eine  Inconscqueuz,  zu  der  das  gewählte  Verfahren  ver- 
anlasst hat.  Da  im  Anfang  die  Winkel  unter  dem  Functionszeichen 
durch  alle  positiven  Quadranten  geführt  werden,  da  ausserdem  nega- 
tive Winkel  erklärt  sind,  so  gehörten  offenbar  die  Functionen  der 
negativen  Winkel  ebendahin;  diese  kommen  aber  erst  zwischen  den 
Relationen  der  verschiedenen  Functionen.  Ausdruck  und  Aufstellungen 
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äud  zum  grösst^a  Teil  correct,  docli  sind  die  Äusnaliraen  davon  nicht 
unerhebHcli.  Der  stärkste  Fohl  er  ist  wol  die  üq  eingeschränkte,  auch 
uacbträglich  nicht  Torbesserte  Bebaaptuug,  durch  die  goniometrischon 
Faiictionen  seien  die  Winkel  bestimmt;  von  einer  Mehrwertigkcit 
steht  keiti  Wort  da.  Also  gerade  an  dem  Punkte,  wo  das  gedankeu* 
lose  Rechnen  irre  geht,  gicbt  das  I.ehrhucb  das  Beispiel  der  Vergess- 
lii:likdt.  Ferner  wird  zwar  auf  Seiten  der  Functionen  hinreichend 
erklärt,  dass  sie  als  Linienverhältüisse  reine  Zahlen  sind,  auf  Seiten 
der  Winkel  aljer,  wo  doch  ganK  das  gleiche  jL^ilt,  die  Meinun^f  er* 
klteo,  als  seien  es  benannte  Zahlen  von  heterogener  Qualität.  Die 
Smfe,  anf  welcher  der  Sehtller  der  Trigonometrie  st£»ht,  rechtferUgt 
oder  entschuldigt  diese  Darstellung  keineswegs.  Denn  ihr  geht  die 
tkmentare  Kreisberechunng  voraus^  von  der  anch  das  Lehrbuch  vor- 
übergehende  Anwendung  macht,  indem  es  die  Winkel  gelegentlich 
durch  Kreisbogen  ersetzt  Hiernach  ist  es  auf  jener  Stufe  sehr  wol 
bekannt,  dass  Grade  nichts  sind  als  Teilungszeichen  eines  Linienver- 
Iiiltiiisaes,  nimlieh  von  Kreis  und  Radius,  mithin  reine  Zahleu,  Bogut 
wie  1^  trot2  der  Benennung  Zehntel  eine  solche  ist  Die  vermeint- 
liche Heterogcueitlt  widerlegt  sich  sofort  durch  den  Ausdruck  des 
Kreiaseginents ,  indem  er  die  Difl'erenz  des  Centriwiukels  nud  seines 
Smuü  züui  Factor  hat.  Käme  aber  auch  der  betreffende  Fall  im 
Cursits  nicht  vor,  so  wäre  doch  eine  Behauptung,  wie  sie  hier  in  einer 
Xüte  steht,  sin(;i-)  habe  keinen  Sinn,  als  irrig  zu  verwerfen.  Für 
die  Weglassung  der  Klammern  in  (siaj)^'  genügt  die  Einführung  und 
ibr  praktisches  Motiv  zur  Rechtfertigung. 

In  der  Trigonometrie  wird  mit  dem  rechtwinkligen  Breieek  bo- 
gönnen,  dann  folgt  das  gleichschenklige  mit  Anwendung  auf  die  regel- 
iiässi^en  Vielecke,  dann  das  beliebige  Dreieck,  In  der  Stereometrie 
folgt  auf  die  Lehre  von  der  Lage  der  Ebenen  und  Geraden,  welche 
vf:frhäl tu iss massig  kurz  behandelt  ist,  deren  Einleitung  aber  durch  ihre 
sehr  wol  orientirenden,  systematischen  Betrachtungen  sich  auszeichnet, 
'iie  Ecke,  die  Polyeder,  der  Cylinder,  der  Kegel,  die  KugeK  die  sphä- 
rische Trigonometrie,  Die  Beweise  sind  sämmtlich  einfach  und  bün- 
«hg,  und  dazu  sorgfältig  die  besten  bekannten  Methoden  ausgewählt. 
Ein  Versehen  ist  es  wol ,  dass  in  §.  2.  die  zweideutigen  Worte  „ . ,  , 
#der  nicht%  welche  man  als  allgemeine  Verneinung  zu  verstehen  An- 
!ass  hat,  während  nur  die  Verneinung  der  Allgemeinheit  richtig  ist, 
stehen  statt  „  .  .  .  oder  nicht  al!c''.  Die  Figuren  sind  in  den  Text 
eittgedmckt.  Auf  jeden  Abschnitt  folgt  eine  Reihe  von  Aofgabeu. 
Hinsichtlich  der  frühern  Auflagen  haben  manche  methodische  Ver- 
besserungen stattgefunden,  aucli  ist  die  Sccanten-Function  beseitigt. 
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Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  Von  Dr.  E.  Glinzcr, 
Lehrer  der  Allgemeinen  G-ewerbeschule  und  der  Schule  ffir  Baiihand- 
werker  in  Hamburg.  Erster  T heil:  Planimetrie.  Mit  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.     Hamburg.     1880.     F.   H.   Nestier  u.  Melle. 

99  S. 

Der  Bestimmung  des  Buchs  zum  Gebrauche  für  Schüler,  die  ihre 
mathematische  Ausbildung  für  Gewerbe  erhalten  sollen,  entsprechend 
ist,  wie  die  Vorrede  sagt,  „der  Lehrgang  einfach  und  joaöglichst  nach 
praktischen  Gesichtspunkten  gewähltes  Dies  schlechthin  im  positiven 
Sinne  verstanden  ist  nichts  unterscheidendes;  das  Lehrbuch  kann  sich 
darin  mit  jedem  andern,  auch  der  wissenschaftlichen  Vorbildong  die- 
nenden, messen  und  ist  hier  in  der  Tat  den  bessern  unter  ihnen 
gleich  zu  stellen.  Wenn  aber,  wie  die  dann  folgenden  Worte  anzu- 
deuten scheinen,  das  Angeführte  nicht  bloss  positiv,  sondern  als  MotiT 
der  Ausschliessung  gemeint  ist,  so  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass 
die  logischen  Erfordernisse,  von  denen  nicht  die  Rede  ist,  Exactbeit 
der  Begriffe  und  des  Ausdrucks,  Bündigkeit  der  Deductionen  mit  einer 
Ausnahme,  von  der  nachher,  keine  Verkürzung  und  Hintansetzung  er- 
fahren haben ,  dass  sich  im  Gegenteil  in  einigen  Punkten  das  Lehrbuch 
durch  Berücksichtigung  derselben  auszeichnet.  Ausgesprochen  wird 
das  Motiv  der  Ausschliessung  hinsichtlich  der  Einführung  der  incom- 
mensurabeln  Grössen,  der  harmonischen  Teilung  und  der  Polaren. 
Was  letztere  2  Themata  betnfft,  welche  gar  keine  notwendigen  Be- 
standteile der  Principien  sind,  ist  es  richtig,  dass  sie  in  einen  andem 
Cursus  verwiesen  werden  können.  Die  Incommensurabilität  hingegen 
bildet  kein  trennbares  Thema,  sondern  ist  ein  Element  jeder  Propor- 
tionslehre, welches  sich  wol  verschweigen,  aber  nicht  umgehen  lässt. 
Dies  zeigt  sich  auch  im  verschiedenen  Zuwerkegehen.  In  andem 
Punkten  ist,  wo  ein  Fall  von  der  Betrachtung  auszuschliessen  war, 
doch  die  Existenz  desselben  genannt  worden;  bei  den  Linienverhält- 
nissen hingegen  wird  die  Möglichkeit  der  Incommensurabilität  mit 
keinem  Worte  erwähnt  —  warum,  ist  leicht  ersichtlich ;  denn  die  Er- 
wähnung hätte  soviele  Fragen  hervorgerufen,  dass  deren  Erörterung 
mehr  Weitläufigkeiten  als  die  ganze  exacte  Behandlung  der  Incom- 
mensurabilität verursacht  hätte.  Je  mehr  es  Lehrbücher  giebt,  welche 
gleich  dem  vorliegenden  den  Sachverhalt  im  dunkeln  lassen,  desto 
notwendiger  ist  es  denselben  bei  jeder  Gelegenheit  zu  enthüllen. 
Wenn  man  meint,  für  die  Techniker  habe  die  ideelle  Geltung  der 
Proportionssätze  kein  Interesse,  weil  sie  nur  mit  gemessenen  Linien- 
verhältnissen zu  tun  haben,  so  ist  das  ein  Irrtum.  Die  Techniker 
suchen  nicht,  wie  es  hier  Voraussetzung  ist,  das  gemeinsame  Mass 
zweier  Linien,  sondern  messen  alle  Linien  approximativ  mit  einem 
Masse.    Die  Theorie  des  approximativen  Verfahrens    ist  aber  viel 
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complicirter  als  die  ideelle  Theorie,  deren  fehlerlose  Sätce  die  un- 
entbehrliche elementare  Grundlage  für  Beurteilung  der  Fehler  sowol 
wie  für  die  genaue  Rechnung  bilden.  £s  ist  also  entschieden  unzu- 
treffend, dass  jenes  nachlässige  Verfahren  sich  an  die  Erfordernisse 
technischer  Anwendung  anschlösse;  es  ist  nicht  einfach  und  praktisch, 
sondern  mangelhaft  und  unklar.  Zu  diesem  unrichtigen  Gesichts- 
punkt bekennt  sich  der  Verfasser  in  der  Vorrede  zwar  nicht,  auch 
beruft  er  sich  nicht  auf  den  Vorgang  früherer  Beispiele ;  doch  musste 
seiner  Wahl  auch  diese  scheinbare  Sttltze  entzogen  werden.  Was  er 
anführt,  ist  Zeitersparniss  und  die  Aussicht  auf  spätere  Ergänzung. 
Erstere  ist  gegen  den  Verlust  zu  gering,  letztere  möchte  schwerlich 
den  Mangel  anfänglich  klarer  Begriffe  ersetzen.  Die  Behandlung  der 
Linienverhältnisse  ist  im  gegenwärtigen  Lehrbuch  eine  blosse  Incon- 
sequenz,  denn  alles  übrige  entspricht  der  Ueberzeugung,  dass  es  zum 
mathematischen  Verständniss  nur  einen  Weg  giebt,  wie  nach  Euklids 
Ausspruch  keinen  kurzem  für  Könige,  so  auch  keinen  verschiedenen 
fQr  Theoriker  und  PraktiJ^er.  Die  Anordnung  der  Themata  ist  die 
gewöhnliche;  die  Parallelentheorie  folgt  nach  den  Gongruenzsätzen, 
was  nicht  überall  geschieht;  am  Schluss  ist  eine  Sammlung  von  193 
Aufgaben  aufgenommen.  Im  Anfang  wird  öfters  auf  technische  An- 
wendung der  einzelnen  Sätze  hingewiesen,  doch  findet  diese  Zugabe 
weiterhin  keine  Fortsetzung.  Einige  Ausdrücke  sind  unter  dem  Motiv 
der  Verdeutschung  abweichend  vom  gewöhnlichen;  bei  der  Substitu- 
tion von  „Gesetz"  für  „Lehrsatz"  trifft  indes  dieses  Motiv  nicht  zu. 
Dass  das  Wort  „Kreis"  die  Fläche  bedeuten  soll,  was  gleichzeitig  dem 
vulgären  Gebrauch,  den  exact  logischen  Benennungsgrundsätzen  und 
der  Oekonomie  des  sprachlichen  Ausdrucks  Gewalt  antut,  wird  gleich- 
wol  hier,  und  ganz  müssigerweise ,  als  das  einzig  richtige  bezeichnet. 
Der  Verfasser  selbst  scheint  kein  Freund  davon  zu  sein,  indem  er 
es  nur  als  nachträgliche  Correction  ausspricht,  mit  keiner  andern 
Wirkung,  als  dass  er  sich  die  Mühe  aufbürdet  immer  „Kreislinie"  zu 
sagen.  Die  Besorgniss  mit  dem  Worte  „Kreis"  im  Sinne  der  Linie 
gegen  einen  Gebrauch  zu  Verstössen  ist  ganz  unbegründet;  denn  die 
Kreisfläche  kommt  nur  bei  der  Inhaltsberechnung  vor,  und  hier  sagt 
jedermann  „Kreisfläche".  Die  Definition  des  Kreises  als  Fläche, 
welche  von  Euklid  auf  unsere  Zeiten  traditionell  übergegangen  ist, 
hat  das  Schicksal ,  dass  sie  in  vielen  Lehrbüchern  anfänglich  aufge- 
stellt wird  um  dann  sofort  und  für  immer  ausser  Wirksamkeit  zu 
bleiben.  H. 


Lehrbuch  der  Planimetrie  zum  Schulgebrauch  bearbeitet  von 
G.  Schweder,  Direktor  des  Stadt-Gymnasiums  zu  Riga.  Dritte, 
neu  bearbeitete  Auflage.    Riga  1879.    H.  Brutzer  u.  Comp.    65  S. 
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Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  gewöhnliche,  die  Anordnung 
nach  systematischem  Gosiehtspunkt  getroffen,  so  dass  die  gesammten 
(von  geschlossenen  Figuren  unabhängigen)  Winkelsätzc  den  Anfang 
bilden,  und  die  Aufgaben,  ebensowol  die  fundamentalen  wie  die  syn- 
thetisch fortschreitenden,  an  den  Schluss  der  einzelnen  Capitel  ge- 
stellt sind.  Grösstenteils  hält  sich  das  Lehrbuch  innerhalb  des  l^ot- 
wendigen  und  überschreitet  die  Grenzen  nur  durch  Aufnahme  einiger 
interessanter  Sätze.  Der  Ausdruck  ist  hinreichend  concinn,  doch  nicht 
karg,  wo  es  auf  Deutlichkeit  ankommt.  Glcichwol  ist  der  Winkel- 
begriff in  mangelhafter,  weder  zur  Deutlichkeit  noch  zur  exacten  Logik 
gentigender  Weise  behandelt;  denn  die  Erklärung  des  Winkels  stützt 
und  beruft  sich  auf  die  Richtung  der  Schenkel ;  es  ist  aber  kein  Wort 
davon  gesj^t,  wie!  man  Richtungen  von  gemeinsamen  und  von  ver- 
schiedenen Ausgangspunkten  vergleichen  könne.  Es  ist  dies  die  so 
oft  gerügte  Verkehrung  der  logischen  Beziehung:  Winkel  lassen  sich 
ohne  Hülfe  des  Richtungsbegriffs,  aber  nicht  Richtung  ohne  Hülfe  der 
Winkel  exact  unterschiedlich  auffassen.  Doch  sind  nicht  einmal,  wenn 
man  auch  die  unrechte  Stellung  zulassen  wollte,  und  trotzdem  sich 
die  beste  Gelegenheit  bot  das  Versäumte  nachzuholen,  im  ganzen  die 
notwendigen  Bestandteile  der  Erklärung  vorhanden.  Es  werden  näm- 
lich, um  die  Drehung  des  Schenkels  zu  verdeutlichen,  eine  Reihe 
gleicher  Winkel  an  einander  gelegt;  was  aber  die  Bedingung  ihrer 
Gleichheit  sei,  ist  zu  sagen  vergessen.  Auf  so  unklarem  Grunde  ist 
es  dann  freilich  nicht  mehr  auf^lig,  dass  der  Parallelensatz  mit  an- 
geblichem Beweis  aufgestellt  wird.  Mit  bester  Sorgfalt  ist  dagegen 
die  Lehre  von  den  incommensurt^beln  Linien  behandelt,  dieser  Fall 
bei  den  Proportionssätzen  durch  indirecte  Beweise  berücksichtigt,  und 
dadurch  gezeigt,  dass  die  exacte  Methode  keine  zu  grossen  Umständ- 
lichkeiten erfordert.  Bei  der  Herleitung  des  Ausdrucks  für  die  Kreis- 
fläche scheint  der  Verfasser  den  Gegenstand  selbst  nicht  bewältigt  zu 
haben;  er  gelangt  mit  aller  Erörterung  zu  keiner  Evidenz.  Ausser 
den  genannten  zwei  Punkten  ist  es  überall  gerade  die  Behcrrschang 
des  Lehrstoffs,  was  das  Buch  auszeichnet.  H. 

Lehr-  und  Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an 
Gymnasien,  Real-  und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  H.  Heilermann, 
Direktor  der  Realschule  in  Essen,  und  Dr.  J.  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  Kgl.  Gymnasium  in  Essen.  HI.  Theil.  Die  Progressioneu. 
die  Kettenbüche  und  die  diophantischen  Gleichungen.  Niedere  Aoa- 
lysis.    Essen  1879.    G.  D.  Baedeker.    110  S. 

Die  beiden  ersten  Teile  sind  im  251.  und  255.  littorarischen  Be- 
richt besprochen ;  der  Inhalt  des  dritten  ist  folgender.  Arithmetische, 
geometrische  Progressionen,  Zinseszins-  und  Rentenrechnung,  Ketten- 
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brüche,  diophantische  Gleichungen  1.  Grades,  convergente  Reihen, 
binomischer  Satz  für  ganze  positive,  für  beliebige  reelle  Exponenten? 
£xpoüeutialreihe,  Darstellung  der  Rechnungen  mit  complexen  Zahlen, 
logarithmische  Reihe,  Combinationslehre,  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
grösste  und  kleinste  Werte.  Das  Buch  behandelt  demnach  einzeln 
14  verschiedene,  in  keiner  oder  geringer  Verbindung  stehende  The- 
mata, und  zwar  jedes  derart,  dass  auf  die  Entwickelung  einiger,  als 
besonders  leicht  fasslich  ausgewählter  Sätze  aus  der  Theorie  eine 
Reihe  mannichfaltiger  üebungsbeispicle  folgt.  Erst  der  letzte  §  spricht 
von  Functionen  und  deren  Differentiation,  betrachtet  aber  ausschliess- 
lich ganze  Functionen.  Die  Bearbeitung  entspricht  mehr  der  Bestim- 
mang  zum  Uebungsbuch,  den  theoretischen  Inhalt  hat  man  als  Vor- 
bereitung speciell  für  die  sich  anschliessenden  Uebungen  anzusehen, 
man  mttsste  denn  demselben  den  gar  nicht  löblichen  Zweck  zuschrei- 
ben, den  Schülern  einen  Einblick  in  mancherlei  Gegenstände  zu  geben, 
mit  denen  sich  die  höhere  Theorie  beschäftigt.  Ein  solcher  Zweck 
würde  aber  dem  in  der  Vorrede  zum  I.  Teil  ausgesprochenen  Ge- 
sichtspunkte sehr  zuwiderlaufen,  nach  welchem  die  neue  Bearbeitung 
den  Uebergang  zam  höhern  Studium  erleichtern  sollte;  denn  die  vor- 
gängige Aufnahme  ungenügender  Principien  kann  diesen  Uebergang 
nar  erschweren.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  VI.  Amsterdam  1880. 
Weytingh  en  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

G.  J.  Michaelis:  Ueber  das  Princip  der  Erhaltung  der  Ener- 
gie. —  P.  H.  Schonte:  Ueber  das  Projiciren  auf  Oberflächen.  — 
D.  Bierens  de  Haan:  Glückspiel  mit  Doppelsteinen.  —  F.  J.  van 
den  Berg:  Auflösung  der  3.  Preisfrage  für  das  Jahr  1878.  Ueber 
die  Lage  eines  schweren  Dreiecks,  dessen  Ecken  in  3  gegebeneu 
Ebenen  liegen,  und  welches  dem  Widerstand  derselben  das  Gleich- 
gewicht hält.  —  D.  J.  A.  Samot:  Die  Principien  der  Lebensver- 
sicherungswissenschaft. —  B.  P.  Moors:  Theorie  der  Inhaltsbestim- 
mung des  Halben-Hektoliter-Getreidemasses.  —  H.  Kamerlingh 
Onnes:  Ueber  die  relative  Bewegung.  —  F.  J.  van  den  Berg: 
Ueber  die  Vergleichung  der  durch  3  gegebene  Richtlinien  bestimmten 
Hyperboloide,  in  Verbindung  mit  dem  Gleichgewicht  von  4  Kräften 
im  Räume.    —    C.  L.  Landr6:    Formeln  zur  Berechnung  des  ein- 
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strömenden  Wassers  bei  üeberschwemmungen,  mit  Ebbe  und  Flut.  — 
lieber  die  Perspective  der  Kugel.  —  Ein  Satz  Ober  Determinanten. 
Zur  Summationsformel  von  Euler.  H. 


American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Editor  iu 
Chief  J.  J.  Sylvester.    Vol.  IL    Baltimore  1879.    4«. 

Der  Inhalt  des  Bandes  ist  folgender. 

Miss  Chr.  Ladd:  Das  Pascal'sche  Sechseck.  —  W.  H.  Burr: 
üeber  die  Theorie  der  Biegung.  —  G.  B.  Halsted:  Note  über  den 
ersten  englischen  Euklid.  —  J.  W.  Gibbs:  Ueber  die  Grundformeln 
der  Mechanik.  —  G.  B.  Halsted:  Beiträge  zur  Bibliographie  des 
Mehrdimensionen-Raums  und  der  nichteuklidischen  Greometrie.  — 
Cayley:  Berechnung  des  Minimums  der  numerischen  Erzeugungs- 
function  der  binären  Form  7.  Grades.  —  H.  T.  Eddy:  Ueber  die 
seitliche  Abweichung  sphärischer  Geschosse.  —  J.  J.  Sylvester: 
Note  über  Determinanten  und  duadische  Düynthemea.  —  Cayley: 
Desiderata  und  Vorschläge.  Nr.  3.  Das  Newton-Fourier'sche  ima- 
ginäre Problem.  —  J.  J.  Sylvester:  üeber  das  vollständige  Sy- 
stem der  Grundformen  der'T)inären  Form  5.  Grades  9.  Ordnung.  — 
E.  McClintock:  Ein  Versuch  über  die  Vergrösserungsrechnung 
(enlargement),  —  Th.  Craig:  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüs- 
sigkeit.   —    E.  Lucas:   Ueber  die  unbestimmte  Analysis  3.  Grades. 

—  Beweis  mehrerer  Sätze  von  Sylvester.  —  Cayley:  Desiderata 
und  Vorschläge.  Nr.  4.  Mechanische  Construction  conformabler 
Figuren.  —  F.  Franklin:  Ueber  Teilungen.  —  W.  J.  Stringham: 
Einige  allgemeine  Formeln  für  Integrale  irrationaler  Functionen.  — 
W.  H.  Burr:   Note  zum  Artikel  „Ueber  die  Theorie  der  Biegung^ 

—  Sylvester:  Verallgemeinerung  von  Leibnitz's  Theorem  in  der 
Statik.  Auszug  aus  einem  Briefe  von  Prof.  Crofton.  —  A.  B.  Kempe: 
Ueber  das  geographische  Problem  der  4  Farben.  —  W.  E,  Story. 
Note  über  das  Vorige.  —  W.  J.  Stringham:  Die  Quaternionen- 
formeln  fOr  Quantification  von  Curven,  Flächen  und  Körpern,  und 
für  Schwerpunkte.  —  0.  S tone:  Ueber  die  Dynamik  einer  gekrümmten 
KugeL  —  J.  J.  Sylvester  und  F.  Franklin:  Tafel  der  Erzeu- 
gungsfunctionen  und  Grundformen  für  die  binären  Formen  der  ersten 
10  Ordnungen.  —  Th.  Craig:  Note  über  die  Projection  des  allge- 
meinen Ortes  des  Vierdimensionen-Raumes  auf  den  Dreidimensionen- 
Raum.  —  Th.  Craig:  Ueber  die  Bewegung  eines  Ellipsoids  in  einer 
Flüssigkeit.  —  J.  J.  Sylvester:  Ueber  gewisse  temäre  Kubische- 
Form-Gleichungen.  —  J.  Petersen:  Ein  neuer  Beweis  des  Beci- 
procitätssatzes.  —  E.  H.  Hall:  Eine  neue  Wirkung  des  Magnets  auf 
elektrische  Ströme.  —  J.  J.  Sylvester  und  F.  Franklin:  Tafeln 
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der  Erzengungsfanctionen  und  Grundformen  für  simultane  binäre 
Formen  der  ersten  4  Ordnungen,  2  und  2  zusammengenommen.  — 
Bemerkungen.  —  £.  McClintock:  Eine  neue  allgemeine  Inter- 
polationsmethode. —  A.  6.  Chace:  Eine  gewisse  Classe  kubischer 
Flächen  mit  Quatemionen  behandelt  —  C.  S.  Peirce:  Ueber  die 
Gespenster  (Widerholungen)  in  Rutherfnrd's  Diffractionsspectris.  — 
E.  McClintock:  Ueber  einen  Satz  betreffend  das  Ausbreiten  (ex- 
pand)  der  Functionen  von  Functionen.  —  H.  A.  Rowland:  Yor- 
Iftnüge  Noten  über  Mr.  Hairs  neue  Entdeckung.  —  C.  8.  Peirce: 
Eine  quincunciale  Projection  der  Kugel.  —  W.  Woolsey  Johnson 
and  W.  E.  Story:  Zwei  Noten  ttber  das  Rätsel  der  15.         H. 
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XV, 


Feber  die  theoretisch  möglichen  Falle  der 
Polhüheii-Bestiminuug, 


Ydij 

Herrn  Dr.  C,  Israel, 

Oberlehier    in   Fniultfurt   a,    M» 


E  iB  1  e  i  t  !i  n  g. 

Die  astronomische  uTid  die  mathematische  Bestimmung  der  Pol* 
lÖhe  aind  zwei  seiir  verschiedene  Aufgaben.  Nicht  selten  hietet  eine 
Methode  dem  Mathematiker  gar  keine,  dem  Astronomen  hingegen  fast 
tinüherwiudliche  Schwierigkeiten.  Immerhin  wird  man  zugeben  müssen, 
ilass  bei  einem  rationdien  Verfahren  die  mathematische  Behandlung 
des  Problems  der  astronomiselicn  voriierzngehcn  hat.  Denn  erst  nach 
Feststellung  aller  mügliehen  Methoden  —  die  sich  selbstredend 
nnr  auf  mathematischen  Wege  erreichen  liisst  —  kann  füglich  die 
Frage  aufgeworfen  und  beantwortet  werden,  welche  dieser  Methoden 
sich  tu  astronomischen  Zwecken  ans  bauen  lassen,  welche  nicht.  Eine 
solche  systematische  Darstellung  des  Polliöhen-Problema  soU  im  Fol- 
genden versncht  werden. 


Bi^fiuitlau  der  Aufg-abe. 

Es  handelt  sieb  darum  den  Neigungswinkel  der  Ebene  irgend 
eines  Sternparallels  gegen  die  der  Lage  nach  als  bekannt  voraus  zn- 
SG Elende  Ebene  des  Horizonts  zu  ermitteln. 

Ten  LXT.  15 
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Die  Lage  einer  Ebene  ist  am  einfachsten  durch  drei  ihrer  Punkte 
gegeben.  Doch  können  auch  andere  Bedingungen  dafür  eintreten, 
etwa  die  Bedingung,  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkrecht  zu  ste- 
hen, oder  eine  gegebene  Kugel  zu  berühren  u.  s.  f.  Und  in  der 
Tat  kommen  derartige  Bedingungen  sowol  einzeln  als  verbunden  bei 
den  fraglichen  Methoden  vielfach  zur  Anwendung. 

Wir  werden  uns  vorerst  auf  diejenigen  Methoden  beschränken, 
die  sich  auf  die  Beobachtung  eines  einzigen  Sterns  —  entweder 
in  einer  oder  in  mehreren  Positionen  —  gründen.  Die  andern  Me- 
thoden, denen  die  Beobachtungen  mehrerer  Sterne  zu  Grunde  lie- 
gen, gestatten  eine  analoge  Behandlung  und  sollen  in  einer  spätem 
Untersuchung  besprochen  werden. 

Unter  jener  Annahme,  dass  nämlich  Beobachtungen  von  nur  einem 
Sterne  bekannt  sind,  hat  man  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  über  fol- 
gende Elemente  zu  verfügen: 

1)  drei  Höhen, 

2)  drei  Az^muthe  (oder  drei  Azimmuthdifferenzen), 

3)  zwei  Stundenwinkel, 

4)  drei  Zwischenzeiten, 

5)  die  Declination, 

6)  die  Lage  der  Meridianebene. 

Dass  nur  zwei  Stundenwinkel  in  Betracht  kommen  können,  ist  leicht 
einzusehen.  Denn  die  Kenntuiss  des  Stundenwinkels  involvirt  auch 
die  des  Meridians.  Es  wird  aber  niemals  die  Beobachtung  von  drei 
Sternpositionen  —  mithin  auch  nicht  von  drei  Stundenwinkeln  —  er- 
fordert, sobald  die  Meridianebene  der  Lage  nach  gegeben  ist  — 
Auch  ist  klar,  dass  unter  den  Bestimmungsstücken  stets  Horizontal- 
elemente —  Höhen  oder  Azimuthe  oder  beide  —  vertreten  sein  müssen. 
Erst  durch  die  Horizontalelemento  wird  die  Polhöhe  individualisirt. 
Aus  Declination,  Stundenwinkel,  Zwischenzeiten  allein  lässt  sich  keine 
Polhöhe  berechnen.  Denn  diese  Elemente  enthalten  nichts  Charakte- 
ristisches für  den  betrachteten  Horizont. 

Aus  gleich  zu  erörternden  Gründen  empfiehlt  es  sich  die  Me- 
thoden einzuteilen  in  solche,  welche 

1)  sowohl  die  Declination  als  den  Meridian, 

2)  nur  die  Declination, 

3)  nur  den  Meridian, 

4)  weder  die  Declination  noch  den  Meridian 
als  bekannt  voraussetzen. 
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Fragen  wir  nämlich  zunächst,  welche  geometrische  Bedeutung  die 
Kenntniss  der  Declination  und  der  Lage  der  Meridianebene  für  un- 
sere Aufgabe  hat.  In  Fig.  1.  werde  durch  die  grössere  Kugel  die 
Himmelssphäre  dargestellt;  PR  sei  der  Parallel  des  Sterns.  Denken 
wir  uns  concentrisch  mit  der  Himmelskugel  eine  kleinere  Kugel,  deren 
Radius  CT  =  r  sin  6,  wo  r  den  Radius  der  Himmelssphäro  und  ö  die 
Declination  des  Sterns  bedeutet,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene 
des  Sternparallels  diese  kleinere  Kugel  jedenfalls  irgendwo  (in  der 
Figur:  im  Punkte  T)  berühren  muss.  Wir  können  demnach  sagen: 
der  Sternparallel  ist  ein  Kreis  der  Himmelssphäre, 
dessen  Ebene  eine  Kugel  vom  Radius  rsind  berührt. 

Ferner  sei  in  Fig.  1.  HO  der  Horizont,  AQ  der  Aequator,  HZO 
der  Meridian,  N  der  Pol,  Z  das  Zenith.  Die  Ebene  des  Sternparal- 
lels steht  senkrecht  auf  der  Meridianebene.  Ist  also  diese  letztere 
ihrer  Lage  nach  gegeben,  dann  weiss  man  vou  der  Ebene  des 
Sternparallels,  dass  sie  mit  einer  bekannten  Ebene 
einen  rechten  Winkel  bildet. 

Hieraus  folgt: 

1)  Sind  Declination  und  Meridian  gegeben,  dann  hat  die  Ebene 
des  Sternparallels  bereits  zwei  geometrischen  Bedingungen  zu  genügen. 
Zur  völligen  Bestimmung  dieser  Ebene  bedarf  es  deshalb  im  Allge- 
meinen nur  noch  einer  Bedingung,  etwa  der  Bedingung,  dass  die 
Ebene  durch  einen  der  Lage  nach  bestimmten  Punkt  sich  erstrecke. 

2)  Ist  nur  die  Declination  bekannt,  dann  werden  zur  Lagen- 
bostimmung  des  fraglichen  Parallels  noch  zwei  weitere  Bedingungen 
hinzutreten  müssen,  z.  B.  Durchgang  durch  zwei  gegebene  Punkte. 

3)  Der  gleiche  Fall  tritt  ein,  wenn  nur  die  Lage  des  Meridians 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

4)  Ist  endlich  Keins  von  Beiden  —  weder  Declination  noch  Me- 
ridian —  gegeben,  dann  hat  der  Parallel  drei  selbständige  Bedin- 
gungen (z.  B.  Durchgang  durch  drei  Punkte)  zu  erfüllen. 

Damit  rechtfertigt  sich  die  obige  Einteilung  der  Methoden. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  die  Polhöhe  in  dem  einen  oder  an- 
dern Falle  nicht  eindeutig  bestimmt  ist.  Ist  z.  B.  das  Azimuth 
und  die  Höhe  eines  Sterns  S'  (Fig.  1.)  beobachtet,  während  Decli- 
oation  und  Meridian  als  bekannt  vorauszusetzen  sind,  dann  kann 
dieser  Stern  sowohl  dem  Kreise  PR  als  dem  Kreise  P'R'  angehören- 
Im  ersten  Falle  würde  der  Pol  nach  A",  im  zweiten  nach  N'  fallen. 
Die  beiden  Kreise  PR  und  P'R'  stehen  hier  in  dem  Zusammenhange, 

15* 
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dass  der  Schnittpunkt  J  ihrer  in  der  Meridianebene  liegenden  Durch- 
messer die  senkrechte  Protection  des  Sterns  S^  auf  die  Meridianebene 
darstellt.  —  Etwas  Aehnliches  tritt  unter  übrigens  gleichen  Umstanden 
ein,^wenn  nicht  Azimuth  und  Höhe,  sondern  etwa  Stundenwinkel  und 
Höhe  beobachtet  sind.  Wir  werden  hier  diese  einer  Specialunter- 
suchung zugehörigen  Fälle  nicht  besonders ,  sondern  immer  nur  die 
Methode  im  Allgemeinen  betrachten. 


Methoden,  bei  denen  die  Deolination  und  die  Lage  der  Meridianebene 
al«  bekannt  angenommen  werden. 

Es  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Höhe  und  Azimuth, 

b)  Stundenwinkel  und  Höhe, 

c)  Stundenwinkel  und  Azimuth 

sind  durch  Beobachtung  gegeben. 

Im  Falle  a)  ist  der  zur  Bestimmung  des  Problems  noch  erforder- 
liche Punkt  S  des  Parallels  PR  direct  durch  die  Coordinaten  MO 
und  MS^  in  dem  Falle  b)  durch  den  Durchschnitt  des  Dcclinations- 
kreises  A'6r  und  des  durch  S  gelegten  Almikantharets ,  im  Falle  cj 
durch  den  Durchschnitt  desselben  Declinationskreises  und  des  Höhen- 
kreises 3/Z  gegeben,  so  jedoch,  dass  in  den  beiden  letzten  Fällen 
die  Lage  des  Punkts  nur  durch  die  hier  jedes  mal  mit  auftretende 
Bedingung  iVS  =  90 — Ö  ihre  völlige  Bestimmung  findet. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  sind  zwei  Seiten  und  ein  G(^- 
Winkel,  in  dem  letzten  Falle  eine  Seite,  ein  anliegender  und  ein  Gegen- 
winkel des  Dreiecks  Zenith-Pol-Stern  gegeben,  so  dass  sich  in  allen 
drei  Fällen  —  von  der  oben  berührten  Zweideutigkeit  abgesehen  - 
ohne  Weiteres  die  Seite  NZ^  d.  h.  die  Aequatorhöhe,  berechnen  lässt. 


B. 
Methoden,  welchen  die  Kenntniss  der  Deolination  zu  Grunde  liegt 

Die  Ebene  des  Parallelkreises,  dessen  Neigung  gegen  den  Hori- 
zont gesucht  wird,  erscheint  in  diesem  Falle  zunächst  nur  als  Be- 
rührungseböne  einer  Kugel  vom  Radius  rsinö  (vgl.  weiter  oben). 
Ihre  ausreichende  Bestimmung  erfordert  mithin  noch  zwei  weitere 
Bedingungen. 
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Die  Natur  der  Aufgabe  führt  hier  auf  folgende  Fälle: 

a)  Zwei  Höhen  and  die  entsprechende  Azimuthdifferenz, 

b)  Zwei  Höhen  nnd  die  Zwischenzeit  beider  Beobachtungen, 

c)  Eine  Höhe,  eine  Azimuthdifferenz  und  die  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen, 

d)  Zwei  Azimuthänderungen  und   die  beiden   zugehörigen  Zeit- 
incremente 

sind  durch  Beobachtung  ermittelt 

Aus  Fig.  1.  erhellt,  dass  der  Neigungswinkel  des  Parallels  PR 
gegen  den  Horizont  HO  gegeben  ist,  sobald  man  die 

Höhe    SM'^h 
die  Höhe    S'K=h' 

und  die  Azimuthdifferenz 

beobachtet  hat.  Auf  den  Anfangspunkt  der  Azimuthe  —  ob  die- 
selben Yom  SQdpunkte  O  oder  von  irgend  einem  andern  Punkte  des 
Horizonts  aus  gezählt  werden  —  kommt  es  dabei  nicht  an.  Denn 
die  Verschiedenheit  des  Anfangspunkts  ändert  zwar  die  absolute  Lage 
des  Parallels  in  Bezug  auf  den  Horizont,  ohne  indessen  den  Neigungs- 
winkel zu  afficiren.  Die  Berechnung  der  Aequatorhöhe  NZ  ist  übri- 
gens der  nach  Methode  b)  (der  s.  g.  Donnem'schen  Methode)  ganz 
analog.  Beide  Male  ergiebt  sich  dieselbe  durch  Auflösung  der  Drei- 
ecke ZSS\  SNS'  und  N8Z  und  zwar  muss  das  eine  Mal  vom  Drei- 
eke  ZSS*^  das  andere  Mal  vom  Dreiecke  SNS^  ausgegangen  werden. 

Was  die  Methode  c)  betrifft,  so  sind  zunächst  in  dem  Dreiecke 
SNS'  zwei  Seiten  und  der  Zwischenwinkel  (NS  =  iVS'  =:  90— d  und 
Wkl.  SNS^  =«  Zwischenzeit)  gegeben.  Aus  der  Auflösung  dieses  Drei- 
ecks findet  sich  sodann  die  Seite  SS\  Mit  dieser,  der  beobachteten 
Höhe  h  oder  ä',  sowie  der  Azimuthdifferenz  SZS' =  Jod  lässt  sich 
die  Berechnung  des  Dreiecks  SZS^  und  nächstdem  die  des  Dreiecks 
NSZ  ausführen. 

Sind  —  wie  in  Methode  d)  —  ausser  der  Declination  (d)  zwei 
Azimuthänderungen  (Jca^  Jmi)  und  die  entsprechenden  Zeitincremente 
(^/a,  z^<j')  gegeben,  dann  lassen  sich  aus  erstem  und  den  beiden 
letztem  (Fig.  2.)  leicht  die  drei  Seiten  SS!\  SS'  und  5'S"  finden. 
Man  hat  nämlich: 

,  SS'  ,    .  Ja 

sin -^  •=  cosp.  sin-H" 
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.  SS"           ^    .    ^<j+^<y' 
sm-ö—  ==  C08Ö.  Bin 2 

.  S'S"  ,    .  da' 

am— ö~  =  cos  0 .  sin  -k^* 

Mithin  sind  die  beiden  Winkel  am  Zenith  (Jen  und  /Ito^)  sowie 
das  A>S/S'iS"  bekannt,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  auf  das  „Pothe- 
not'sche  Problem  auf  der  Kugeloberfläche".  Die  Bedingungsgleichnogen 
sind  folgende  (wenn  mit  z^  z\  z*  die  allein  noch  unbekannten  Zenith- 
distauzen  der  Punkte  S^  S\  S*  bezeichnet  werden): 

cobSS'  ^  coBzcosz'-{-Bmzsmz*cosJ(o 

co8/S'/S"=  cosa'cos«"-!"  siua'sin/'cos  i^oo' 

cos  ÄiS"  =•  cosÄCOS»"-|-sinÄf  sin  «"cos(^^q)+  -^©i). 

Die  allgemeine  Auflösung  dieser  Gleichungen  führt  auf  eine  Glei- 
chung des  4.  Grades.  Man  findet  sie  u.  A.  in  dem  Lehrbuche  dar 
Trigonometrie  von  E.  Heis,  auf  das  wir  deshalb  hier  verweisen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Auflösung,  wenn  die  Azimath- 
differenzen  z^co  und  Jon'  beide  =«  90^  gewählt  werden  —  ein  Fall, 
der  wohl  auch  vom  praktischen  Standpunkte  aus  die  grössere  Be- 
achtung verdient.    Man  hat  nämlich: 

cos  SS*  =  cos  »cos«' 

COS/S'iS"=  COSa'coSa" 

Sff'=:z+^\ 
Durch  Division  der  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
cosa        coSiSiS' 


Hieraus : 


COSä"  ^  COSÄ'/S"' 


cos  ÄS'  ,, 


cos  SS'        ,„^, 

COS  SS'         „„„         ,  cos  SS* 


Also: 


tg»  -= 


^^^^S^'COsSS"cosz+^^^-^,smSS'^ünz 
cosÄ'/S"—  cosÄS'cos  SS^' 


Nächstdem  ergiebt  sich: 


C0SiS/S'sin5>S" 
z"^S;^'—z    und 


Digitized  by  CjOOQ  iC 


der  PoJhöhen' Bestimmung,  231 

COS/S/S' 


COS«   =» 


COS« 


Bezeichend  für  die  vorstehende  Methode  ist,  wie  man  sieht,  der 
Umstand,  dass  sie  weder  die  Eenntniss  des  Meridians  noch  die  Be- 
ohachtnng  von  Höhen  erfordert.  Wir  werden  später  noch  aaf  eine 
andere,  ihr  ähnliche  Methode  stossen,  die  selbst  die  Notwendigkeit 
einer  Kenntniss  der  Declination  ansschliesst 


C. 

Auf  die  Kenntnis«  der  Lage  de»  Meridians  gestützte  Methoden. 

Die  Ebene  des  Sternparallels  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Meridians  und  hat  ausserdem  noch  den  beiden  (dnrch  Beobachtung 
gefundenen)  Punkten  S  und  S'  (Fig.  1.)  zu  genügen.  Jeder  dieser 
Punkte,  z.  B.  /S,  kann  nun  gegeben  sein 

entweder  durch  Azimnth  und  Höhe, 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Höhe 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth. 

Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  durch  Stundenwinkel  und  Höhe 
oder  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth  allein  —  so  lange  der  Pol 
unbekannt  —  die  Lage  eines  Punktes  nicht  hinreichend  bestimmt, 
vielmehr  erst  durch  die  hier  stets  mit  hinzutretende  Bedingung: 

NS  «  NS' 

die  Lage  beider  Punkte  fixirt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  man  also  im  Ganzen  6  verschiedene 
Methoden  erwarten  dürfen,  nämlich: 

a)  jeder  der  beiden  Punkte  ist  durch  Azimuth  und  Höhe, 

b)  beide  Punkte  sind  durch  Stundenwinkel  und  Höhe, 

c)  beide  Punkte  sind  durch  Stundenwinkel  und  Azimuth, 

d)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimuth   und   Höhe,  der   andere 
durch  Stundenwinkel  und  Höhe, 

e)  der  eine  Punkt  ist  durch  Azimuth  und  Höhe,    der  andere 
durch  Stundenwinke]  und  Azimuth, 

f)  der  eine  Punkt  ist  durch  Stundenwinkel  und  Höhe,  der  an- 
dere durch  Stundenwinkel  und  Azimuth 

gegeben. 
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In  diesen  sämmüichen  Fällen  wird  übrigens  —  zum  Unterschiede 
von  den  anmittelbar  vorhergehenden  Methoden  —  nicht  blos  die 
Höhe  des  Pols,  sondern  auch  dessen  absolute  Lage  in  Bezug  auf  den 
Horizont  gefunden. 

Fall  a) 

In  dem  ^NZS'  (Fig.  1.)  kennt  man  die  Seite  5'Z=.90— ä' 
und  den  Winkel  NZ8'-^  180  — w',  analog  in  dem  A-ZVZS  die  Seite 
5Z=  90— Ä  und  den  Winkel  NZS  =180-».  Wir  haben  deshalb: 

cosJVS  =co8iVZ.sinÄ  -{-miNZiio^h  cos (180 — ») 
cosiVS'  =  oosiVZ.sinÄ'+siniV^cosÄ'cos  (180—  ©'). 

Da  AS«  NS\  so  folgt  durch  Gleichsetzung: 
cos jVZsin  h — sin iVZcos ä  cos  w  =»  cos  iVZsin  h! —  sin  iVZcos  &'.  cos  #' 
und  hieraus,  durch  Division  mit  co^NZi 

sin  A'— sin  Ä 


\jgNZ 


cos  Ä'cos  od' —  cos  A  cos  «' 


Fall  b) 

Aus  dem  {^NZS*  ergiebt  sich: 

sinÄ'=  cosiVS'.cosiVZ+siniVS'.siniVZ.cosö', 

aus  dem  ^NZS: 

sin  h  =  cos  NS .  cos  JVZ+  sin  NS.  sin  JVZ.  cos  a 

Durch  Fortschaffung  von  iV5  =  iVS'  folgt  die  gesuchte  Gieichiiiig  fftr 
die  Aequatorhöhe  NZ, 

Fall  c) 

Aus 

.^rc^^-^  t^aSG-m'),BmNZ 

^  ^^  ~"  sin  a'+  tg  (180  —  a>')  cos  a'cos  NZ 
und 

tgjyq^  tg(180— ft>)siniyz 

^  sin  0+  tg  (180—  a>)  cos  a  co^NZ 

erhält  man  durch  Gleichsetzung  von  tgNS'  und  ig  NS  unter  nadi- 
folgender  Division  mit  sin  iVZ  sofort  eine  Beziehung  für  cosi^^. 
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Fall  d) 
Man  hat: 

cos  NS  =»  cos  NZein  h  +  sin  iVZcos  h  cos  (180  —  cd) 
nnd 

8inÄ'=  cosiVS'cosiVZ+sin  JVS'siniV:2rcos  a\ 

Die  Elimination  von  NS^-^^NS'  führt  auf  die  verhuigte  Relation  für  NZ, 

Fall  e) 
Es  ist 

cos  NS  =  cos  iVZsinÄ + «i^  NZcos  h  cos  (180  —  w) 
und 

,^^.,  tg(180>~a)0.siniy2r 

^"-^^  ~"sintf'+tg(180— «)')cos<y'.cosiV^ 

woraus,  unter  Bertlcksichtigung  der  Gleichheit  von  NS  und  NS^  die 
Aequatorhöhe  NZ  erhalten  wird. 

Fall  f) 

Durch  Fortschaffung  von  NS=  NS^  aus  den  Gleichungen: 

sin  Ä  «  cos  iVS .  cos  jYZ-|-  sin  JVSTsin  NZcob  a 

to  VQ/  _  tgdSO^coQsiniyZ 

*  sin  a'+  tg (180—  »')  cos  a'  cos  NZ 


ergiebt  sich  NZ, 


D. 


Methoden,  welche  von  der  Kenntniss  der  Declination  und  des  Meridians 
unabhfingi^  sind. 

Die  Beobachtungen  müssen  sich  hier   stets  auf  drei,  in  einem 
Falle  sogar  auf  vier  Punkte  des  Stemparallels  erstrecken. 

Am  leichtesten  gewinnt  man  eine  Uebersicht  über  alle  hier  mög- 
lichen Methoden,  wenn  man  sie  einteilt: 

1)  in  solche,  bei  denen  drei  Höhen, 

2)  in  solche,  bei  denen  zwei  Höhen, 

3)  in  solche,  bei  denen  eine  Höhe 

zu  den  beobachteten  Elementen  gehören, 

4)  in  solche,  welche  von  Höhenbeobachtungen  unabhängig  sind. 
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Dl. 

Sind  drei  Höhen  (hy  h\  h")  oder,  was  dasselbe  ist,  dreiZenith- 
distanzen  («,  z\  z")  gegeben  (s.  Fig.  2.),  dann  bedarf  man  zur  Lösung 
der  Aufgabe  noch  ausserdem 

entweder  I)  der  beiden  zugehörigen  Azimuthdifferenzen  (^<o,  An^) 
oder  II)  der  beiden  entsprechenden  Zeitdifferenzen  {do^  de*) 
oder  ni)  eine  Azimuthdifferenz  (^/a>)  und  eine  Zeitdifferenz  (^^). 

Im  Falle  I)  hat  man  aus  den  Dreiecken  NZS'\  NZS\  NZSi 

sind— sing»  cos»" 

cos  «  = ; — 77 

cosg^sinüT 
,    ,    ^    ^       sind— sin 09 cos»' 

COS(o+^^<»i)  —  r-—f 

'       ^  cos<)psmr 

,     ,    .      I    ^   V       sind— singpcos» 

cos  (« +-^0)1  +  ^^(0)  =  ~ . 

^     '        *  '        '  cosipsm« 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  nur  die  Grössen  er,  d  und  7 
unbekannt  Eine  elegante  Auflösung  derselben  verdankt  man  Gans 
(vgl.  u.  A.  „Samml.  u.  Aufl.  Mathem.  Aufgaben  von  E.  H.  Schell- 
bach^S  p.  172.). 

Inr  Falle  II)  wo  ausser  den  Zenithdistanzcn  die  beiden  Zwischen- 
zeiten de  und  da^  bekannt  sind  —  ergeben  sich  folgende  Gleichungen : 

.  SS'  .  ,     da 

sin-g-  =cosdsin  -^ 

.  S'S"  ,  .   da' 

sin    o     =  cosdsin-ö- 

.   SS'*            ^  .   da+da'  \       (m) 

sin—g-  =  cosdsin 's ^       ^  ' 

cos  SS'  »  cos  »'cos  »-|- sin  »sin /cos ^09 

COSjS'/S"«  C0S»'C0S»"+8iö«'8in«"C0Si:^(ö' 

cos  SS"  «»  cos  »cos  »"4"  sin  «  sin  »"cos  {doa + dm') 

Substituirt  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  die  Werte  Yon 

.  SS'       .  S'S"       .  /SÄ"    .      ^.     ^    .   ,  _       ,.  ^ 
sm-y,    sm— 5— ,    sm-y    m   die  drei  letzten   (indem  man  setzt 

SS' 
cos  SS' =  1 — 28in*-ö-  u.  s.  f.),   dann  bleiben  drei  Gleichungen  mit 

den  Unbekannten  d,  dn^  dm'^  deren  Lösung  zwar  mit  Umständen, 
aber  keinen  erheblichen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist 
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Im  Falle  III)  kann  man  sich  derselben  6  Gleichungen  zur  Auf. 
lösung  bedienen.  Nur  erscheinen  diesmal  die  Grössen  SS\  S'S'\ 
SS'\  ö^  Ja^  J<a'  als  die  Unbekannten. 


Si^id  zwei  Höhen  aus  Beobachtung  bekannt,  so  ist  es  nicht  immer 
einerlei,  ob  h  und  7t'  oder  A  und  h"  (Fig.  2.)  diese  Höhen  sind,  wie 
man  aus  der  folgenden  Uebersicht  aller  hier  möglichen  Fälle  ersieht, 
wo  namentlich  der  erste  Fall  —  obwohl  an  sich  ganz  dem  Falle  4) 
entsprechend  —  eine  eigentümliche  Behandlung  gestattet. 


Beobachtet  sind 

entweder 

1)! 

A, 

A', 

zfn, 

Ja 

oder 

2): 

A, 

A', 

J», 

Ja', 

Ja' 

oder 

3)  : 

Ä, 

A'. 

Jo, 

Ja', 

Jta' 

oder 

4): 

Ä, 

A", 

Ja,, 

Ja, 

Ja' 

oder 

5)  : 

A. 

A", 

dm. 

Ja', 

Jm' 

oder 

6): 

Ä, 

A", 

Ja, 

Ja', 

Jm'. 

Im  Falle  1)  hat  man  zuerst  das  vollständig  gegebene  Dreieck 
ZBB*  aufzulösen.  Aus  der  so  gefundenen  Seite  ^/S'  und  dem  weiter- 
hin gegebenen  Zeitunterschiede  An  folgt  leicht  die  Poldistanz  NS 
u.  8.  f. 

In  allen  andern  Fällen  (2  bis  6)  sind  die  Gleichungen  (m)  aus 
D^  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Diese  Gleichungen,  6  an  der  Zahl,  ent- 
halten 11  Elemente,  von  denen  hier  allemal  5  als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden.  Die  tatsächliche  Auflösung  kann  nur  Gegenstand 
einer  Specialuntersuchung  sein. 


Kennt  man  nur  eine  einzige  Höhe   —    entweder  ä  oder  ä'  oder 
Ä"  —  ,  dann  bleibt  blos  der  eine  Fall  zu  betrachten: 

Gegeben:    Ä,  ^w,  ^tf,    ^^w'  A^\ 

Auch  hier  hat  man  in  den  mehr  erwähnten  Gleichungen  (m)  die 
ausreichende  Zahl  von  Bedingungsgleichungen. 


£in  hervorragendes  Interesse  nimmt  schliesslich  noch  der  Fall 
in  Anspruch,  wo  über  gar  keine  Höhenbeobachtung  verfügt  und  eben- 
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sowenig  die  Eenntniss  der  Declination  and  des  Meridians  Toraos- 
gesetzt  wird. 

Der  Stern  muss  alsdann  in  4'  Positionen  S,  /S',  S"  und  S*"  (Fig. 
2.)  beobachtet  werden  und  zwar  bilden  folgende  6  Stflcke  die  Gegen- 
stände der  Beobachtung: 

z^w,    Ja,    Jn\    Ja',    Afsi\    Ad'. 

Es  ergeben  sich  damit  leicht  nachstdiende  Gleichungen: 

Ja 

cosSS'=^  1  — 2co8*Ä8in*-2-  =  cos«cos»'+8iii»sin«'cos^(» 

COS  S'S"'^  1— 2cos*^8in^-2-  =  cos«'cos«"+sina'sin»"coB^/a}' 
cosS"S'^^  1— 2cos*Jsin*— g-  =  cosz'^cost^+siaz^sins^cosJa" 
cos  S/S"  =  1  —  2  cos*  ^  sin*  — ^~ 


«  cos»cos«"+sin«sina"cos(^i»  +  ^a)') 

'  -=  1  —  2  cosM  sm* ' — 2"^ 

«  cos2C08«^+  sinasiUÄ^'cosC^^co+^w'+^co") 


cos  S'S^^  1  — 2  cos*  J  sin* — ^ 

«  cosa'co8«*'4"8in«'8in«^co8(^/w'4-  Jo>''). 

Da  nur  ö,  9,  «',  z"  und  s/"  unbekannt  sind,  so  genügen  offenbar  schon 
5  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Problems. 

Ein  Specialfall  verdient  hier  namentlich  Beachtung,  derjenige 
nämlich,  wo  jedes  der  drei  beobachteten  Zwischenazimuthe  //co,  Ja 
und  Jio"  »  einem  Rechten.  Dies  setzt  allerdings  voraus,  dads  ein 
Azimuthfall  von  mindestens  270^  der  Beobachtung  zugänglich  ist  (in- 
dem je  zwei  Beobachtungen  in  entgegengesetzter  Lage  des  Fernrohrs 
angestellt  werden).  Die  Gleichungen  vereinfachen  sich  aber  alsdann 
der  Art,  dass  sie  eine  Auflösung  ohne  Schwierigkeit  zulassen.  Man 
erhält  nämlich  durch  zweckmässige  Division  (mit  Berücksichtigung 
von  cos^o»  =  cos  Ja'  u.  s.  f.  «  0): 

Ja 

1  — 2cos*^sin*-o 
f_       cos  4t 
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1 — 2co8*d8in* — sH 


CO8  0 


o      «ji  •  « ^^'  cos«" 

1  — 2  cos*  5  sin*— ^ 


Hiernach: 


l-2co8«Ä8in«^       l~2co8*asin>      ^    g 
1  — 2co8*d8in*-2-  1  — 2  cos*  d  sin*— 2" 

woraus  sich,  nach  Entfemnng  der  Nenner,  sofort  der  Wert  von  oosd 
herleitet,  und  nächstdem,  in  Verbindung  mit  der  4.  der  obigen  Glei- 
chungen, auch  die  Werte  von  2,  z"  ergeben  u.  s.  f. 


Bei  der  vorstehend  gegebenen  Uebersicht  der  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Polhöhe  ist  wesentlich  nur  der  mathematische  Ge- 
sichtspunkt festgehalten  worden,  gleichviel,  ob  die  eine  oder  andere 
Methode  astronomisch  verwertbar  oder  wegen  der  auftretenden  und 
nicht  zu  beseitigenden  Beobachtungsfehler  zu  praktischen  Zwecken 
ungeeignet  erscheint.  Hier  war  es  lediglich  unsere  Absicht,  alle 
theoretisch  zum  Ziele  führenden  Methoden  aufzusuchen  und  zu  classi- 
iiciren.  Dabei  sind  in  der  Regel  nur  die  allgemeinen  Methoden  her-  < 
vergehoben  worden,  während  Specialfälle  ausser  Acht  gelassen  wurden. 
Diese  entstehen,  wenn  die  Beobachtungselemente  besondere  Werte 
annehmen,  wenn  z.  B.  die  Höhe  h  =  Null,  d.  h.  der  Stern  bei  seinem 
Auf-  oder  Untergange  beobachtet  wird  n.  dgl.  Solcher  Specialmetho- 
den giebt  es  selbstredend  eine  geraume  Anzahl,  und  es  macht  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  sie  heraus  zufinden.  Insbesondere  ist 
hierher  die  bekannte  Methode  zu  rechnen,  die  Polhöhe  als  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Meridianhöhen  eines  Circumpolarstems 
zu  bestimmen.  Dieselbe  reiht  sich  offenbar  derjenigen  der  obigen 
Methoden  an,  bei  denen  der  Meridian  als  bekannt  vorausgesetzt  wird, 
und  erscheint  insofern  als  specieller  Fall,  als  die  Stundenwinkel  oder 
—  wenn  man  will  —  die  Azimuthe  besondern  Wert  (0^  und  180^) 
annehmen.    Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Methode,  welche  in  der 

Gleichung 

90«  — «p  =  d  — Ä   u.  8.  f. 

ihren  Ausdruck  findet,  wo  q>  die  gesuchte  Polhöhe,  d  die  als  be- 
kannt angenommene  Declination,  und  h  die  beobachtete  Meridian- 
höhe  eines  Sterns  bezeichnet. 
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Unerwähnt  geblieben  sind  ferner  Methoden  von  aasgesprochen 
astronomischen  Charakter,  so  die  vorzüglichste  nnter  allen  bis  jetzt 
in  Anwendung  gebrachten  Methoden,  die  Bessel'sche.  Bekanntlich 
sttttzt  sich  dieselbe  auf  eine  zweimalige  Beobachtung  der  Höhe 
desselben  Sterns  im  ersten  Vertical,  auf  die  Kenntniss  der  Beobaeh- 
tungszeiten  u.  s.  f.,  während  die  Declination  ebenfalls  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird.  Unter  dieser  letztem  Voraussetzung  genügt  aber 
zur  Bestimmung  der  Polhöhe  —  wenn  man  die  Sache  rein  mathe- 
matisch nimmt  —  schon  die  einmalige  Beobachtung  der  Höhe 
eines  Sterns  im  ersten  Vertical.  Denn  damit  ist  im  Dreiecke  Zenith- 
Pol-Stern  ausser  der  Declination  und  Höhe  auch  das  Azimuth  (»  90^ 
oder  270^)  gegeben.  Alles  Andere,  was  nach  BesseFs  Methode  noch 
beobachtet  wird,  kann  mithin  nur  den  Zweck  haben,  die  Fehler  der 
Voraussetzungen,  der  Beobachtungen  und  des  Instruments  zu  elimi- 
niren.  Dasselbe  gilt  von  der  Methode  der  correspondirenden 
Höhen.  Die  Zwischenzeit  beider  Höhen  ist  der  doppelte  Stunden- 
winkel,  der  deshalb  auf  diesem  Wege  gefunden  werden  kann.  Dem 
Mathematiker  aber  ist  es  gleichgültig,  ob  der  Stundenwinkel  durch 
directe  Messung  (mittelst  Aequatorialinstrumente)  oder  wie  immer  er- 
mittelt wird.  Für  ihn  bleibt  allein  der  Umstand  bestimmend,  dass 
in  der  obigen  Methode  Declination,  Stunden winkel  und  Höhe  eines 
Sterns  als  bekannt  angenommen  werden. 

Wird  der  Stern  zwar  in  correspondirenden  Höhen  beobachtet, 
aber  nicht  diese,  sondern  die  entsprechenden  Azimuthe  berücksich- 
'tigt  —  ein  Verfahren,  das  man  die  Methode  der  correspondiren- 
den Azimuthe  nennen  könnte  —  ,  dann  bildet  die  Azimuth dif - 
ferenz,  auf  welche  es  hier  allein  ankommt,  das  Doppelte  des  vom 
Meridian  aus  gezählten  Sternazimuths,  während  die  Zwischenzeit 
beider  Beobachtungen  wieder  den  doppelten  Stundenwinkel  angiebt. 
Mathematisch  betrachtet  fällt  die  Methode  also  mit  derjenigen  zu- 
sammen,  bei  der  Declination,  Stundenwinkel  und  Azimuth  die  Data 
bilden.    U.  s.  f. 

Die  nächste  Aufgabe  würde  nun  darin  bestehen,  einerseits  die 
oben  blos  skizzirten  Methoden  mathematisch  zu  vollenden  —  so  weit 
dies  überhaupt  angeht  —  ,  andererseits  dieselben  durch  diejenigen 
Methoden  zu  ergänzen,  welche  aus  der  Beobachtung  mehrerer 
Sterne  resultiren.    Wir  denken  auf  Beides  später  zurück  zukommen. 
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XVI. 
lieber  rationale  Regelflächen  vierten  Grades. 

Von 

Adolf  Ameseder. 


Im  ersten  Abschnitt  dieser  Arbeit  behandeln  wir  die  allgemeine 
Regelfläche  vierten  Grades,  jedoch  in  kurz  gedrängter  Darstellung, 
da  wir  nicht  erfahren  konnten,  was  über  diese  Fläche  bereits  bekannt 
ist  and  uns  insbesondere  die  von  Cremona  über  diesen  Gegenstand 
veröffentlichte  Abhfindlung:  „Snlle  snperficie  gobbe  di  qnarto  grado, 
Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna,  1868^^  derzeit  nicht  erreich- 
bar ist. 

Zum  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchung  wählten  wir  die  —  sich 
zu  diesem  Zweck  besonders  eignende  —  Entstehungsart  der  Fläche 
durch  zwei  projectivische  Tangentenebenen-Systeme  zweiter  Classe. 

Wir  bewiesen  u.  A.,  dass  auf  der  Regelfläche  unendlich  viele 
Kegelschnitte  liegen,  und  dass  die  Ebenen  derselben  eine  allgemeine, 
developpable  Fläche  dritter  Classe  umhüllen,  benutzten  diese  Eigen- 
schaft zum  Uebergang  zu  der  noch  nicht  behandelten  Regelfläche 
{yp*)  vierten  Grades,  mit  einer  einfachen  Leitgeraden;  indem  wir 
zeigten,  dass,  wenn  ein  der  Fläche  eingeschriebener  Kegelschnitt  in 
zwei  Gerade  degenerirt,  dies  mit  allen  geschieht,  und  alle  ein  und 
dieselbe  Gerade  —  die  einfache  Leitlinie  —  zum  Bestandteil  haben. 

Hierauf  wandten  wir  uns  der  Beschreibung  der  interessanteren, 
der  eben  genannten  reciproken  Regelfläche  0\  mit  einer  dreifachen 
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Oeraden  zu;  um  im  letzten  Abschnitt  jene  Eigenschaften  der  Spe- 
cialität  dieser  —  der  Fläche  mit  einer  einfachen  und  dreifachen  Ge- 
raden —  zur  Sprache  zu  bringen,  durch  welche  sie  sich  von  den 
früher  erwähnten  unterscheidet. 

Halas  in  Ungarn,  im  December  1879. 


I. 
Die  allgemeine  rationale  Regelflftche  ylerten  Grades. 

Art.  1.  Zwei  projectivische  Tangentenebenen-Systeme  2^,  T^  auf 
zwei  Kegeln  iT^^  K^^  zweiten  Grades  erzeugen  eine  Regelflache  f* 
vierten  Grades.  Denn  legen  wir  aus  einem  Punkte  a  einer  beliebigen 
Greraden  g  die  zwei  an  K^^  möglichen  Tangentialebenen  Tj',  ir,",  so 
entsprechen  diesen  in  T^  zwei  Ebenen,  und  zwar  der  Ebene  t^'  — 
die  Ebene  Tg'  und  der  Ebene  t/'  —  die  Ebene  t^". 

Diese  Ebenen  schneiden  g  bzw.  in  den  Punkten  ß'  und  ß'\  wel- 
che, wie  leicht  eiuzusehen,  mit  a  in  zwei-zweideutiger  Beziehung 
stehen.  Lassen  wir  einen  dieser  drei  Punkte  die  Gerade  g  durch- 
laufen, so  bilden  die  ihm  entsprechenden  auf  g  eine  Reihe,  welche 
der  durch  ihr  gebildeten  zweideutig  verwandt  ist.  Beide  coaxialen 
Reihen  haben  also  vier  Doppelpunkte  ^j,  6g,  63,  64,  und  jeder  der- 
selben hat  die  Eigenschaft,  dass  sich  in  ihm  zwei  einander  entspre- 
chende Ebenen  der  erzeugenden  Gebildo  schneiden,  d.  h.  dass  er  auf 
Erzeugenden  c  von  f*  liegt.  Die  Gerade  g  schneidet  vier  Erzeugende 
der  untersuchten  Fläche  —  diese  ist  vom  vierten  Grade. 

Der  im  63ten  Bande  des  Grell e'schen  Journales  befindlichen  Ab- 
handlung Schröters  entnehmen  wir,  dass  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer  Tangenten-Systeme  auf  zwei  Kegelschnitten  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  Cjj*  ist  Eine  Ebene  von 
allgemeiner  Lage  schneidet  nun  7\^  und  Tg^  i^  ^^^  bezeichneten, 
erzeugenden  Gebilden,  also  f*  selbst  in  einer  Curve  Q*,  woraus  un- 
mittelbar folgt,  dass  f*  eine  Raumcurve  D^  dritter  Ordnung  zur  Dop- 
pellinie hat.  Dass  diese  Doppellinie  nicht  degenerirt,  sehen  wir 
wieder  aus  dem  38ten  Artikel  unserer  Abhandlung:  „Theorie  der 
Regelflächen  vierten  Grades  mit  einer  Doppelgeraden  und  einem  Dop- 
pelkegelschnitt" *),  in  welcher  wir  die  Bedingungen  unter  welcher  die 
D'  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfällt  entwickeln*,   auch 


1)  Sitsungsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien  vom  Februar  1879. 
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ist  bei  der  Allgemeiuheit  der  Annahme  ein  derartiges  Zerfallen  der 
Doppellinie  ohnehin  ausgeschlossen. 

Eine  durch  eine  Erzeugende  gelegte  Ebene  bestimmt  auf  f*  eine 
Curvo  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt.  Eine  Ebene  E^  welche 
durch  zwei  Erzeugende  c',  c"  gelegt  wird,  die  sich  selbstverständlich 
in  einem  Punkte  a  von  D^  schneiden,  hat  mit  f^  noch  einen  Kegel- 
schnitt C^  gemein,  welcher  «  nicht  enthält,  jede  der  zwei  Erzeugen- 
den aber,  ausser  in  ihren  zweiten  mit  D^  gemeinschaftlichen  Punkten 
ß'  bzhw.  /5",  in  noch  je  einem  Punkte  b'  und  b"  schneidet,  welche  Punkte 
die  Berührungspunkte  der  Doppeltaugentenebeno  E  mit  j*  sind. 

Durchläuft  «  die  Curve  D%  so  umhüllt  E  eine  developpable 
dritter  Classe,  vierter  Ordnunglrf^,  welche  man  auch  als  den  geo- 
iwfitrischen  Ort  der  Geraden  b'b"  ansehen  kann '). 

Jeder  Kegelschnitt  C^  schneidet  D^  in  zwei  Punkten  ß\  ß'\  wo- 
gegen zwei  willkürlich  gewählte  der  unendlich  vielen  f*  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  sich  nicht  schneiden. 

Jede  Erzeugende  begegnet  einem  C^  nur  einmal,  woraus  folgt, 
dass  man  f*  auch  als  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Punktsysteme 
auf  zwei  Kegelschnitten  von  möglichst  allgemeiner  Lage  ansehen 
kann.  Auch  ist  unmittelbar  klar,  dass  f*  durch  D^  und  einen  C^ 
eindeutig  gegeben  ist,  weil  eine  Gerade  e,  welche  sich  derart  bewegt, 
dass  sie  constant .  eine  zweipunktige  Secante  von  D^  und  eine  ein- 
punktige  von  C^  bleibt,  dem  Gesagten  zufolge,  eine  f^  erzeugt,  welche 
I>^  zur  Doppelliüie  hat  und  durch  6'^  einmal  geht 

Ebenso  ist  f*  durch  zwei  Kegelschnitte  und  drei  Erzeugende  be- 
stimmt, da  die  genannten  Erzeugenden  ebensoviele,  einander  ent- 
sprechende Punkte  der  früher  erwähnten,  auf  allen  C^  von  den  Er- 
zeugenden der  f^  bestimmten  Punktsysteme  fixiren. 

Art.  2.    Die  reciproken  Betrachtungen  sind  leicht  zu  bilden. 

Der  aus  einem  Punkt  P  des  Raumes  der  f^  umschriebene  Kegel 
iT^^,  ist  von  der  vierten  Classe  und  sechsten  Ordnung,  er  hat  die 
aus  P  an  tl'^  gelegten  drei  Tangentialebenen  zu  Doppeltangenten- 
ebenen *). 


1)  Siehe  Art.  5. 

2)  Die  Classenzahl  eines  einer  Regelfläche  umschncbenen  Kegels  ist  immer 
gleich  der  Gradzahl  derselben;  während  die  Ordnungszahl  desselben  gleich  der 
Classenzahl  des  allgemeinsten  ebenen  Schnittes  der  Fläche  ist. 

TeilLXV.  16 
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Liegt  P  auf  f*,  so  degenerirt  K^^^  in  einen  Keg^  K^^  dritter 
Classe,  vierter  Ordnung  und  ein  Ebenenbüschel,  w^hes  die  durch 
P  laufende  Erzeugende  e  zur  Axe  hat.  Der  Kegel  ifg*  hat  jene  aus 
P  an  (t^  gelegte  Tangentialebene  zur  Doppeltangentenebene,  welche  c 
nicht  enthält 

Für  einen  Punkt  «  der  Doppellinie  D^  zerfällt  K^^  in  die  durch 
die  in  «  sich  schneidenden  Erzeugenden  e',  e"  bestimmten  zwei  Ebe- 
nenbüschel und  einen  Kegel  K^  zweiten  Grades,  welcher  ausser  der 
Ebene  (c'e")  jode  der  zwei  aus  «  und  d^  gelegten  Tangentenebenen 
berührt. 

Zu  dem  System  dieser  Kegel,  welche  sämmtlich  ihre  Spitzen  auf 
D^  haben,  gehören  auch  die  Trägerkegel  K^^  und  üTj*  der  f*  erzeu- 
genden Gebilde.  Um  dies  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Spitze 
cfj  von  K^^  die  zwei  Tangentialebenen  Tg',  t^"  an  K^^\  jeder  entspricht 
auf  Kj^  eine  Tangentialebene  t/  bzw.  r/',  welche  Ebenen  mit  den 
ersten  die  zwei  durch«,  gehenden  Erzeugenden  Cj',  e/ von  f*  liefern. 
Es  schneiden  sich  also  sowohl  in  der  Spitze  von  Ä,*  als  auch  in  der 
von  ^2*  zwei  Erzeugende,  d.  h.  jede  derselben  liegt  auf  D^. 

Umgehrt  ist  aus  der  Bemerkung,  dass  jede  Erzeugende  der  Fläche 
einen  Kegel  K^  berührt,  und  ein  solcher  durch  diesen  Berührungs- 
punkt eindeutig  bestimmt  ist,  unmittelbar  klar,  dass  irgend  zwei  der 
Fläche  umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  als  Träger  zweier  pro- 
jectivischer  f*  erzeugender  Tangentenebenen -Systeme  angenommen, 
werden  können. 

Aus  dieser  Tatsache  folgt  die  Eigenschaft  der  Regelflächc  f*  durch 
ihre  Doppellinie  D^  und  fünf  Erzeugende  e^,  e^  ...  C5  eindeutig  be- 
stimmt zu  sein.  Denn  legen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  «  von 
D^  und  die  fünf  Erzeugenden  die  Ebenen  -feJj,  E^  ...  E^,  so  bestimmen 
diese  einen  f*  umschriebenen  Kegel  K^,  der,  wenn  «  die  Curve  /)* 
durchläuft,  die  behandelte  Regelfläche  zur  Enveloppc  hat.  Jede  der 
gegebenen  Erzeugenden  kann  durch  einen  Punkt  ersetzt  werden,  weil 
durch  einen  solchen  eine  Erzeugende  von  f*  als  zweipunktige  Secante 
von  D^  vollkommen  fixirt  ist. 

Art.  3.  Die  zwei  Erzeugenden  e',  e",  welche  sich  in  einem  Punkte 
cc  von  D^  schneiden,  treffen  diese  Curve  noch  in  je  einem  Punkte  ß\ 
ß"\  welche  wir  kurz  als  die  dem  Punkte  a  conjugirten  bezeichnen 
wollen. 

Wir  können  aber  auch  ß'  und  ß"  als  einander  eatsprechende 
Punkte  betrachten,  diese  Zuordnung  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand 
zu  bestimmen,  wie  oft  die  sich  in  einem  Punkte  a  von  B^  schnei- 
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deuden  Erzeugenden  coincidiren,  d.  h.  wie  viele  Caspidalponkte  die 
Regelfläche  besitzt. 

Die  zweite  Erzeugende  Pi,  welche  durch  /3'  läuft,,  schneidet  D^ 
noch  in  »i,  durch  welchen  Punkt  auch  noch  eine,  der  Curve  D*  in 
ßi"  begegnende  Erzeugende  e^  geht.  Da  der  Punkt  ß/'  in  derselben 
Weise  wie  jJ"  dem  Punkte  ß'  zugeordnet  ist,  sehen  wir,  dass  die  Be- 
ziehung zwischen  ß'  und  ß"  eine  zwei-zweideutige  ist.  Projiciren  wir 
D^,  und  also  alle  Punkte  ß\  ß"  aus  irgend  einem  Punkte  «n  dieser 
Curve;  so  erhalten  wir  einen  Kegel  zweiten  Grades  («hA>*),  dessen 
Erzeugende  anß\  o[nß'\  . . .  zwei-zweideutig  auf  einander  bezogen  sind. 
Beide  Slrahlensysteme  haben  bekanntlich  vier  Doppelelemeute,  d.  h. 
es  fSllt  ouß*  viermal  mit  anß*'  zusammen,  wenn  sie  den  Kegel  (onD^) 
beschreibt.  Ebenso  oft  coincidirt  notwendig  auch  ß'  mit  /J",  da  ja 
jeder  Kante  des  Kegels  (cr„D3;  die  Curve  D^  nur  in  einem  variablen 
Pnukt  schneidet. 

Wir  können  jedoch  auch  in  anderer  Weise  zeigen,  dass  unter 
allen  Erzeugenden  von  f*,  viere  existiren,  deren  jede  aus  zwei  un- 
endlich nahen,  in  einem  Punkt  von  D^  sich  schneidenden  Erzeugen- 
den besteht. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  ot««  und  die  ihr  conjugirten  Kanten 
o«|S'  und  onß"  die  Ebenen  (anaß')  und  (onaß").  Die  Gesammtheit 
derselben  umhttllt  den  f^  aus  on  umschriebeneu  Kegel  zweiten  Grades 
K\  welcher  (anD^)  in  vier  Erzeugenden  a«(?i,  «„c^,  ««c^  und  ««^4, 
und  daher  D^  in  den  vier  Punkten  Cj,  c,,  cj,  c^  schneidet.  Um  unter 
Vermittlung  von  K^  jene  zwei  Erzeugenden  c',  e"  zu  construiren, 
welche  sich  in  dem  Punkt  a  von  D^  begegnen,  legen  wir  durch  «m« 
die  zwei  Tangentialebenen  an  K^^  sie  schneiden  D^^  in  den  Punkten 
?'  bzhw.  ß",  welche  mit  a  verbunden  bereits  c'  und  e"  liefern.  Wir 
sehen  auch,  dass,  wenn  a  ausserhalb  K^  lag,  die  aus  ihm  an  den 
Kegel  gelegten  Tangentialebenen  und  mithin  auch  die  Erzeugenden  e' 
und  c"  reell  getrennt  sind.  Bewegt  sich  a  auf  D^  so  lange  fort,  bis 
er  mit  c^  coincidirt;  so  fallen  auch  die  Ebenen  (anaß')  und  (onoß'') 
mit  der  K^  längs  anc^  berühi*enden  Ebene  (auc^di)  zusammen.  Die 
Punkte  ß'  und  ß"  rUcken  unendlich  nahe,  einen  Doppelpunkt  d^ 
der  durch  sie  bestimmten  zweideutigen  Punktsysteme  bildend;  die 
Erzeugenden  e',  e"  werden  zu  benachbarten,  unendlich  nahen  in  Cj 
sieb  schneidenden  Erzeugenden.  Sie  bilden  eine  singulare  Erzeugende 
Ci^i  =  61  von  fS  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  dui'ch  sie  und  die 
Tangente  «j  von  D^  in  dj^  bestimmte  Ebene  v^  die  Regelfläche  längs 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  berührt.    Die  Ebene  v^  selbst  wird  Cuspi- 

16* 
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dalebene  genannt^  sie  ist  in  ihren  Eigenschaften  dem  Caspidai- 
punkt  c,  reciprok. 

Die  charakteristischen  Eigenschaften  des  letzteren  sind  die  fol- 
genden: 

Jede  durch  ihn  gehende  Gerade  ist  eine  eigentliche  Tangente  der 
Regekiächo,  da  sie  in  ihm  die  zwei  unendlich  nahen,  in  e^  vereinigten 
Erzeugenden  schneidet  Jede  Ebene  des  Büschels  e^  berührt  die 
Regelfläche  in  ihm ;  weil  die .  e^  benachbarte  Erzeugende  diese  in  c^ 
trifift.  Die  Regelfläche  f^  durchschneidet  sich  in  irgend  einem  Punkte 
a  von  D^\  der  Winkel,  unter  welchem  dies  geschieht,  wird  durch  die 
zwei  Tangentialebenen  B^^  B^  im  bezeichneten  Punkt  gemessen,  welche 
Ebenen  wieder  durch  die  Tangente  r,  von  Iß  in  a,  und  durch  diesen 
Punkt  laufenden  Erzeugenden  e'  bzhw.  e"  gegeben  sind.  Für  den 
Punkt  Ci  sind  nun  e'  und  e"  identisch  mit  6,,  also  die  Ebenen  By, 
B2  mit  (ciTj),  wenn  r^  die  Tangente  von  D^  in  Cj  ist  —  die  Regel- 
fläche f*  berührt  sich  im  Punkte  c^  selbst 

Bewegt  sich  a  in  der  eingeschlagenen  Richtung  auf  D^  über  c, 
fort,  so  gelangt  er  in  das  Innere  des  Kegels  K^,  Jetzt  ist  es  nicht 
möglich  aus  ihm  an  A'*  Tangentialebenen  zu  legen,  diese  sind  und 
mit  ihnen  die  zwei  sich  in  a  begegnenden  Erzeugenden  c',  e"  imagi- 
när. Der  Punkt  a  ist  im  Gegensatz  zu  einem  ausserhalb  K^  gelegenen 
Punkt  von  D^  ein  ideeller  Doppclpunkt  der  Fläche.  Wir  sehen  also, 
dass  die  vier  Cuspidalpunkte  Cj,  cg,  cg,  c^  von  f*  (jeder  dieser  Punkte 
ist  ja  ein  solcher),  die  Doppellinie .  D^  in  ebensoviele  Strecken  teilen, 
von  welchen  je  zwei  angrenzende  ungleichartig,  d.  h.  bzhw.  eigentlich 
und  ideell  sind. 

Die  Cuspidalebene  v^  schneidet  f^  in  einem  eigentlichen  Kegel- 
schnitt C^,  der  C|  ausser  in  d^  in  einem  Punkte  i^  schneidet  Jede 
in  Vi  durch  /j  gezogene  Gerade  hat  in  diesem  Punkt  mit  f*  drei  un- 
endlich nahe  Punkte  gemein,  weshalb  wir  ihn  und  jeden  der  drei 
andern,  in  derselben  Weise  construirten  Punkte  4?  ^»  H  I  ti flexi ons - 
punkt  der  Fläche  nennen. 

Art  4.  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P  und  eine  Erzeugende  t 
von  f*  die  Ebene  E^  so  berührt  diese  die  Fläche  in  einem  auf  e  lie- 
genden Punkt  b.  Lassen  wir  e  nach  einander  alle  möglichen  Lagen 
einnehmen,  so  umhüllt  bekanntlich  E  den  f^  aus  r  umschriebenen 
Kegel,  den  wir  auch  als  geometrischen  Ort  von  Pb  ansehen  können. 
Coincidirt  e  mit  einer  singuläreu  Erzeugenden  c,  so  fällt  Pb  mit  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  P  und  des  auf  e  liegenden  Cuspidai* 
Punktes  c  zusammen. 
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Jeder  der  Regelfläcbe  umschriebene  Kegel  (K^%  Ä^^,  Ä/,  ^4^, 
Jfg*,  Ä'g^  K^)  berührt,  dem  Gesagten  zufolge,  die  singulären  Erzeu- 
genden in  den  Cuspldalpunkten.  Wie  leicht  zu  beweisen  ist,  gilt 
dieser  Satz  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  nur  für  die  Kegel  Ä^^, 
Ä'g*  und  jfiT*,  d.  h.  nur  diese  gehen  durch  alle  vier  Cuspidalpunkte ; 
während  ^"4^,  iT^*  und  iT^^,  deren  Spitzen  bzhw.  in  einer,  zwei  oder 
drei  Cuspidal ebenen  liegen,  resp.  drei,  zwei  und  einen  Cuspidalpunkt 
enthalten. 

Für  die  Kegel  Ä'*,  deren  Spitzen  sich  auf  D^  befinden,  ist  noch 
zu  erwähnen,  dass  sich  innerhalb  derselben  nur  imaginäre  ^)  einfache- 
und  ideelle  Doppel-Punkte  befinden;  während  jeder  ausserhalb  der- 
selben gelegene  Punkt  von  f*  reell  und  eigentlich  ist. 

Dies  beachtend,  betrachten  wir  den  Schnitt  von  f*  mit  irgend 
einer  Fläche  f"  nter  Ordnung.  Er  ist  von  der  4/iten  Ordnung  und 
hat  die  3«  Schnittpunkte  et  von  D^  und  f**  zu  Doppelpunkten.  Die 
Tangenten  in  einem  derselben  erhalten  wir  als  die  Schnittlinien  «^ 
und  *8  der  in  ihm  an  f^  gelegten  Tangentialebenen  B^y  B^  mit  der 
Tangentenebene  T  von  f**.  Enthält  \^  einen  Cuspidalpunkt  c  von  f*^, 
so  hat  die  Schnittlinie  R^**^  beider  Flächen  in  ihm  einen  Doppelpunkt 
mit  coincidirenden  Tangenten  t^^t^^t\  weil  für  einen  solchen  B^ 
und  B^  zusammenfallen.  Die  Curve  i2^**  hat  die  Tendenz  im  Punkte 
c  der  durch  ihre  Tangente  t  angegebenen  Richtung  zu  folgen;  weil 
aber  innerhalb  eines  K^  kein  reeller  einfacher  Punkt  der  Fläche  f* 
liegt,  was  doch  sein  mtisste,  wenn  i2^»*  im  Punkt  c  in  das  Innere  von 
K'^  eindränge,  d.  h.  einen  Berührungsknoten  mit  einer  von  e  ver- 
schiedenen Tangente  hätte;  sehen  wir,  dass  jede  auf  f^  liegende  Curve, 
welche  durch  einen  Cuspidalpunkt  läuft,  entweder  in  ihm  einen  Rück- 
kehrpunkt hat,  oder  die  durch  ihn  gehende  singulare  Erzeugende 
berührt. 

Dieser  Satz  gut  natürlich  auch  für  ebene  Curven.  Ihm  entnehmen 
wir,  dass  Regelfläche  f*,  ihren  vier  Cuspldalpunkten  entsprechend, 
vier  ebene  Curven  C^\  vierter  Ordnung,  dritter  Classe,  mit  drei  Rtick- 
kehrpunkten  hat;  dass  ferner  jede  Tangentialebene  des  aus  einem 
Cuspidalpunkt  c  der  f*  umschriebenen  Kegels  iT*,  die  Fläche  in  einer 
Curve  Q^  dritter  Ordnung  schneidet,  die  c  zum  Rückkehrpunkt  hat. 
Jede  Curve  C^  hingegen,  welche  eine  durch  e  gehende  Ebene  besitzt, 
berührt  diese  singulare  Erzeugende  in  c. 

Die  Curve  JR*'*  schneidet  jede  Erzeugende  in  n  und  jeden  f*  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt   C^  in  2n  Punkten.    Von  den  n  Schnitt- 


1)  Weil  jede  Erzeugende  einen  jeden  Kegel  K^  berührt. 
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punkten  derselben  mit  einer  singulären  Erzeugenden,  in  weldien  sie 
die  durchgehende  Cuspidalebene  v  berührt,  ist  jeder  für  v  doppelt  zu 
zählen,  weil  eben  e  als  Schnitt  von  v  mit  f*  doppelt  zu  zählen  ist. 

Geht  nun  f",  also  auch  Ä^»»  durch  i,  den  zweiten  Schnittpiuikt 
von  e  mit  dem  in  v  liegenden  Kegelschnitt  C*,  den  wir  früher  als 
Inflexionspunkt  von  f*  bezeichnet  haben-,  so  hat  sie  mit  e  ausser  i, 
2n — 2  Punkte  gemein  und  schneidet  C^  in  i  und  in  noch  2«— 1 
Punkten.  Da  aber  12^»»  von  v  in  in  Punkten  getroffen  wird,  sehen 
wir,  dass  die  fehlenden  drei  Punkte  in  i  vereinigt  sind. 

Jede  der  Kegelfläche  f*  eingeschriebene  (ebene  oder  räumliche) 
Curve  berührt  die  Cuspidal  ebenen  in  Punkten  der  singulären  Erzeu- 
genden. Geht  sie  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Fläche,  so  hat  sie 
in  ihm ,  im  Allgemeinen  bzhw.  einen  Inflexionspunkt ,  oder  die  durch- 
gehende Cuspidalebene  zur  Osculationsebene. 

Art.  5.  Die  Berührungscurve  B^  des  aus  einem  Punkt  Pdes 
Raumes  der  f*  umschriebenen  Kegels  K^^  ist  von  der  sechsten  Ord- 
nung; weil  in  jeder  Ebene  des  Bündels  P  sechs  Kanten  von  E^^  sisd. 
und  auf  jeder  ein  Punkt  von  B\  nämlich  ihr  Berührungspunkt  mit 
f*  liegt.  Die  sechs  Rückkehrkanten  r^,  r2  ...  vq  sind  Tangenten  der 
Berührungscurve,  da  diese  im  Allgemeinen  keinen  wirklichen  Doppd- 
punkt,  also  auch  keinen  Rückkehrpunkt  besitzt  ^) ;  sie  lie-gen  auf  einem 
Kegel  zweiten  Grades  und  sind  die  in  P  sich  schneidenden  Haupt- 
oder Inflexionstangenten  der  Regelfläche  f*.  Dass  dem  wirk- 
lich so  ist ,  sehen  wir,  indem  wir  durch  rj  eine  Ebene  E  legen;  sie 
schneidet  K^%  weil  r^  als  Schnitt  doppelt  zu  zählen  ist,  noch  in  vt^ 
Kanten  «i,  «2  •••  «4?  deren  jede  als  einfache  Kante  von  Ä^^amch  eine 
einfache  Tangente  der  Schnittcurve  Cg*  von  E  mit  f*  ist-,  während 
rx,  weil  sie  für  zwei  s  gilt  und  nur  einen  Berührungspunkt  hat,  eine 
Inflexionstangente  von  Cq\  also  auch  von  f*  sein  muss. 

Durch  eine  Gerade  g  des  Bündels  P  kann  man  vier  Tangential- 
ebenen an  K^^  legen,  und  in  jeder  liegt  eine  Tangente  der  Curve  ^. 
Die  Gerade  g  wird  also  ausser  von  den  sechs,  sich  in  P  schneiden- 
den Tangenten  von  vier  Tangenten,  und  zwar  bzhw.  in  den  Pinkfeen 
Pn  P2^  Psj  Pi  getroffen.  Lassen  wir  g  sidi  um  P  drehend,  eine  Ebene 
E  von  möglichst  allgemeiner  Lage  beschreiben,  so  erzeugen  die 
Punkte  />!  ...  2>4  öiJiö  Curve  zehnter  Ordnung,   welche  in  P  eineo 


1)  Wenn  man  eine  Raumcarvc  projicirt,  so  bilden  sich  die  Berührangs- 
punktc  der  aus  dem  Centrum  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  als  Bückkehr- 
pnnkte  ab.  Umgekehrt  entspricht,  im  Allgemeinen,  einer  Spitze  des  Bildes 
eine  aus  dem  Centrnm  an  die  Curve  gelegte  Tangente. 
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sechsfachen  Punkt  hat,  and  der  Schnitt  von  E  mit  der  durch  die 
Tangenten  von  B^  gebildeten  developpablen  Fläche  ist.  Diese  ist  also 
von  der  zehnten  Ordnung  und  B^  selbst  vom  zehnten  Rang. 

Befindet  sich  F  auf  einer  Tangente  t  der  Doppellinie  Z>^,  so  hat 
B^  im  Bertthrungspunkt  b  derselben  einen  wirklichen  Doppelpunkt. 
Ist  h  ein  Cuspidalpunkt,  so  ist  er  für  B^  ein  Rückkehrpunkt. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Regelfläche,  so  ist  die  Berührungscurve  B^ 
von  der  fttnften  Ordnung  und  dem  achten  Rang*,  sie  berührt  in  Pdie 
eigentliche  Haupttangente  der  Fläche.  Ebenso  sind  die  Doppelpunkts- 
taugenten der  Berührungscurve  B^  des  aus  einem  Punkt  a  von  B^ 
der  f^  umschriebenen  Kegels  K^  welche  in  a  einem  Doppelpunkt  hat, 
Inflexionstangenten  der  Fläche. 

Während  alle  diese  Berührungscurven,  mit  Ausnahme  jener  mit 
einem  Rückkehrpunkt,  die  vier  singulären  Erzeugenden  in  den  Cus- 
pidalpankten  tangiren;  tun  dies  die  Berührungscurven  der  Kegel  ^4^ 
K^*'\mdK^^y  welche  bzhw.  von  der  5,  4  und  3ten  Ordnung  sind,  nur 
teilweise,  d.  h.  sie  berühren  resp.  nur  3,  2  und  1  singulare  Er- 
zeugende. 

In  Curven  dritter  Ordnung  wird  f*  auch  von  jenen  Kegeln  K^ 
berührt»  welche  einen  der  Punkte  ri^,  cig,  d^^  d^  zur  Spitze  haben. 

Reciprok  den  Berührungscurven  sind  die  Berührungsflächen,  deren 
bemerkenswerteste  die  Asymptotenfläche  der  Regelfläche  ist  Sie  ist 
eine  developpable  Fläche  sechster  Classe,  zehnter  Ordnung  und  be- 
rührt die  vier  Cuspidalebenen  längs  der  singulären  Erzeugenden. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  noch  der  im  ersten  Artikel  be- 
sprochenen developpablen  Fläche  d^  Erwähnung  tun. 

Eine  diese  längs  einer  Erzeugenden  q  berührende  Ebene  E  ist 
Doppeltangentenebene  der  Regelfläche  f^;  sie  schneidet  diese  in  zwei 
sich  in  einem  Punkt  «  von  Z>'  begegnenden  Erzeugenden  c',  c"  und 
einem  Kegelschnitt  C*.  Zwei  von  den  Schnittpunkten  dieses  Kegel- 
schnittes mit  den  Erzeugenden  sind  die  a  zugeordneten  Punkte  ß* 
und  ß"  von  Ifi\  wogegen  die  andern  zwei  die  Berührungspunkte  6' 
und  i"  seiner  Ebene  mit  f*  sind.  Die  Verbindungslinie  h'h"  ist,  als 
die  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen  E  und£',  von  welchen  die  letztere 
durch  die  zwei  in  dem  o  unendlich  nahen  Punkt  a^  laufenden  Er- 
zeugenden fi',  fj"  gelegt  ist,  die  also  als  Tangentialebene  von  d^  der 
Ebene  E  unmittelbar  folgt  —  die  mit  ^  bezeichnete  Erzeugende 
von  d^. 
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Durch  einen  Punkt  w,  von  C^  ist  eine  Erzeugende  c^  von  f* 
fixirt;  sie  schneidet  D^  in  zwei  Punkten,  welche  zwei  weitere,  C*  in 
7ti^  bzhw.  wg  schneidenden  Erzeugenden  eg  und  Cg  bestimmen.  Die 
Punkte  m^  und  mg^  ^s  stehen  in  zwei-zweideutiger  Beziehung;  die 
Verbindungslinien  vi^vi^  und  miTWg  umhüllen  —  wenn  m^  den  Kegel- 
schnitt C^  durchläuft  —  einen  Kegelschnitt  J"^*),  welcher,  weil  ach 
auch  h'  und  h"  —  &'  und  |3'  —  sowie  &"  und  j5"  in  angegebener 
Weise  entsprechen,  die  Geraden  e',  e"  undi'^>'  =  ^  zu  Tangenten  hat 


Jede  der  Tangenten  w^mg,  m^'T^g'  ...  des  Kegelschnittes  J*  be- 
findet sich  in  einer  Tangentenebene  £,£' ...  der  Fläche  d^\  und  zwar 
bestimmen  zwei  auf  einander  folgende  dieser  Ebenen  auch  zwei  be- 
nachbarte in  einem  Punkte  m  von  J^  sich  schneidende  Tangenten. 
Daraus  und  aus  dem  Umstand,  dass  zwei  unendlich  nahe  Tangential- 
ebenen *)  der  Fläche  d^  sich  in  einer  Erzeugenden  derselben  schnei- 
den, geht  hervor,  dass  jeder  Punkt  m  von  J^  ein  Punkt  dieser  Fläche 
ist,  und  dass  daher  J^  und  9  den  Gesammtschnitt  ihrer  Ebene  E  mit 
d^  bilden  3). 

Der  Kegelschnitt  J^  schneidet  den  Kegelschnitt  C*  in  vier  Punkten 
y,  deren  geometrischer  Ort  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  ist  Die 
Punkte  b'  und  b"  —  deren  jeder  für  die  Ebene  E  doppelt  zu  zählen 
ist  —  und  die  Berührungspunkte  der  Erzeugenden  e'  und  e"  mit  J* 
erfüllen  eine  Raumcurve  B^  sechster  Ordnung,  von  der  Eigenschaft, 
dass  sich  in  allen  ihren  Punkten  die  Flächen  f*  und  d^  berühren. 

Nachdem  das  oben  Gesagte  für  jeden  f*  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt C^  und  dem  ihm  zugeordneten  Kegelschnitt  J^  gilt,  kann  man 
d^  auch  als  geometrischen  Ort  von  J^  betrachten*). 

Jene  Ebene  E^  welche  durch  eine  singulare  Erzeugende  c  und 
die  diese  schneidende  Erzeugende  c  gelegt  ist,  berührt  f*  im  Cuspi- 
dalpunkt  c  und  einem  Punkt  b  von  e;  also  d^  längs  cb.     Daraus  er- 


*)  Siehe  einen  Beweis  im  7.  Art.  der  Abhanrllung:  „Theorie  der  Regel- 
flachen  4ten  Grade»  etc.**. 

2)  Er  ist  hier  immer  nur  von  solchen  Tangentenebenen  der  Flache  rf*  die 
Rede,  welche  sie  längs  Erzeugenden  berühren. 

3)  Aus  dieser  Tatsache  folgt  auch,  dass  d^  eine  allgemeine  developpable 
Fläche  dritter  Classe  ist. 

4)  Die  Erzeugenden  von  f*  bestimmen  auf  irgend  einer  ihr  eingeschriebe- 
nen ebenen  Curve  C^'^  zwei  zweideutige  Systeme.  Die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  umhüllen  in  diesem  Falle  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
dritter  Classe  —  den  Schnitt  der  Ebene  (C^*)  mit  d*. 
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hellt,  dass  B«  durch  den  Cuspidalpunkt  c  läuft,  und  zwar,  nach  Art. 
3.,  hier  die  singulare  Erzeugende  berührt. 

Die  Fläche  rf'  tangirt  auch  die  vier  Cuspidalebenen,  und  zwar 
läugs  der  in  den  Inflexionspunkten  an  die  in  ihnen  liegenden  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten. 

Die  Rückkehrcurve  R^  der  developpablen  Fläche  wird  von  dem 

Berührungspunkt  r  des  Kegelschnittes  J^  und  der  Geraden  Vb''  be- 
schrieben. 

Die  reciproken  Betrachtungen  lehren,  dass  D^  eine  allgemeine 
Kanmcurve  dritter  Ordnung  ist,  dass  sie  von  einer  Berührungscurve 
sechster  Ordnung  (welcher  ein  Berührungskegel  zukommt),  ausser  in 
den  vier  Cuspidalpunkton  in  sechs  variablen  Punkten  geschnitten 
wird  etc. 

Art.  6.  Eine  Haupttangente  der  Regelfläche  f*  schneidet  in  ihrem 
Inflexionspunkt  drei  benachbarte  Erzeugende  e;  und  und  umgekehrt 
sind  alle  Transversalen  dieser  Haupttangenten,  und  ihr  geometrischer 
Ort  das  sich  f^  längs  e  anschnüegende  Hyperboloid. 

Da  sich  in  einem  Punkte  P  des  Raumes  sechs  Haupttangenten 
der  behandelten  Fläche  schneiden,  und  jede  eine  Erzeugende  des 
Schmiegungshyperboloids  ist,  welche  die  durch  ihren  Berührungspunkt 
laufende  Erzeugende  zur  Berührungserzeugenden  hat,  kann  mau  durch 
jeden  Punkt  sechs  Schmiegungshypcrboloide  legen. 

Reciprok  wird  jede  Ebene  von  sechs  Hyperboloiden  genannter 
Art  berührt. 

Durch  einen  Punkt  der  Fläche  selbst  kann  man  nur  drei  Hyper- 
boloide legen,  welche  sich  derselben  längs  einer,  nicht  durch  den 
Punkt  laufenden  Erzeugenden  anschmiegen  etc. 

Art.  7.  Von  den  an  der  Regelfläche  f^  vorzunehmenden  Con- 
structionen-  wollen  wir  nur  einige  beispielsweise  erwähnen  und  für's 
Allgemeine  beiperken,  dass  die  Schwierigkeiten  bei  der  Ausführung 
der  Gonstructionen  höheren  Grades,  welche  für  jeden  Fall  angedeutet 
werden  können,  nur  iu  der  Undurchführbarkeit  der  Hilfsconstructionen 
ihren  Grund  haben. 

Für's  Folgende  wollen  wir  voraussetzen,  dass  f*  durch  eindeutig 
bestimmende  Daten,  etwa  die  Doppellinie  Z>*  und  fünf  Erzeugende 
(der  Punkte)  e^,  e,  ...  65  gegeben  ist 

Will  man  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  G  mit  f*  construiren, 
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SO  lege  man  durch  G  eine  beliebige  Ebene  £;  sie  schneidet  U^  in 
den  Punkten  J^^  J^^  J^  und  die  gegebenen  Erzeugenden  in  p^,  p^ ... 
P5.  Ihr  Schnitt  mit  f*  ist  eine  Curve  Cg*,  vierter  Ordnung,  welche 
zf, ,  z/g,  Jq  zu  Doppelpunkten  hat,  durch  die  p^^  Pi  "  Ps  einfach 
geht,  und  den  Schnitt  T^  der  Ebene  E  mit  irgend  einem  f*  umschrie- 
benen, aus  den  gegebenen  Daten  leicht  zu  construirenden  Kegel  K^ 
zum  vielfach  berührenden  Kegelschnitt  hat  Wie  aus  den  Abhand- 
lungen: „üeber  Curven  4ter  Ordnung  mit  3  Doppelpunkten^^  und 
„Ueber  vierfach  berührende  Kegelschnitte  der  Curven  4ter  Ordnung 
etc."  *)  ersichtlich  ist,  kann  man  unter  Vermittlung  von  T^  die  Schnitt- 
punkte Cr  mit  Q*,  also  auch  mit  f*,  ohne  Cg*  zu  zeichnen,  insaferne 
bestimmen,  als  man  ihre  Construction  auf  die  Bestimmung  der  Sctoit- 
punkte  von  T^  mit  dem  G  „zugeordneten"  Kegelschnitt  zurückfuhrt 

Wie  in  Art.  7.  der  erst  erwähnten  Arbeit  gezeigt  wurde,  kann 
man  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  einer  Q*  zeichnen, 
ohne  die  Curve  zu  construiren;  man  kann  also  auch  in  einem  belie- 
bigen Punkt  der  Fläche  an  sie  die  Tangentialebene  legen. 

Wichtig  ist  die  Construction  der  Cuspidalpunkte^);  für  die  ge- 
machten Prämissen  htiben  wik*  itflre  Bestimmang  in  Art.  3.  afigegebea. 
Diese  kann  auch  in  derselben  Weise  geschehen,  wenn  f^  durch  zwei 
Kegelschnitte  6^*  und  62^  und  drei  Erzeugende  f|,  ej,  f«  gegeben  ist. 
Die  Schnitte  von  C,^  mit  e,,  Cg,  e,,  nämlich  /Jj,  jJ^,  /J3,  entsprechen 
den  homologen  Punkten  «j,  a^,  a^  von  C^*  projectivisch;  sie  fixiren 
mit  diesen  die  erzeugenden  Punktsysteme  eindeutig.  Legen  wir  durch 
die  Tangente  r^  von  C^^  in  a^  jene  zwei  Ebenen,  welche  den  aus  a^ 
dem  Cj*  umschriebenen  Kegel  berühren,  so  geht  durch  ihre  Berüh- 
rungspunkte ftj  bzhw.  02  mit  (7^*  je  eine  Erzeudende  c',  e",  weiche  auf 
Ci^  die  zwei  Punkte  o^  und  o^  bestimmen.  Diese  Punkte  ordnen  wir 
dem  Punkte  a^  zu,  sie  bilden,  wenn  sich  «j  auf  Ci*  bewegt,  eine  Reihe, 
welche  mit  der  von  a^  gebildeten  zwei-zweideutig  verwandt  ist.  Beide 
Reihen  haben  vier  Doppelpunkte,  und  daher  f^  ebenso  viele  singulare 
Erzeugende.  Denn  es  ist  klar,  dass  jene  Erzeugende  e,  welche  durch 
einen  der  Doppelpunkte  läuft,  mit  den  Tangenten  r'  und  t"  der  C^', 
Üa*  in  den  Schnittpunkten  dicsel*  mit  ihr,  in  einer  Ebene  —  einer 
Cuspid&l  ebene  von  f*  liegt. 


1)  SiUb.  d.  k.  Akademie  d.  Wissensch.  z.  Wien  vom  23.  Jafiuar  und 
3.  Juli  1879. 

2)  Für  die  in  der  Abhandlung :  „Theorie  der  Regelfl&chcn  vierten  Grades 
mit  einer  Doppclgeraden  und  einem  Doppelkcgelschnitt''  bchAndeltcn  Fi&chen 
zerfallt  die  Bestimmung  dieser  Singularitäten  in  zwei  quadratische  Aufgaben. 
Sieh«  (K«  Sitzuligsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  «.  Witn  vom  Februar  1879. 
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Die  Ebene  (Cj*)  ochDeidet  den  Kegelschnitt  Q^  in  zwei  Punkten 
ßiy  ßij,  welchen  anf  Cj^  die  Punkte  «/  bzhw. «//  zukommen.  Die  Er- 
zeugenden ajßi  und  anßjj  treffen  sich  in  einem  Doppelpunkt  J  der 
Fläche,  welcher  mit  fünf  Erzeugenden,  etwa  c,,  ei,  «g,  e^  und  6^  einen 
Kegel  K*  bestimmt,  der  die  letzten  vier  Erzeugenden  in  den  Cuspi- 
dalpunkten  der  Begelfläche  berührt. 

Die  zweiten  Schnittpunkte  ^^  und  J^  der  in  der  Ebene  (C^^) 
liegenden  Erzeugenden  und  C^^  sind  auch  Punkte  der  Doppellinie  D^^ 
sie  bestimmen  im  Verein  mit  den  vier  Cuspidalpunkten  diese  ein- 
deutig. Auch  ist  D^  durch  die  Punkte  ^^  ^i,  ^^  und  die  in  glei- 
cher Weise  für  die  Ebene  (C,*)  zu  bestimmenden  Punkte  ^',  ^j', 
J^'  vollkommen  fixirt. 

Diese  wenigen  Beispiele  mögen  genügen.  In  ähnlicher  Weise 
werden  alle  andern  Probleme,  wenn  schon  nicht  graphisch  durchge- 
führt, so  doch  theoretisch  gelöst  werden  können. 


II. 

Die  Begelfläche  vierten  Grades  mit  einer  einfachen  geraden 

Leitlinie  und  einer  Doppellinie  dritter  Ordnung,  und  die  ihr 

redproke  Begelfläche  mit  einer  dreifachen  Geraden. 

Art.  8.  Die  zwei  Erzeugenden  c',  c"  der  Regelfläche  f*,  welche 
sich  in  einem  Punkte  a  der  Doppellinie  D^  begegnen,  treffen  diese 
noch  in  zwei  Punkten  ß'  resp.  ß".  Die  durch  sie  bestimmte  Ebene 
E  schneidet  die  Fläche  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  C*,  wel- 
cher die  Punkte  ß'  und  jS"  enthält,  e'  noch  in  h*  und  c"  noch  in  i" 
trifft. 

Angenommen,  der  Kegelschnitt  C^  würde  degeneriren,  so  könnte 
dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  er  in  die  Verbindungslinie 
ß^'=z^  der  Punkte  ß'  und  /J",  und  in  eine  Gerade  L  zerfällt, 
welche  mit  D^  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Irgend  eine  durch  L  gelegte  Ebene  En  bestimmt  mit  D^  drei 
Punkte  «»,  ßn\  ßn  und  schneidet  f*  in  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  diese  Punkte  zu  Doppelpunkten  haben  muss,  also  aus  den  drei 
Verbindungslinien  Pn',  ^n"  und  ^n*"  derselben  besteht. 

Das  Zerfallen  eines  f^  eingeschriebenen  Kegel- 
schnittes C^  hatte  also  das  aller  andern  zur  Folge.  Ein 
Teil  desselben  ist  als  variable  zweipunktige  Secante  c'"  von  D^  eine 
Erzeugende*,  während  der  zweite  Teil,  nämlich  die  Gerade  Z,  fix  i^, 
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und  da  durch  jeden  ihrer  Punkte  nur  eine  zweipunktige  Secante  von 
D^  läuft,  als  einfache  Leitlinie  der  durch  obige  Annahme  spccialisir- 
ten,  nun  mit  ^^  zu  bezeichnenden  Fläche  erscheint. 

Die  Regelfläche  V^^  ist  durch  ihre  gerade  Leitlinie 
L  und  ihre  Doppellinie  D^  vollkommen  bestimmt,  da  sie 
durch  Gleiten  einer  Geraden  e  an  diesen  Linien  erzeugt  wird. 

Jede  durch  L  gelegte  Ebene  E  ist  eine  dreifache  Tangen- 
tialebene der  Fläche  ^*j  ihre  Berührungspunkte  /,  /',  ■/"  sind 
die  Schnittpunkte  der  drei  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  e',  c"  und 
e'"  mit  Jj\  sie  bilden  auf  dieser  Geraden  eine  kubische  Involution 
jL(y),  welche  mit  der  von  den  Schnittpunkten  of,  j3',  ß"  der  E  mit  Ifi 
gebildeten  kubischen  Involution  projcctivisch  ist.  Die  letztere  Involu- 
tion D^aß)  erzeugt  die  Regclfläche  W\  ihre  vier  Yerzweigungspnnkte 
sind  die  Cuspidalpunkte  der  Fläche^). 

Drehen  wir  die  Ebene  E  so  lange,  bis  ß'  und  ß"  coincidiren, 
also  einen  der  vier  Doppelpunkte  d  von  D\ütß)  bilden ;  so  fallen  auch 
die  Erzeugenden  e',  e",  sich  um  den  mit  E  variablen  Punkt  a  dre- 
hend, zusammen.  Sie  bilden  eine  singulare  Erzeugende  e\  a  wird 
Cuspidalpunkt  C\  und  ^' zur  Cuspidalebene  V,  Diese,  welche 
^*  in  allen  Punkten  von  e  berührt,  gehört  dem  Büschel  L  an;  ihr 
auf  dieser  befindlicher  Berührungspunkt  ^,  der  Schnitt  von  L  mit  e 
ist  ein  Infloxionspunkt  der  Fläche,  und  ein  Doppelpunkt  — 
oder  sich  selbst  entsprechender  Punkt  —  der  Punkt-Involution  L{y), 

Diese  Auseinandersetzungen  zeigen  uns  den  Weg  die  genannten 
Singularitäten  in  einfacher  Weise  zu  consti-uiren. 

Wir  umschreiben  aus  einem  beliebigen  Punkt  y  der  Geraden  L 
der  Doppellinie  D^  den  Kegel;  dieser  ist  von  der  dritten  Ordnung 
und  vierten  Classe,  und  hat  vier  durch  L  gehende  Tangentialebenen 
^n  ^«j  ^3  i^nd  F4*).  Jede  dieser  Ebenen,  so  Fi,  berührt  Lfi  in 
einem  Punkte  d^  und  schneidet  sie  in  einem  Punkt  cj.  Die  Verbin- 
dungslinie beider  Punkte,  von  welchen  c^  ein  Cuspidalpunkt  ist,  ist 


1)  Wir  verweisen  den  Leser  an  dieser  Stelle  ein  für  alle  Mal  auf  die,  die 
kubischen  Involutionen  eingehend  behandelnde:  „Theorie  der  kubischen  Invo- 
lutionen« V.  Prof.  Dr.  Emil  Wcyr.  Abhandig.  d.  böbm.  GescUsch.  d.  Wis- 
sensch.  z.  Frag.     1871. 

2)  Bezüglich  der  Durchführung  dieser  Constructionen  siehe:  „Theorie  der 
mehrdeutigen  geometrischen  Elementargebilde"  von  Prof.  Emil  Weyr.  LcipEig, 
B.  G.  Tenbner  1869;  und  unsern  Aufsatz:  „Ueber  rationale  ebene  Canreo 
dritter  und  vierter  Ordnung''  Sitzb.  d.  k.  Akademie  der  Wissensch.  z.  Witn» 
Octobcrheft  1879. 
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eine  singulare  Erzeugende  e^^,  ihr   Schnittpunkt   f/i  mit   L   ein   In- 
flexionspunkt. 

Die  Tangente  e^  von  D^  in  d^  ist  auch  eine  Erzeugende  von 
^\  und  zwar  als  eine  Verbindungslinie  der  unendlich  nahen  in  c/, 
vereinigten,  sich  entsprechenden  Punkte  von  D^(aß)\  sie  trifft  L  in 
einem  Punkt  2,,  welcher  der  ö^  entsprechende  Verzweigungspunkt 
von  Hy)  ist. 

Art.  9.  Den  drei  Schnittpunkten  er,  ß\  ß"  einer  Ebene  E  des 
Bflschels  X  und  der  Doppellinie  D^  entsprechend,  wird  E  von  drei 
^*  umschriebenen  Kegeln  zweiten  Grades  Äj*,  K^^  und  K^^  berührt. 
Der  Kegel  üTj^,  dessen  Spitze  o  ist,  hat  «y',  die  Verbindungslinie 
seiner  Spitze  und  des  Schnittes  y'  der  nicht  durch  a  gehenden  Er- 
zeagenden e'  mit  L  zur  Berührungskante. 

Die  Berühningskanten  von  K^^  und  K^^  sind  bzhw.  /S'/'  und 
ß^'f\  sie  schneiden  sich  in  einem  Punkt  a^  und  die  Gerade  ay'  resp. 
in  /?/  und  ft". 

Dreht  sich  7iJ  um  X,  so  erzeugen  die  Geraden  ay„  j8'y"  und 
j?"/*'  eine  Regelfläche  ^j*,  welche  L  zur  Leitlinie  hat,  in  allen 
Paukten  derselben  die  Fläche  ^*  berührt  und  die  von  den  Punkten 
**i5  ßi\  A"  beschriebene  Curve  D^^  dritter  Ordnung  zur  Doppel- 
linie  hat. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Ebene  E  mit 
D^  und  Z>i^  lassen  sich  durch  die  folgenden  Gleichungen  ausdrücken: 

iß',  7\  ßr",  ßi')  =  (ß",  f,  ßi",  «a)  =  («,  A  /»/,  «,)  =  -! 

Fällt  E  mit  einer  Cuspidalebene  V  der  Fläche  W*  zusammen, 
so  coineidiren  die  Erzeugenden  e'  und  t"  mit  c,  der  Punkt  a  wird 
zum  Cuspidalpunkt  c,  die  Punkte  j3'  und  ß"  rücken  unendlich  nahe 
und  bilden  den  Doppelpunkt  e^,  während  in  derselben  Weise  ö^  von 
y  und  /'  constitttirt  wird. 

Dieses  Zusammenfallen  der  bezeichneten  Elemente  von  W^  hat 
eine  Coincidenz  der  homologen  Elemente  von  W^^  zur  Folge.  Die 
Erzeugenden  e^'  und  f],''  lilcken  unendlich  nahe  und  fallen  mit  der 
von  e'  und  e"  gebildeten  singulären  Erzeugenden  e  zusammen ;  diese 
gehört  also  in  derselben  Eigenschaft  auch  W^^  an.  Ebenso  bleibt  V 
eine  Cuspidalebene  von  ^]^,  und  hat  auch  diese  Fläche  mit  W^^  den 
Mexionspunkt  ö  gemein.  Der  Punkt  c  spielt  für  W^^  die  Rolle  des 
Ponktes  dj^  wogegen  jener  Cuspidalpunkt  ci  dieser  Fläche,  welcher 
auf  e  liegt,  dem  Punkte  c  bezüglich  d  und  ö  harmonisch  coigugirt  ist. 
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Der  Fläche  Wi\  diese  als  erste  Fläche  aogeuommeQ,  gehört 
wieder  in  derselben  Weise,  wie  sie  W^  zugeordnet  ist,  eine  Fläche 
^j*  an;  dieser  entspricht  wieder  eine  Regelfläche  ^3*,  und  so  in 
infinitum. 

Alle  diese  unendlich  vielen  Flächen  sind  derselben  Gattung,  be- 
rühren sich  längs  der  einfachen  Leitlinie  L  und  haben  dieselben  vier 
singulären  Erzeugenden  und  Cuspidalebeneu.  Zwischen  einem  In- 
flexionspunkt  d,  der  ebenfalls  allen  ^«*  angehört,  und  den  Cnspidal- 
punkten  c,  c/,  cji  ...  cm+n  dieser  Flächen,  welche  auf  der  durch  ö 
laufenden  singulären  Erzeugenden  e  liegen,  bestehen  die  folgenden 
Relationen: 

(d,  d,  c,  ci)  =  —  1 

(Ä,  C,   Ci,   cjj)  =  —  1 
(Ä,  C/,  C77,  cm)  =  —  1 
(^,  <?//,  cm,  civ)  =  —  1) 

(^,   Cm,   Cmfl,   Cm+2)  =  —  1 


(Ä,   Cmiti-2)   «•tn+n-l,    <7m+n)  =  —  1, 

aus  welchen  wir  mit  Leichtigkeit  das  Teilverhältniss  des  Inflexions- 
punktes  d,  bezogen  auf  die  zwei  auf  e  gelegenen  Cuspidalpunkte  cu^i 
und  cmyn  irgend  zweier  der  unendlich  vielen  Flächen  berechnen 
können,  wenn  die  Cuspidalpunkte  der  zwischen  liegenden  Flächen  be- 
kannt sind.    Es  lautet: 


Ci»fyn+1  .  CmAr\Cm\2  ■  Cffl-i-2gm-F8   .  .  .    Cw4-n-2 gw-f-H— 1 

•X -:i— -. . 

CmCm-f'2  .  Cm+1  ^»»+8  .  Cm+2Cm-|-4  .  .  .  <?m-|rM~2<?m+N 

Art.  10.  Betrachten  wir  das  Verhältniss,  in  welchem  das  Ebe- 
nenbüschel L  zu  irgend  einem  ^*  umschriebenen  Kegel  K^  zweiten 
Grades  steht. 

Jede  Erzeugende  e'  der  Fläche  berührt  den  Kegel,  sie  bestimmt 
mit  ihm  eine  Tangentialebene  %\  und  umgekehrt  schneidet  jede  Tan- 
gentialebene von  K'^  —  die  durch  L  gelegte  ausgenommen  —  5^* 
nur  in  einer  Erzeugenden  c',  welche  mit  L  eine  Ebene  B  diefie^ 
Büschels  fixirt.  Diese  Ebene  schneidet  ^^  ausser  ii)  e',  uocb  io 
zwei  Erzeugenden  c"  und  e'",  welche  wir  als  Schnittlinien  der  durcli 
sie  an  i^^  gelegten  Tangentialebenen  t''  und  r"'  nüt  E  ansehen  \i(fm% 
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Wären  wir  von  der  Tangentialebene  t",  die  ^^  in  der  in  E  liegen- 
den Erzeugenden  t"  trifft,  ausgegangen;  so  wären  wir  durch  E  zu 
denselben  Ebenen  t'  und  t'"  gelangt  Die  Gesammtheit  der  Ebenen 
r  bildet  eine  kubische  Tangentonebenen^Involution  ^^(t),  welche  K^ 
zum  Träger  hat,  mit  dem  Büschel  L{E)  projectivisch  ist  und  mit 
demselben  die  durch  die  Spitze  von  K^  gehende  Ebene  Eg^  welche 
diesen  Kegel  auch  berührt,  sich  selbst  entsprechend  gemein  hat.  Das 
Letztere  ersehen  wir  daraus,  dass  in  Eg  eine  Erzeugende  e  liegt,  die 
nicht  durch  die  Spitze  s  von  A'^  geht;  also  nur  als  Schnittlinie  von 
A's,  diese  als  Element  von  K\x)  betrachtet,  mit  sich  selbst,  diesmal 
als  Element  von  L(E)  angesehen,  entstanden  gedacht  werden  kann. 

Aus  diesen  Auseinandersetzungen  und  denen  des  letzten  Artikels 
fliessen  die  folgenden  zwei  wichtigen  Erzeugungsarten  der  Fläche: 

,J)a8  Erzeugniss  einer  axialen^)  kubischen  Punkt- 
Involution  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  D^  ist 
eine  Regelfläche  W^  vierten  Grades,  welche  Z>*  zur 
Doppellinie  und  die  Axe  der  Involution  zur  einfachen 
Leitlinie  hat.^^ 

„Das  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschels  L{E)  und 
einer  ihm  projectivischen  kubischen  Tangentenebenen- 
Involution  K\x)  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  K^ 
ist  eine  Regelfläche  ^*  vierten  Grades;  wenn  die  Axen 
des  Büschels  den  Kegel  K^  berührt,  und  die  beiden  Ge- 
bilden gemeinschaftliche  Ebene  sicheinmal  selbst  ent- 
spricht." 

Diese  Erzeugungsart  der  behandelten  Fläche  ^^  gestattet  uns, 
mit  Leichtigkeit  zu  der  ihr  reciproken  Regelfläche  Q^  vierten  Grades 
mit  einer  dreifachen  Geraden,  und  zwar  dadurch  überzugehen,  dass 
man  die  den  erzeugenden  Gebilden  von  ^*  reciproken  zur  Grund- 
lage nimmt.    Für  diese  Fläche  gilt  der  Satz: 

„Eine  kubische  Punkt-Involution  C\n)  auf  einem 
Kegelschnitt  C*  und  eine  ihr  projectivische  Punkt- 
reihe L{P)  auf  einer  Geraden  i,  die  C*  in  einem  sich 
einmal  selbst  entsprechenden  Punkte  Pq  schneidet,  er- 


1)  Wie  man  eine  Punkt-Involution  auf  einer  ebenen  Curve  eine  centrale 
nennt,  wenn  die  Verbindungslinien  conjngirter  Punkte  durch  einen  Punkt  — 
das  Centrnm  —  gehen,  so  kann  man  ein  derartiges  Gebilde  auf  einer  Raum- 
cur f e  ein  axiales  nennen ,  wenn  conjugirte  Punkte  in  Ebenen  liegen,  die  einem 
Bftschel  angeboren. 
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zeugen  eine  Regelfläche  <S^  vierten  Grades,  welche  L 
zur  dreifachen  Geraden  hat^)." 

Um  diesen  Satz  direct  zu  beweisen,  legen  wir  durch  eine  will- 
kürlich angenommene  Gerade  g  eine  Ebene  £.  Sie  schneidet  L  in 
einem  Punkte  1\  welchem  drei  Punkte  n\  n"  und  Jif"  von  C\n) 
eine  Terne  bildend,  zugeordnet  sind;  sie  fixiren  mit  g  eben  soviele 
Ebenen  f',  e",  f'",  welche  wir  als  die  b  entsprechenden  betrachten 
wollen.  Da  umgekehrt  einer  solchen  Ebene,  ihren  zwei  Schnitt- 
punkten n'  und  Tii'  mit  C^  correspondircnd,  zwei  Ebenen  e  und  f, 
beigeordnet  sind ;  sehen  wir,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  coaxialen 
Büscheln  g{E)  und  g(B')  eine  zwei-dreideutige  ist,  dass  demnach 
dieselben  fünf  Doppelebenen  besitzen.  Während  eine  dieser  Ebenen, 
nämlich  (gPQ)  constant  durch  1\  geht,  sind  die  andern  vier,  weil  jede 
derselben  einen  Punkt  von  L{P)  und  den  ihm  entsprechenden  auf 
C^(n)  enthält,  Tangentialebenen  der  Regelfläche.  Jede  dieser  Ebenen 
bestimmt  eine  Erzeugende,  welche  g  schneidet. 

Jede  Terne  tt',  tc",  n'"  bestimmt  ein  C^  eingeschriebenes  Drei- 
eck. Die  Gesammtheit  dieser  Dreiecke  umhüllt  einen  Kegelschnitt 
J^  —  den  Weyr*schen  Involutionskegelschnitt  (siehe  Theorie  der 
kubischen  Involutionen),  welcher  den  Trägerkegelschnitt  C^  in  vier 
Punkten  z;j,  r^,  v^^  und  v^,  den  Verzweigungspunkten  der  Involution 
schneidet. 

Liegt  n'  ausserhalb  J^,  so  kann  man  an  ihn  zwei  reelle  Tan- 
genten «1*,  <i"  legen,  welche  auf  6'*  die  n'  conjugirten  Punkte  »" 
und  7i'",  welche  in  diesem  Fall  immer  reell  sind,  bestimmen.  Dieser 
Terne  entspricht  auf  L  ein  Punkt  P,  welcher ,  weil  sich  in  ihm  drei 
reelle  Erzeugende  Ptt',  /V  und  iV"  treffen,  ein  eigentlicher 
dreifacher  Punkt  der  Fläche  ist. 

Bewegt  sich  n'  auf  C*  in  einer  bestimmten  Richtung,  so  muss 
er  mit  einem  Verzweigungspunkte  v^  zusammenfallen.  Die  ihm  con- 
jugirten Punkte  7c",  n'"  coincidiren  mit  dem  zweiten  Schnittpunkte  «i^^ 
des  Kegelschnittes  C^  und  der  in  v^  an  J^  gelegten  Tangente  r,, 
in  ihm  einen  Doppelpunkt  der  Involution  bildend. 

Von  den  drei  Erzeugenden  c',  c",  c"*,  die  sich  in  dem  v^  zuge- 
ordneten Punkt  cj  von  L  begegnen,  fallen  zwei  mit  der  Verbindungs- 


1)  Diese  Fläc-he  ist  die  allgemeinste  dieser  Art,  weil  von  zwei  projectivi- 
sehen  Gebilden  [hier  L(^P)  und  C"*(7r)],  deren  eines  immer  eindeutig  ist«  die 
Elemente  des  mehrdeutigen  sieh  zu  Gruppen  vereinigen,  deren  Elemente  iiivo- 
lutorisch  sind.  Eine  Gruppe  (hier  Terne)  entspricht  einem  Element  des  audrrn 
Gebildes. 
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linie  «|  der  Punkte  c^  und  d^  zusammen.  Sie  bilden  eine  singulare 
Erzeugende,  welche  demnach  aus  zwei  benachbarten  sich  in  dem  Punkt 
Ci  schneidenden  und  in  der  durch  e^  und  der  Tangente  TV'  von  C^ 
in  ili  bestimmten  Ebene  V\  liegenden  Erzeugenden  besteht. 

Diese  Ebene  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  Ausdehnung 
der  Erzeugenden  «, ,  da  jede  Gerade  derselben  in  ihrem  Schnitt  mit 
«]  mit  der  Regeliiäche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat  — 
sie  ist  eine  Cuspidalebene  derselben.  Der  Punkt  c^  ist  ein  Cus- 
pidalpunkt;  er  hat  die  Eigenschaft,  dass  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade,  als  durch  den  Schnitt  zweier  benachbarter  in  e^  vereinigter 
Erzeugenden  laufend,  in  ihm  die  Regelflächo  bertlhrt.  Aus  demselben 
Grunde  berührt  auch  jede  Ebene  des  Büschels  e,  die  Fläche  in  q. 

Die  Regelfläche  Q>^  schneidet  sich  in  einem  Punkte  P  der  drei- 
lachen Geraden  L  zweimal;  die  Winkel  E^E^  und  ^2^3,  unter  wel- 
chen dieses  Schneiden  vor  sich  geht,  werden  durch  die  drei  Tangen- 
tialebenen E^  =  (^f')j  E^  ^  {Lc")  und  E^  ^  (-'^^"0  im  bezeichneten 
Punkt  gemessen.  Für  einen  Cuspidalpunkt,  so  q,  fallen  zwei  der  ge- 
nannteu  Ebenen,  der  Coincidenz  zweier  durch  q  laufenden  Erzeugen- 
den e'^  e"'^  ej  entsprechend,  zusammen;  d.  d.  die  Regelfläche  be- 
rührt und  schneidet  sich  einmal  in  einem  Cuspidalpunkt. 

üeberschroitet  n'  bei  seiner  Bewegung  den  Punkt  v,,  so  gelangt 
er  in  das  Innere  des  Kegelschnittes  J^^  weshalb  man  an  diesen  aus 
ihm  keine  reellen  Tangenten  legen  kann,  und  die  ihm  entsprechen- 
den Punkte  7t"  und  7t!"  imaginär  sind.  Die  in  dem  dieser  com- 
plexen  Terne  zugeordneten  Punkt  F  von  L  zusaramentretfenden 
Erzeugenden  zerfallen  in  eine  reelle,  welche  nach  ?r'  zielt,  und  zwei 
imaginäre  durch  «"  und  ti*"  fixirte.  Der  Punkt  /'ist  ein  u  neig  ent- 
licher dreifacher  Punkt  der  Fläche. 

Da  dem  üeberschreiten  des  Punktes  v^  durch  tc',  der  Durchgang 
von  P  durch  c^  correspondirt,  und  C\7t)  vier  Verzweigungspunkte 
besitzt;  gilt  der  Satz: 

„Den  vier  Schnittpunkten  des  Involutionskegel- 
schnittes mit  dem  Trägerkegelschnitt  der  kubischen 
Punkt-Involution  entsprechen  auf  der  dreifachen  Ge- 
raden die  vier  Cuspidalpunkte  der  Regelfläche.  Sie 
teilen  diese  Gerade  in  eben  soviole  Strecken,  von  wel- 
chen je  zwei  benachbarte  ungleichartig,  d.  i.  bzhw.  eigent- 
lich und  uneigentlich  sind.^' 

Art.  11.  In  diesem  Artikel  wollen  wir  die  einander  reciproken  Regel- 
flächen d^  und  ^*  gleichzeitig  behanden;  oder  vielmehr  die  Eigen- 
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Schäften  der  ersten  nachweisen  und  die  der  letztern  blos  citiren;  da 
sie  sich  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  aus  den  ersteren  leicht 
ableiten  lassen,  und  übrigens  aus  dem  ersten  Abschnitt  auch  ergeben, 
weil  W^  eine  Specialität  der  Fläche  f^  ist. 

Irgend  eine  Ebene  ®  schneidet  O^  in  einer  Curve  Q*  vierter 
Ordnung,  welche  den  Schnittpunkt  P  von  ®  und  K  zum  dreifachen 
Punkt  hat  und  deshalb  von  der  sechsten  Classe  ist.  Die  drei  Tan- 
genten in  P  ergeben  sich  als  Schnittlinien  von  (£  und  den  drei  Tan- 
gentialebenen jy,,  E^,  Eq  der  Fläche  (P*  im  bezeichneten  Punkt. 

„Eine  Ebene  von  allgo-  „Der  aus  einem  Punkt 
meiner  Lage  schneidet  die  des  Raumes  der  Regclflä- 
Regelfläche  ^  in  einer  che  ^*  umschriebene  Kegel 
Curve  Q*  vierter  Ordnung,  K^^  ist  von  der  vierten 
welche  auf  der  dreifachen  Classe  und  hat  die  durch 
Geraden  einen  dreifachen  die  gerade  Leitlinie  ge- 
Punkt  hat."  legte  Ebene  zur  dreifachen 

Tangentialebene." 

Die  Berührungscurve  des  Kegels  K^^  mit  der  Fläche  ^*  ist  von 
der  sechsten  Ordnung  und  dem  zehnten  Rang.  Sie  schneidet  die 
Leitgerade  L  in  jenen  drei  Punkten  y',  y",  y*^,  in  welchen  diese  von 
den  drei  in  der  dreifachen  Tangentenebene  (^L)  befindlichen  Erzeu- 
genden e',  e"  und  e"'  getroffen  wird. 

Liegt  ?ß  in  einer  Cuspidalebenc  V  der  Fläche  ^*,  so  zerfällt 
K^^  in  diese  und  einen  Kegel  K^^  fünfter  Ordnung,  welcher  V  zur 
Tangentialebene  und  Inflexionsebene  hat  Die  Inflexions- 
kante  zielt  nach  dem  F  beigeordneten  Inflexionspunkt  d  der  Fläche; 
während  die  einfache  Berührungskante  ?ß  mit  dem  Verzweiguugspunkt 
z  verbindet.  Die  Berührungscurve  des  Kegels  ist  von  der  fünften 
Ordnung  und  hat  in  d  die  Ebene  V  zur  Osculationsebene.  (Siehe 
Art.  4.). 

Reciprok  schneidet  eine  durch  einen  Cuspidalpunkt  c  von  O*  ge- 
legte Ebene  diese  Fläche  in  einer  Curve  Q^  vierter  Ordnung,  fünfter 
Classe,  welche  in  c  einen  Rück  kehr  p  unkt  und  einfachen  Punkt 
hat.  Die  Rückkehrtangente  liegt  in  der  durch  L  und  die  singulare 
Erzeugende  e  fixirte  Doppelebene  Z),  des  ebenfalls  eine  kubische  In- 
volution bildenden  Büschels  L{E)\  wogegen  die  einfache  Tangente, 
der  D  zugehörigen  Verzweigungsebene  W  von  HE)  angehört 

Ist  6  eine  Tangentialebene  der  Fläche  <!>*,  enthält  sie  also  eine 
Erzeugende  e';  so  schneidet  sie  dieselbe  noch  in  einer  Curve  dritter 
Ordnung  €4^%  welche  auf  L  einen  Doppelpunkt  hat.    Dieser  ist  der 
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Sfhnitt  von  e'  und  L,  und  seine  TaDgentcn  liegen  in  den  durrh  e" 
Tifld  e*'  geheaden  Ebenen  des  Büscbels  L.  Die  Ctirve  Q^  scliiiüidet 
f\  ausser  in  P,  in  nodi  einem  Punkt  h^  welcher  der  Berührungs- 
punkt von  ®  ist,  und  sich  leicht  coiistruiren  lässt '). 

T^KineTangentialebeneder  ,,Aus  einem  ihrer  PunTctc^ 
Fläche  0*  schneidet  sie  in  wird  die  Fläche  W^  durch 
einer  Gurve  C4*dritter  Ord-  einen  Kegel  K/  projicirt, 
lüng,  welche  auf  L  einen  welcher  von  der  dritten 
Doppelpunkt  hat."'  Classe  ist  und  eine  durch  L 

gehende    Doppeltangenten- 

ebene   hat>^ 

Wie  oben  erörtert  wnrdo,  berührt  jede  Ebene  d  des  Büachels 
rfier  siugulilren  Erzeugenden  r  die  Regelflnche  0*  im  C uspi dal p unkt 
q  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Schnittcurve  C/,  welche  in  c  einen 
Doppelpunkt  hat  ^  die  singulare  Erzeugende  zur  Doppunktstangente 
besitzt. 

Je  drei  Erzeugende  c',  e",  e*",  welche  für  die  P'läche  3>^  sich  in 
mem  Punkte  r  schneiden ,  oder  für  W^  einer  Ebene  des  Büschels 
UE)  angehören,  bilden  eine  invülutorisehü  Gruppe,  welche  wir  eine 
Erzeugeude-Terne  nennen  wollen.  Diese  Torne  besteht  für  einen 
CMpidalpnukt  f  von  <l^^  oder  eine  Cuspidalebeue  r  von  ^^  aus  einer 
^iDgulären  Erzeugenden  e^  welche  man  als  üoppelelement  des  von  den 
Temen  gebildeten  in volu torischen  Strahlen sy 9 tenis  zu  betrachten  hat, 
und  einer  einfachen  Erzeugenden  c,  welche  wir  Verzwcigungs- 
erz engende  nennen. 

Legen  wir  durch  eine  solche  Erzeugende  der  Hege  [fläche  0^  eine 
Eliene  (S,  so  schneidet  diese  die  Fläche  noch  in  einer  Curve  63* 
dritter  Ordnung,  welche  in  dem  auf  e  gelegenen  Cuspidalpunkt  €  einen 
Doppelpunkt  mit  coincidireadüu  Doppclpuuktstangenten  (E,  D)  *), 
d.  h,  einen  Kückkehrpunkt  hat. 

Eine  Erz  engende -Terue  €\  e",  e"'  tixiit  drei  Doppeltangenten- 
f^benen  (rV),  (e'e'^)  und  {«"c*"),  und  durch  diese  eben  soviele  0^ 
eilige  schrieb  enc  Kegelschnitte  t^",    C^^  und  C'^-.    Ein  solcher  Kegel - 


1)  Stehe  Fror  Dr.  Emtl  Wcyre:  ^Theorie  dar  mehrdeutigen  gcomair.  Ek- 
mentaTgfbild**  etc."  und  die  Abhamllungj  „iTeber  rat.  cli»  Curvori  3,  u.  4t er 
Ordomtg". 

9)  So  bezl^lch^e^  Vfk  den  Schnitt  x  freier  Ebene  n«  hier  clor  Doppel  ebene  D 
tiQd  der  Ebene  ü. 
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schnitt,  so  C^^,  bildet  mit  den  seine  Ebene  @,  bestimmenden  Erzea- 
genden c'  und  c"  den  Gesammtschuitt  mit  (P*;  woraus  in  Gemein- 
schaft mit  der  Tatsache,  dass  dieser  in  dem  Punkt  P^  (X>,Si)  einen 
dreifachen  Punkt  haben  muss,  hervorgeht,  dass  (7,*  den  Punkt  P 
enthält  und  in  ihm  eine  in  der  Ebene  (Lt^)  ^  E^  liegende  Tangente 
hat.  Der  Kegelschnitt  C^^  schneidet  die  Erzeugenden  c'  und  c"  noch- 
mals, und  zwar  in  den  Berührungspunkten  i'  und  ?*"  seiner  Ebene 
mit  <P^. 

Der  Erzeugendeu-Terno  e',  c",  c'"  ist  eine  zweite  c^',  f,",  e/ 
benachbart;  diese  bestimmt  auf  L  einen  Punkt  P\  welcher  dem  von 
der  ersten  lixirton  Punkt  P  unendlich  nahe  ist.  Ihre  Erzeugenden 
sind  in  der  angegebenen  Reihenfolge  den  Erzeugenden  f ',  e",  e*  der 
ersten  Tome  unendlich  nahe;  so  dass  e'  und  fj'  —  e"  und  e/'  — 
und  e'"  und  e^'"  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  (P*  sind.  Die 
Doppeltangentcnebenen  (e'e")  ^  Gj  und  (fi'^i")  ^  ffj'  sind  aufeinan- 
der folgende  Tangentialebenen  der  von  allen  Doppeltangentcnebenen 
umhüllten  dcveloppablen  Fläche  rf^;  welche  wir  die  Doppeltan- 
gentenebencnfläche  der  Regelflächo  O^  nennen.  Sie  kann  auch 
als  geometrischer  Ort  der  Schnittlinie  (®j@i') ,  welche  die  Punkte  b' 
und  &"  verbindet,  angesehen  werden,  und  ist  von  der  dritten  Classe. 

Um  dies  zu  beweisen,  kehren  wir  zur  Betrachtung  der  Regel- 
fläche (P*,  als  Erzcugniss  der  Punktreihe  L(P)  und  der  kubischen 
Involution  C^(jr),  auf  dem  L  in  i'o  schneidenden  Kegelschnitt  6'*  zu- 
rück. Der  Involutionskegelschnitt  J^  wird  von  den  durch  die  Temen 
n;',  ;c",  n'"  gebildeten  Dreiecken  umhüllt,  hat  also  auch  die  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  C*  liegenden  Erzeugenden  Co'  und  f©"  und 
die  Verbindungslinie  ^o'V  i^^^er  zweiten  Schnittpunkte  I^q'  und  k" 
mit  dem  Kegelschnitt  C*  zu  Tangenten. 

Die  Clasoouzahl  der  Fläche  d^  lässt  sich  leicht  iiuden,  wenn  vni 
bemerken ,  dass  sie  das  Erzeugnlss  der  Punktreihe  L(P)  und  der 
kubischen  Tangenten-Involution  J\7t'n'\  Tt^Tf'",  itf^n')  auf  dem  Kegel- 
schnitt ./2  ist,  und  dass  dem  Punkte  Pq  von  i,  ausser  io'V  ^^  ^^^^ 
Erzeugenden  e^  und  Cq",  diese  als  Elemente  von  J^in'n"  ...)  ange- 
sehen, entsprechen.  Wir  umschreiben  zu  dem  Zwecke  dem  Kegel- 
schnitt J'^  aus  einem  willkürlich  angenommenen  Punkt  $  des  Raumes 
den  Kegel  ($J^)  und  suchen  die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte  der  Reihe  L{P)  und  jener  Reihe  L(Q),  welche  von  der 
mit  J'^(7i'7i"  .  .  .)  pcrspectivischen  Tangentenebenen  -  Involution 
HiJ^l^7t'7t'\  ^^n'^n'",  ^Tt'^n'^  mit  dem  Träger  (5ßJ2)  auf  L  gebildet 
wird.    Jedem  P  sind  die  Tangenten  ä'ti",  n"n"'  und  f^n",  also  auch 
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drei  Tangentialebenen  $^'«",  '^n'^n!"^  ^n^'n'  und  daher  ebenso  viele 
Punkte  Qj,  Qj  und  Q3  —  die  [Schnitte  der  drei  Ebenen  mit  L  zu- 
geordnet. Umgekehrt  entsprechen  einem  Q  nur  zwei  Punkte  in  L{P)^ 
P^  und  Pj,  da  man  aus  ihm  nur  zwei  Tangentialebenen  an  (S&J^) 
legen  kann,  diese  ebenso  viel  Tangenten  von  J^  fixiren,  deren  jeder 
ein  Punkt  von  L(P)  zukommt. 

Die  Beziehung  zwischen  P  und  Q  ist  eine  zwei-dreideutige,  da- 
her die  Anzahl  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  fünf.  Zwei 
dieser  Punkte  sind  in  Pq  vereinigt ;  weil  zwei  der  ihm  entsprechenden 
Ebenen  von  $J%..),  nämlich  (^foO  ^^^  (?J^o")  durch  ihn  gehen, 
also  auf  L  zwei  Punkte  der  Reihe  Q  fixiren,  die  ihm  entsprechen 
und  mit  ihm  zusammenfallen,  was  auch  umgekehrt  geschieht,  wenn 
man  Pq  als  Element  von  L(Q)  betrachtei,  weil  eben  die  durch  P^fli^ 
au  $•/*  gelegten  Ebenen  ($eo')  und  (^fo")  die  Tangenten  Pq'  und 
fo"  von  •/*  bestimmen,  welche  Pq  zugeordnet  sind. 

Die  Reihen  L{P)  und  L{Q)  haben  noch  drei  Doppelpunkte  z^,, 
df^  ^3.  Ein  solcher  kommt  dann  zustande,  wenn  eine  Tangential- 
ebene {^n*n")  von  $J^  die  Gerade  L  in  einem  ihr  entsprechenden 
Punkt  P  schneidet,  also  P,  zwei  Punkte  n^  und  n"  der  ihm  ent- 
sprechenden Terne,  und  5ß  in  einer  Ebene  liegen.  Weil  aber  dann 
auch  die  Erzeugenden  Pä'^  c'  und  Pn"^  e"  mit  %  in  einer  Ebene 
liegen,  ist  diese  eine  Doppeltangentenebeue ;  es  entspricht  also  jedem 
der  drei  Punkte  ^  eine  durch  ^  gehende  Doppeltangentenebeue, 
womit  bewiesen  ist,  dass  d^  von  der  dritten  Classe  ist. 

„Durch   jeden    Punkt   der  „Jede  Ebene  der  einfachen 

dreifachen   Geraden   L   der  Leitlinie    der     Regelfläche 

Regelfläche  <1>*  laufen  drei  ^*wirdvon  drei  der  Fläche 

derselben    eingeschriebene  umschriebenen  Kegeln  zwei- 

Eegelschnitte.  Ihre  Ebenen  ten    Grades    berührt.      Die 

sind     Doppeltangentenebe-  Spitzen    dieser    Kegel    sind 

nen  der  Fläche  und  umhül-  Doppelpunkte     der    Fläche 

Ion  eine   developpable   Flä-  und    erfüllen     eine    Raum- 

che  tl^  dritter  Classe."  curve  dritter  Ordnung." 

Art  12.  Bevor  wir  die  Fläche  d^  näher  untersuchen,  haben  wir 
noch  den  folgenden  Satz  nachzuweisen: 

„Jeder  der  .Regelfläche  ,^eder  der  Regelfläche  ^* 
^  eingeschriebene  Kegel-  umschriebene  Kegel  zwei- 
schnitt kann  als  Träger  ten  Grades  kann  als  Träger 
einer  kubischen  Punkt-In-  einer  kubischen  Tangenten- 
volution  betrachtet  werden,  ebenen-Involution  betrach- 
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welche  mit  der  Ponktreihe    tet  werden,  welche  mit  dem 
L(F)  die  Fläche  (P*  erzeugt."    Ebenenbüschel     L{E)     die 

Fläche  erzeugt." 

Wir  fassen  irgend  einen  Kegelschnitt  C*  ins  Auge;  sein  Schnitt- 
punkt mit  L  sei  F.  Durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  n' 
desselben  läuft  nur  eine  Erzeugende  Qh  von  0\  welche  L  in  einem 
Punkte  P»  trifft  Die  durch  diesen  Punkt  gehenden  weitem  Erzea- 
genden c»"  und  e»*  bilden  mit  e,/  eine  Erzeugende-Terne,  schneiden 
also  C*  in  Punkten  Ttu"  bzhw.  tt»'*',  welche  mit  jth'  involutorisch  sind. 
Dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  sehen  wir,  wenn  wir  von  ^r«"  aus- 
gehen. Durch  ihn  läuft  die  Erzeugende  f„",  L  in  Pk  treffend,  durch 
welchen  Punkt  noch  e«'  und  f«*^,  auf  C*  die  Punkte  nn  und  sr," 
iixirend,  geht.  Der  Punkt  P  entspricht  sich  auch  jetzt  einmal  selbst, 
da  nur  zwei  Erzeugende  e'  und  e"  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes 
C^  liegend,  ihn  in  den  zwei  weitem  P  entsprechenden  Punkten  b' 
und  b'^  schneiden. 

Die  Gerade  b'b"  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangentenebenen  (e'e")  mit  <D*,  die  Schnittlinie 
derselben  mit  der  ihr  unmittelbar  folgenden  unendlich  nahen  Doppel- 
tangentenebene (Ci'fi'')  und  als  solche  eine  Erzeugende  der  Fläche  <^. 

Dies  gilt  allgemein  von  irgend  zwei  benachbarten  Doppeltangen- 
tenebenen (en'fw")  und  (Pn+i'p»+i'0  der  Fläche  (P*;  zwei  solche  schnei- 
den sich  immer  in  einer  Geraden  6n,  welche  Erzeugende  von  t^  ist, 
und  längs  welcher  diese  Fläche  von  (c«'e,»")  berührt  wird.  Da  aber 
zwei  auf  einander  folgende  Doppeltangentenebenen  die  Ebene  (f'c") 
in  unendlich  nahen  Tangenten  ^M'W^  ^n^i^nu^i*  des  Involations- 
kegelschnittes  J^  schneiden,  also  der  Schnittpunkt  dieser  auf  «7*  selbst 
liegt;  sehen  wir,  dass  weil  dieser  Punkt  sich  auf  beiden  genannten 
Ebenen  befindet,  ihre  Schnittlinie  f»  durch  ihn  geht,  er  also  ein  Punkt 
der  developpablen  Fläche  rf^  ist 

Daraus,  dass  sowohl  der  Kegelschnitt  C,  also  auch  sein  Involu- 
tionskegelschnitt J*,  als  auch  die  Ebenen  (fn'e«")  und  (e»|i'p«+i") 
beliebig  angenommen  wurden,  geht  hervor,  dass  jeder  der  unendlich 
vielen  Involutionskegelschnitte  der  Regelfläche  (P*  ein  eingeschrie- 
bener Kegelschnitt  der  Doppeltangentenebenenfläche  d^  ist. 

Der  Involutionskegelschnitt  J^  bildet  mit  der,  als  Berühmngs- 
orzeugende  doppelt  zu  zählenden  Geraden  b'b'\  welche  ihn  in  einem 
Punkte  r  berührt,  den  Gesammtschnitt  seiner  Ebene  (e'e")  mit  d^- 
Diese  Fläche  hat  eine  Rückkehrcurve  jB*  dritter  Ordnung,  deren  drei 
Schnittpunkte  mit  (e'e"),  weil  diese  Ebene  eine  Oscnlations-  oder 
Schmiegungsebene  derselben  ist,  nur  in  r  vereinigt  sein  können. 
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Jene  Ebene  (ee),  welche  eine  Verzweigungserzeugende  c  und  die 
dieser  zugeordnete  singulare  Erzeugende  e  enthält,  berührt  <P*  in  dem 
Cuspidalpunkt  c  ^  e,  e^b*  und  einem  zweiten  auf  e  gelegenen 
Punkt  ä";  schneidet  also  die  Regelfläche  in  einem  Kegelschnitt  6'^, 
welcher  duJch  *"  läuft  und  e  in  c  berührt.  Daraus  geht  aber  hervor, 
dass  der  C*  zukommende  Involutionskegelschnitt  die  Verzweigungs- 
erzeugende e  ^  ä'ä"  in  ä"  tangirt,  dass  demnach  c  auch  Erzeugende 
von  d^  ist,  und  die  diese  Fläche  läjags  ihr  berührende  Ebene  (ee)  die 
Curve  B^  in  i"  osculirt. 

Auch  die  Cuspidalebenen  Fj,  Fg,  F3,  F4  der  behandelten  Regel- 
fläche <P*  sind  Tangentialebenen  von  </'.  Eine  solche  schneidet  O* 
in  einem  Kegelschnitt  Cc^,  welcher  e  ausser  in  c  in  einem  Punktp  l 
schneidet,  den  wir  Inflexionspunkt  der  Fläche  nennen.  Jede 
durch  ihn  in  F  gezogene  Gerade  hat  nämlich  mit  <2>*  drei  unendlich 
nahe  in  ihm  vereinigte  Punkte  gemein.  Die  in  i  an  Ce^  gelegte  Tan- 
gente ist  eine  Erzeugende  der  Fläche  d\  deren  weiterer  Schnitt  — 
Je^  —  mit  F  durch  C  läuft 

Irgend  eine  Erzeugende  b'b"  der  developpablen  Fläche  d^  ist  eine 
Doppeltangente  der  Regelfläche  ^^;  woraus  erhellt,  dass  beide  Flä- 
chen ausser  den  vier  Verzweigungser^eugenden  fj,  e^,  C3  und  C4  nur 
noch  eine  Berührungscurve,  und  zwar  sechster  Ordnung  gemein  haben 
können;  welche,  wie  leicht  einzusehen,  die  singulären  Erzeugenden 
in  den  Cuspidalpunkten  berührt*). 

„Jedem  der  Regelfläche  <P*  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt kommt,  als  Träger  einer  von  den  Erzeugenden 
auf  ihm  gebildeten  kubischen  Punkt-Involution,  ein  In- 
volutionskegolschnitt  zu. 

Die  Gesammtheit  dieser  Involutionskegelschnitte  er- 
füllt die  von  den  Doppeltangentenobenen  der  Regel- 
fläche (l>*  umhüllte  developpable  Fläche  rf*  dritter  Classe. 
Diese  Fläche  hat  auch  die  vier  Cuspidalebenen  zu  Tan- 
gentialebenen, schneidet  ^  in  den  vier  Verzweigungs- 
erzeugenden und  berührt  sie  in  einer  Raumcurve  sechs- 
ter Ordnung,  welche  die  singulären  Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  tangirt^). 


1)  Siehe  vor.  Art. 

2)  Der    reciproke    für    *P*    geltende    Satz   ist   leicht   zu  bilden.     Wegen 
Kaamerspamiss  fuhren  wir  ihn  nicht  an. 
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Art.  13.  Was  wir  oben  von  den  <P*  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitten gesagt  haben,  gilt  zum  Teil  von  irgend  einer  der  behan- 
delten Fläche  eingeschriebenen  ebenen  Curve. 

Betrachten  wir  den  allgemeinsten  Schnitt  Q*;  er  hat  auf  i  einen 
dreifachen  Punkt  und  wird  von  jeder  Erzeugenden  nur  in  einem 
Punkt  getroffen.  Umgekehrt  läuft  durch  einen  Punkt  n*  von  C^*^  nur 
eine  Erzeugende  e'.  Diese  schneidet  L  in  einem  Punkt  P,  durch 
welchen  noch  zwei  mit  t'  eine  Terne  constituirende  Erzeugende  c" 
und  c'"  gehen.  Diese  Erzeugenden  begegnen  der  Curve  Q*  bzhw.  in 
den  Punkten  n"  und  jr**,  welche  n'  involutorisch  conjugirt  sind. 
Diese  drei  Punkte  sind  die  Ecken  eines  Dreiecks,  dessen  jede  Seite 
Tangente  des  Schnittes  C3*  der  Ebene  (Cg^)  und  der  Fläche  <i^  ist; 
da  eine  solche  immer  in  einer  Tangentialebene  (e'e")  ...  dieser  Fläche 
liegt.  Durchläuft  n'  die  Curve  Q^  so  umhüllt  das  Dreieck  zt^n^'n" 
die  Curve  C3*,  welche  wir  dieser  Eigenschaft  wegen  Involutions- 
curve  der  kubischen  Punkt-Involution  Q*(«',  n*\  «'^)  nennen  wollen. 

Diese  Punkt-Involution  hat  den  dreifachen  Punkt  der  Curve  Q^ 
zum  dreifachen  Punkt,  weil  die  drei  in  ihm  sich  schneidenden 
Ergeugeuden  von  (P*  mit  Cg*  keinen  weitern  Punkt  gemein  haben. 
Doppelpunkte  der  Involution  sind  die  vier  Schnittpunkte  p,,  p,,  p^, 
774  ihres  Trägers  mit  den  singulären  Erzeugenden;  während  die  Ver- 
zwcigungscrzeugenden  die  Curve  Cg*  in  den  vier  Verzweigungspnnkten 
D],  D2,  1^3  und  ^4  treffen,  diese  sind  auch  die  Schnittpunkte  der  Curve 
C/.  Jeder  andere  der  sechs  beiden  Curven  gemeinschaftlichen  Punkte 
ist  ein  Berührungspunkt  *). 

Die  Untersuchung  wurde  an  einer  willkürlich  angenommenen  ebenen 
Curve  C^*  von  ^*  durchgeführt,  und  es  ist  demnach  klar,  dass  die 
auf  allen  Curven  bezeichneter  Art  durch  die  Erzeugenden  bestimmten 
Involutionen  gleichartig,  d.  h.  gleichzeitig  reelle  oder  imaginäre 
Doppel-  und  Verzweigungspunkte  haben. 

Dass  dies  auch  von  einer  ebenen  Curve  C^  dritter  Ordnung,  und 
jeder  andern  (P*  eingeschriebenen  Curve  gilt,  braucht  wohl  nicht  mehr 
bewiesen  zu  werden;  für  die  Kegelschnitte  wurde  es  ohnehin  bereits 
ausführlich  erörtert. 

„Die  Erzeugenden  der  Regelfläche  O^  bestimmen  auf 
irgend  einer  ihr  eingeschriebenen  ebenen  Curve  Ceine 


1)  Es  gilt  gauz  allgemein:  „Das  Erzeugnis^  einer  kubischen  Punkt-Invo> 
lution  auf  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt  ist 
eine  Curve  C,*  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe,  wenn  der  dreifache  Punkt 
der  Trägercurve  zugleich  ein  dreifacher  Punkt  der  Involution  ist  etc." 
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kubische  Involution,  welche  den  Schnitt  ihrer  Ebene 
mit  der  developpablcn  Fläche  d^  zur  Involutionscurve  J 
hat.  Conjugirte  Punkte  liegen  immer  auf  einer  Terne 
von  Erzeugenden.  Die  Verzweigungspunkte  und  Dop- 
pelpunkte der  Involution  sind  bzhw.  die  Schnitte  ihres 
Trägers  mit  denVerzweigungserzeugenden  und  singulären 
Erzeugenden." 

Art.  14.  Der  allgemeinste  Schnitt  Q*  einer  Ebene  E  mit  <P* 
ist  durch  E^  also  drei  seiner  Punkte  vollkommen  bestimmt;  wenn 
diese  nicht  auf  einer  Geraden  liegen. 

Eine  Curve  Q^  hingegen  ist  durch  zwei  Punkte /?i  und 
P2  zweideutig  gegeben.  Denn  p^Pi  schneidet  O^  noch  in  zwei 
Punkten  ^i  und  q^i  und  sowohl  die,  durch  die  Gerade  pip^,  und  die 
durch  den  Punkt  q^  laufende  Erzeugende  fj  lixirte  A\,  als  auch  jene, 
welche  durch  p^  p^  und  die  den  Punkt  q2  enthaltende  Erzeugende  fg 
gelegt  ist,  schneidet  <2>*  in  einer  Curve  C4^  welche  beide  gegebene 
Punkte  enthält. 

Durch  einen  Punkt  p  der  Regelßäche  kann  man  drei  Tangential- 
ebenen an  die  developpable  Fläche  d^  legen.  Zwei  enthalten  die 
durch  p  gehende  Erzeugende  c'  und  je  eine  jener  Erzeugenden  c", 
e"*,  welche  mit  e'  eine  Terne  bilden.  Sie  schneiden  die  Regelfläche 
in  Kegelschnitten,  welche  nicht  durch  p  gehen.  Die  dritte  Ebene 
schneidet  die  Erzeugende  c'  in  ^,  und  Ö^  in  einem  Kegelschnitt  C^ 
und  zwei  Erzeugenden  en  und  fn".  Da  p  der  Annahme  zufolge  ein 
einfacher  Punkt  der  Fläche  ist,  kann  er  nur  auf  C^  liegen. 

Wäre  p  ein  Schnitt  der  Erzeugenden  e'  mit  dem  durch  (c'c") 
fixirten  Kegelschnitt  Cj*,  so  müsste  er  als  ein  Berührungspunkt  b' 
der  Ebene  (e'c")  mit  O^  auf  d^  liegen.  Man  könnte  an  diese  durch 
ihn  nur  noch  eine  Tangentialebene  —  die  Ebene  (c'e'")  legen,  deren 
Schnitt  C2*  mit  O^  offenbar  nicht  mehr  p  enthalten  kann. 

„Ein  Kegelschnit  der  Regelfläche  <2>*  ist  durch  einen 
(nicht  auf  der  dreifachen  Geraden  befindlichen)  Punkt 
eindeutig  gegeben." 

Die  Erzeugenden  der  Fläche  <I^  schneiden  irgend  zwei  ihr  ein- 
geschriebene ebene  Curven  in  Punkten  projectivischer  Systeme. 
Umgekehrt  kann  O^  immer,  bestimmte  Bedingungen  vorausgesetzt, 
als  das  Erzeugniss  zweier  derartiger  Gebilde  angesehen  und  definirt 
werden. 
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Ein  specieller  Fall,  zugleich  der  wichtigste,  soll  das  Grcsagto  er- 
läutern. 

Wir  fassen  irgend  zwei  Kegelschnitte  C^  und  Cj*  ins  Auge,  die 
im  Allgemeinen  keinen  Punkt  gemein  haben  sollen.  Die  Ebene  E 
des  ersten  schneidet  die  des  zweiten  in  einer  Geraden  ^,  deren  Schnitte 
mit  C^,  a  und  b  heisseu  mögen.  Dem  ersten  dieser  Punkte  können 
wir  auf  C^  einen  ganz  beliebigen  Punkt  «j,  als  entsprechend  zuwei- 
sen ;  wogegen  der  b  zugeordnete  Punkt  b^ ,  falls  das  Erzeugniss  der 
Punktsysteme  C^  und  C^  eine  Fläche  Q>^  sein  soll,  nicht  mehr  will- 
kürlich ist,  sondern  so  gewählt  werden  muss,  dass  bh^  und  aa^ 
sich  in  einem  Punkte  von  C^^,  dem  zweiten  Schnittpunkt  P^  der 
Geraden  aa^  mit  diesem  Kegelschnitt  treffen;  also  vollkommen 
fixirt  ist. 

Die  projectivischen  Punktsysteme  sind  durch  Angabe  noch  eines 
Punktepaares  bestimmt.  Wir  ordnen,  was  am  zweckmässlgsten  ist, 
dem  einen  Schnittpunkt  Cj  von  Cj*  mit  g  den  Punkt  c  auf  C*  zu. 
Er  liefert  mit  diesem  verbunden  eine  Erzeugende  <?c,  ^  fg  die  C^ 
noch  in  einem  Punkt  P  begegnet. 

Die  Regelfläche  (P*,  welche  durch  diese  Daten  gegeben  ist,  hat 
PP^  zur  dreifachen  Geraden.  Weil  nämlich  >7^,  in  i\  drei  and  in 
P  zwei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem  Erzeugniss  iC^C^^)  gemein 
hat,  ist  sie  ein  Bestandteil  desselben.  Dass  sie  eine  dreifache  Ge- 
rade und  demnach  {C^C\^)  identisch  mit  Q>^  ist,  können  wir  folgend 
nachweisen. 

Wir  projiciren  die  Punktsysteme  C%p)  und  C^pi)  bzhw.  aus  den 
auf  ihren  Trägern  liegenden  Punkten  P  und  P^  auf  die  Gerade  g. 
Da  o,  &,  o  ihre  Plätze  nicht  ändern,  oj,  ä^,  c^  aber  durch  die  angegebene 
Manipulation  der  Reihe  nach,  nach  a,  &,  c  verschoben  werden,  sind  die 
Projectionen,  weil  sie  projectivisch  sind  und  drei  entsprechende  Paukte 
aa^',  bb^\  cc^  gemein  haben,  auch  identisch. 

Um  nun  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  'p  von  C^  laufende 
Erzeugende  c  zu  construiren,  projicirt  man  p  aus  P  auf  ^,  verbindet 
den  so  erhaltenen  Punkt  n  mit  Pj ,  sucht  den  zweiten  Schnitt  p^  dieser 
Geraden  ^i\  mit  C^^,  um  so  in  pp^  das  gewünschte  Resultat  zu  er- 
halten. Nachdem  die  Erzeugende  pp^  mit  P/\  in  der  Ebene  (PPj«) 
liegt,  trifft  sie  dieselbe  in  einem  Punkt  P»». 

Die  zwei  aus  einem  willkürlich  gewählten  Punkt  P»  von  PP^ 
den  Trägerkegelschnitten  C^  und  Cj*  umschriebenen  Kegel  K^  und 
K^^  schneiden  sich  ausser  in  PP^  in  drei  Erzeugenden  t\  c"  und  c**, 
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welche  auch  Erzeugende  des  Erzeuguisses  (C*Ci*)  sind.  Um  dies  für 
eine  derselben,  etwa  c',  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  ihre  Schnittpunkte  p'  und  pi  mit  den  Kegelschnitten  C^  und 
Cj*  bzhw.  mit  P  und  P^  verbunden,  Linien  liefern,  die  sich  in  einem 
Punkte  Tu'  von  g  notwendig  schneiden  müssen,  um  in  der  Umkehrung 
dieses  Vorganges  in  p*  und  pi  entsprechende  Punkte  der  erzeugen- 
den Systeme  zu  erkennen. 

In   jedem   Punkt  von   PP^   schneiden    sich   die  Erzeugende  von 

(C^Cj^)^  diese  ist  eine  Regelfläche  (P*  und  hat  PP^  zur  dreifachen 
Geraden. 

„Zwei    projectivische  „Zwei  projectivische  Tan- 

Punktsysteme  auf  zwei  Ke-  gentenebenen-Systeme    auf 

gelschnitten   erzeugen  dann  zwei    Kegeln   zweiten    Gra- 

eine  Kegelfläche    Ö>*,   wenn  des    erzeugen    eine    Regel- 

die  in  der  Ebene  des  einen  fläche  W\  wenn  die  in  der 

Kegelschnittes       liegenden  Spitze  des  einen  Kegels  sich 

Erzeugenden  sich  in  einem  begegnenden     Erzeugenden 

Punkt  desselben  schneiden."  in     einer    Tangentialebene 

desselben  liegen." 

Sollen  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf  zwei  sich  in  einem 
Punkt  P  schneidenden  Kegelschnitten  Cj*  und  Cg*  eine  Regelfläche 
<!^  erzeugen,  so  haben  wir  die  Zuordnung  derart  zu  treffen,  dass  die 
zweiton  Schnittpunkte  a^  und  oj  der  durch  P gehenden  Schnitt- 
linie g  mit  den  Trägerkcgelschnitten  sich  entsprechen. 

Bemerken  wir  noch,  dass  der  aus  einem  Punkt  P  der  dreifachen 
Geraden  irgend  einem  Kegelschnitt  der  Regelfläche  <^  umschriebene 
Kegel  if,  ausser  der  dreifachen  Geraden,  die  sich  in  P  schneidenden 
Erzeugenden  enthält,  so  bedürfen  die  folgenden  Sätze  und  die  ihnen 
reciproken  keines  Beweises. 

„Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  Kegelschnitten  C^*,  C^^ 
und  einer  Geraden  X,  welche  jeden  der  Kegelschnitte 
einmal  schneidet,  so  erzeugt  sie  eine  Regelflächo  ^\ 
welche  L  zur  dreifachen  Geraden  hat." 

„Die  aus  irgend  einem  Punkt  der  dreifachen 
Geraden  der  Regelfläche  ^*,  dem  System  ihrer  ein- 
geschriebenen Kegelschnitte  C*  umschriebenen  Kegel 
bilden  ein  Kegelschnittsbüschel  £^  welches  mit  dem 
Kegelschnittssystcm  projectivisch  ist." 

Die  durch  L  gehende  Tangentialebene  E  eines  Kegels  K^  fixirt 
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durch  ihren  Berühr angspunkt  b  dem  K^  entsprechenden  Kegelschnitt 
eindeutig.    Dieser  läuft  durch  h  und  berührt  in  ihm  E. 

Art.  15.  Die  reciproken  Eigenschaften  der  Regelflächc  ^  sind 
nun  schnell  besprochen. 

Der  aus  einem  Punkt  $  des  Raumes  der  Fläche  <2>*  nmschrie- 
bcue  Kegel  Kj^  ist  von  der  vierten  Classe  sechsten  Ordnung,  und  hat 
die  drei  durch  ^  an  d^  gelegten  Tangentialebenen  zu  Doppcltan- 
geutencberen;  wogegen  er  die  durch  Zugelegte  Ebene  E  nur  einfach 
berührt. 

Er  hat  mit  <I>*  eine  doppelt  zu  zählende  Berührungscurvc  B^q^ 
sechster  Ordnung,  zehnten  Ranges  (dem  Geschlechte  Null),  und  eine 
Schnittcurve  zwölfter  Ordnung  R^^  gemein.  Da  joder  Punkt  von  i^^o^ 
als  Doppelpunkt  im  Gesammtschnitt  gilt,  kann  dieser  in  seinen  mit 
L  gemeinschaftlichen  Punkten  höchstens  Doppelpunkte  haben. 

Jene  Ebene  E^  welche  durch  5|}  und  eine  singulare  Erzeugende 
e  gelegt  ist^  berührt  <Z>^  in  dem  auf  e  befindlichen  Cuspidalpankt  c 
und  schneidet  auch  die  Fläche  in  demselben.  Durch  diesen  Punkt 
läuft  sowohl  B^  als  auch  B}^\  jede  Curve  jedoch  nur  einfach.  Die 
Berühningscurve  hat  mit  einer  Erzeugenden  einen  Punkt  gemein, 
schneidet  daher  jeden  O^  eingeschriebeneu  Kegelschnitt  viermal.  Da 
dies  auch  für  den  in  der  (P*  längs  e  berührenden  Cuspidalebeno  V 
befindlichen  Kegelschnitt  gilt,  ausser  ihm  in  Fnur  e  liegt,  wi^E  die 
Fläche  <^*  blos  in  c  berührt,  können  die  weitern  zwei  Schnittpunkte 
von  Kund  B^  nur  in  c  vereinigt  sein.  Die  Tangente  der  Bertlhrungs- 
curve  B^  im  Punkte  c  liegt  daher  in  V  und  ist,  weil  sie  auch  der 
Ebene  ($e)  angehören  muss,  mit  e  identisch. 

„Der  aus  einem  Punkt  des        „Eine    Ebene   von    allge- 
Raumes  der  Regelfläche  <P*    meiner  Lage   schneidet   die 
umschriebene  Kegel  K^^  ist    Regelfläche     ^*    in     einer 
von      der     vierten      Classe     Curve   Cg*  vierter   Ordnung 
sechster    Ordnung    und    hat    sechster  Classe,  welche  die 
die  drei  durch  seine  Spitze    drei     Schnittpunkte     ihrer 
von  rfg  gelegten  Tangential-    Ebene  mit   der   Doppelliuie 
ebenen  zu  Doppeltangenten-    zu  Doppelpunkten  hat  etc." 
ebenen.    Er  berührt  dieRe- 
gelfläche    in    einer    Curve 
sechster  Ordnung,  zehnten 
Ranges,   welche   die  singu- 
lären   Erzeugenden    in    den 
Cuspidalpunkten  berührt" 


Digitized  by  CjOOQ  iC 


Ameseder:   üeber  rationale  Regefßäcken  vierten   Grades.  269 

Wie  bei  der  allgemeinen  Regelfläche  f^  sind  auch  hier  die  sechs 
Rückkehrkanten  des  Kegels  JST^^  Haupttangenton  der  Regelfläche,  welche 
ebenso  viele  durch  den  Punkt  ^  gehende  Schmiegungshyperboloide 
derselben  bestimmen.  Für  einen  Punkt  einer  Cuspidalebene  ist  der 
amschriebene  Kegel  und  seine  Berührungscurve  von  der  fünften  Ord- 
nung; der  erste  hat  die  genannte  Ebene  zur  Inflexionsebene. 

Der  aus  einem  Punkt  $  der  Fläche  ihr  umschriebene 
Kegel  A3*  ist  von  der  dritten  Ciasso  und  vierten  Ord- 
nung*). Seine  Doppeltangentenebene  ist  die  Ebene  des  durch  ^ 
gehenden  Kegelschnittes  der  Fläche  <P*.  Diese  wird  von  A3*  längs 
einer  Curve  B^^  fünfter  Ordnung,  achten  Ranges  berührt,  welche 
durch  ^4^  läuft,  in  diesem  Punkt  die  durchgehende  eigentliche  Ilaupt- 
tangente  der  Fläche  berührt  und  die  singulären  Erzeugenden  in  den 
Cuspidalpunkten  tangirt.  Die  Curve  -ög^ist  durch  zwei  Punkte 
zweideutig  bestimmt.  Denn  legen  wir  in  diesen  zwei  Punkten 
Pi  und  P2  die  Tangentialebenen  tj  bzhw.  Tg  au  <I>*,  so  können  wir 
jeden  jener  zwei  Schnittpunkte  Sßi  und  ^2  ihrer  Schnittlinie  mit  <D* 
als  Spitze  des  diese  Fläche  längs  einer  durch  p^  und  pi  gehenden 
Berührungscurve  B^^  tangirendeu  Kegels  annehmen,  welche  nicht  auf 
den  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmten  Erzeugenden  liegen. 

Aus  einem  Punkt  $  einer  singulären  Erzeugenden  e  wird  <D* 
durch  einen  Kegel  K^^  projicirt,  welcher  die  Fläche  längs  der  ge- 
nannten Geraden  und  einer  Raumcurve  B*  vierter  Ordnung  berührt, 
die  durch  den  auf  e  gelegenen  Cuspidalpunkt  nicht  geht. 

Befindet  sich  hingegen  $  auf  einem  in  einer  Cuspidalebene  V 
liegenden  Kegelschnitt,  so  zerfällt  A3*  in  diese  Ebene  und  einen  Kegel 
dritter  Orgnung  und  Classe,  dessen  Berührungscurve  von  der  vierten 
Ordnung  ist  und  den   V  zugehörigen  Cuspidalpunkt  nicht  enthält. 

Diese  Curve  degenerirt,  wenn  ^4}  mit  einem  Inflexionspunkt  i  der 
Fläche  coincidirt,  in  die  durchgehende  singulare  Erzeugende  e  und 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  den  auf  e  befindlichen 
Cuspidalpunkt  nicht  läuft. 

In  Raumcurven  dritter  Ordnung  B^  wird  ^  auch  von  jenen 
Kegeln  vierter  Classe  dritter  Ordnung  berührt,   welche   den  Schnitt- 


1)  Fassen  wir  K^  als  geometriichen  Ort  auf,  so  zerfällt  er  iür  einen 
Punkt  der  Fläche  in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentialebene  desselben  und 
den  Kegel  K*\  während  er  als  Enveloppe  betrachtet  in  das  Ebencnbüschcl, 
welches  die  durch  den  Punkt  gehende  Erzeugende  zur  Axe  hat,  und  einen 
Kegel  ÜT,  dritter  Classe  zerfllllt.  K*  und  Ä",  sind  selbstverständlich  identisch, 
(Siehe  auch  Art.  4.) 
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puukt  dreier  Cuspidalebenen  zur  Spitze  haben.  Jeoe  derartige  Be- 
rührungscurvo  hat  die  genannten  drei  Cuspidalebenen  in  den  auf 
ihnen  liegenden  Inflexionspunkten  zu  Osculationsebenen ,  berührt  je- 
doch nur  die  in  der  vierten  befindliche  singulare  Erzeugende  im  Cus- 
pidalpunkt.    Sie  ist  durch  diesen  eindeutig  fixirt. 

Umschriebene  Kegel  zweiten  Grades  besitzt  <P*  ebenso  wenig,  als 
die  Fläche  W^  nach  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  geschnitten 
werden  kann. 

Erwähnenswert  sind  noch  die  Berührungscurvcn  mit  einem  RQck- 
kehrpunkt,  dieser  ist  immer  in  einem  Cuspidalpunkt  und  das  Centrum 
der  Curve  in  der  zugehörigen  Doppelebene  gelegen. 

Art.  16.  Eine  Fläche  f**  nter  Ordnung  durchschneidet  <l>*  in 
einer  Curve  R^  47jter  Ordnung,  welche  die  n  Schnittpunkte  Pj, 
Pg  . . .  I\  der  Fläche  f*  mit  der  dreifachen  Geraden  L  zu  dreifachen 
Punkten  hat.  Die  Tangenten  der  Curve  in  einem  dieser  Punkte  P 
erhalten  wir  als  die  Schnittlinien  ^j,  fg,  t^  der  Tangentialebene  2'  von 
f»*  mit  den  drei  Tangentenebenen  -K^,  A'g,  E.^  der  Regelfläche  (P*  im 
bezeichneten  Punkt. 

Daraus  geht  hervor,  dass  zwei  der  genannten  Tangenten,  etwa^ 
und  *3  coincidiren,  wenn  f*  durch  einen  der  Cuspidalpunkte  c  gelegt 
wurde;  und  zwar  entsprechend  dem  Zusammenfallen  zweier  Tangen- 
tialebenen E^  und  -E3  zu  einer  Doppelebene  D  des  Büschels  H^E\ 
in  welcher  auch  immer  «3  =  «g  ^  *  liegen  muss. 

Die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  Punkt  P  zweimal  durchschnei- 
dende Curve  72^**  berührt  sich  daher,  wenn  P  mit  c  zusammenfällt, 
entweder  einmal,  oder  sie  hat  in  ihm  einen  Rückkehrpunkt. 

Berühren  zwei  Zweige  der  Curve  die  (rerade  «  in  c,  während 
der  dritte  sie  in  diesem  Punkt  schneidet,  so  hat  t  mit  ihr  und  daher 
auch  mit  <P*  fünf  unendlich  nahe  Punkte  gemein,  von  welchen  einer 
auf  den  Schnitt  mit  dem  dritten  Curvenzweig  und  viere  auf  die  Be- 
rührung der  zwei  andern  Aeste  entfallen  ^).  Dies  ist  jedoch  nur  dann 
möglich,  wenn  t  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  auf  <P*  liegt;  was 
aber ,  da    T  immer  sich  in  D  befinden  muss ,  zur  Folge  hat ,  dass  / 


1)  Die  Tangentialebene  T  einer  Raumcurve  R  ia  einem  Doppelpunkt  hat 
in  diesem  mit  ihr  —  den  zwei  Doppelpunktstangenten  /,  und  t^  enteprecheod 
—  vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein.  Coincidiren  fj.  ^"d  t^  «u  einer  (ge- 
raden t",  so  hat  jede  Ebene  des  Büschels  der  letztern,  wie  leicht  cincnsehco, 
die  Bedeutung  von  2,  d.  h.  /  selbst  mit  R  vier  unendlich  nahe  Punkte  gemein. 
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mit  ö  coincidirt,  also  die  Taiigcetialchewe  T  durch  dio  singuUire  Er- 
zeugende fr  geht. 

Besteht  €*  aus  cmum  Hückkohrpuakt,  welclier  von  dem  zweiten 
Ast  einmal  geschnitten  wird,  so  hat  t  mit  /?*"  und  daher  auch  iint 
#^  Tier  iü  p  vereinigte  Punkte?  gemein.  Drei  als  Rückkehrtangoute 
in  c,  zu  wekhcn  noch  der  vierte,  als  Schnitt  mit  dem  zweiten  durch 
c  laufenden  Ast  tritt. 

In  diesem  Fall  —  welcher  der  aJlgenieiuen?  ist  —  kann  t  irgend 
pine  durch  c  in  D  gehende  Gerade  sein,  also  die  Tange utialehenc  T 
voa  f"  in  e  eine  beliebige  Lage  haben. 

Weil  jede  ^^  ein  geschriebene  Curve  als  teilweiser-  oder  Gesammt- 
schnitt  dieser  Fläche  mit  einer  zweiten  angesehen  werden  kann,  gilt 
lier  Satz: 

„Eine  der  Regelflüche  0-*  eingeschriebene  [ebene 
oder  räumliche]  Curve,  welche  dnrcli  einen  Cnspidal- 
paukt  läuft,  hat  in  ihm  entweder  einen  Rückkohrpunkt 
öder  die  durchgehende  singulare  Erzeugende  zur  Tan- 
gente^)" 

Eine  Cuspidalcbenc  V  berührt  <1*^  iu  allen  Pmikten  einer  dngu- 
!Üren  Erzengeuden  e.  Wenn  dalier  7^"  die  Gerade  e  schneidet ,  so 
berfthrt  sie  in  diesen  Punkten  immer  auch   V. 

Ansser  den  n  Schnittimnkten  von  e  mit  H^^^  deren  jeder  für  V 
doppelt  7M  Zähleu  ist,  schneidet  diese  Ebene  ^lic  Cur\'e  in  2f**Puukten, 
welche  sich  also  auf  dem  in  V  gelegenen  Kegel  aohnitt  C-  befinden 
müssen. 

Geht  f^  und  mithin  auch  T\^**  durch  den  in  V  liegenden  Inrtexi- 
ODspunkt  t\  so  hat  diese  Curve  mit  V  drei  unendlich  nahe  in  i  ver- 
einigte  Punkte  gemein,  nachdem  sie  6'^  noch  in  2h ^1-  und  e.  in 
H—1 -Punkten  —  ausser  in  /  —  schneidet,  und  jeder  auf  c  gelegene 
Paukt  für   V  für  zwei  Punkte   gilt,     Ist  also  /^*"  eine  ebene  Curve, 

wo   dann    ^  ^^  ist,  so  hat  sie  in  *  einen  Wendepunkt,  ist  sie  hin- 
|(^en  ränmhch,  dann  wird  sie  von   V  in  /  osculirt. 

,3ii^^  der  Regelfi  Tic  he  4)^  oingosch  rieben  e  (ebene 
öder  Kaum-)  Cnrye  berührt  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  den    singulären  Erzeugenden  die  Guapidalebeneu/^ 


1)  Siehe  die  BerÜhrungscurven. 
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Läuft  sie  durch  einen  Inflexionspunkt^  so  hat  sie  in 
ihm  im  Allgemeinen  bzhw.  einen  Wendepunkt,  oder  die 
durchgehende  Cuspidalebene  zur  Osculationsebene." 

Art.  17.  Bei  einer  etwas  eingehendem  Untersuchung  der  einer 
Regelfläche  eingeschriebenen  Raumcurven  drängt  sich  vor  Allem  die 
Frage  auf,  durch  wie  viele  Daten  eine  solche  bestimmt  ist 

Die  Beantwortung  dieser  für  die  Regelfläche  <1^  ist  verbältoiss- 
massig  leicht,  da  sie  sich  auf  das  bereits  gelöste  Problem,  einen 
Kegel  durch  Kanten  zu  bestimmen,  zurückführen  lässt.  Wie  dies  ge- 
schieht, wird  diese  Untersuchung  zeigen. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nur  erwähnen,  dass  wir  —  und  zwar 
an  einem  scheinbar  speciellcn  Fall  —  eine  Formel  aufstellen  wer- 
den, aus  welcher  mau  durch  einfache  Substitution  der  in  jedem  Fall 
für  die  zu  untersuchende  Curve  gegebenen  Daten,  die  Zahl  ihrer  Be- 
stimmungsstücke bequem  finden  kann;  und  von  der  wir  zeigen  wer- 
den, dass  sie  für  jede  Annahme  gilt,  also  alle  der  Regelfläche  0* 
eingeschriebenen  Curven  umfasst 

Die  oben  erwähnte  wegen  ihrer  eigentümlichen  Entstehungsart 
scheinbar  specielle  Curvenclasse  —  welche  jedoch  alle  auf  tD*  liegenden 
Curven  enthält  —  ist  jene,  welche  man  als  teilweisen  Schnitt  der 
Fläche  O*  mit  einer  durch  ihre  dreifache  Gerade  L  gelegten  Fläche 
f"»+"  erhält.  Um  die  Untersuchung  möglichst  allgemein  zu  machen, 
nehmen  wir  an,  f*"+»*  sei  eine  Regelfläche  (m-^-n) ter  Ordnung,  die 
L  zur  m  fachen  Geraden  hat,  und  durch  q  Erzeugende  von  <P^  geht, 
wobei  die  letzteren  untereinander  windschief  sind,  oder  auch  zu  zweien 
oder  dreien  sich  schneiden.  Beide  Flächen  haben  unter  dieser  Vor- 
aussetzung noch  eine  Raumcurve  Ä^,  ^  =  A[ßm-\-n]  —  3w— 5  = 
wi+47?  — ^ter  Ordnung  gemein;  da  jede  gemeinsame  Erzeugende  der- 
selben als  Curve  ersten  Grades,  und  die  Gerade  L  als  resp.  Bestand- 
teil 3-  und  m^ö*'  Ordnung  der  sich  schneidenden  Flächen  als  gemein- 
schaftliche Curve  3mter  Ordnung  in  Rechnung  zu  bringen  ist 

Eine  Ebene  E  des  Büschels  L  schneidet  die  Fläche  (^  in  einer 
Erzeugenden  e  und  berührt  sie  in  dem  Schnittpunkt  P  dieser  mit  L\ 
dieselbe  Ebene  hat  mit  f^^^'*,  ausser  der  mmal  zu  zählenden  Geraden 
Z,  n  Erzeugende  f^,  f ^  . . .  f n  gemeinschaftlich,  deren  Schnittpunkte 
mit  i,  nämlich  Qj,  Q»  •  •  •  Q«-i,  Q«j  die  n  Tangentialpunkte  bezeich- 
neter Ebene  mit  f"»+»»  sind. 

Die  Erzeugende  e  trifft  die  n Erzeugenden  f^,  e^  .,,  s»  in  ebenso 
vielen  Punkten  p^,  Pi  -^  pny  welche  sämmtlich  der  Curve  E^'  ange- 
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hören.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  einer  dieser  Punkte,  etwa  pk  mit 
F  coincidirt,  also  beide  Flächen  sich  in  F  berühren;  auch  dann  ist 
er,  wie  leicht  einzusehen,  ein  Punkt  dieser  Gurre  —  jenen  Fall  aus- 
geschlossen, in  welchem  die  Erzeugenden  e  und  et  zusammenfallen, 
d.  h.  eine  der  q  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  bilden. 

Irgend  eine  durch  eine  derartige  Gerade  eik  gelegte  Ebene  A 
berührt  sowohl  Q*  in  einem  Punkt  a  derselben,  als  auch  f«»+»  in 
einem  zweiten  Punkt  b. 

Beide  Punkte  bilden  bei  der  Drehung  von  A  eine  quadratische 
Involution,  deren  zwei  Doppelpunkte  offenbar  die  Eigenschaft  haben, 
dass  sich  in  ihnen  die  Regelilächen  berühren.  Einer  dieser  Punkte 
ist  P,  wogegen  der  andere  irgendwo  auf  eejc  liegt,  und  mit  den  n — 1 
Schnittpunkten  dieser  Geraden  und  den  andern  in  E  befindlichen  Er- 
zeugenden «1,  «2  . . .  €A-i,  fjk+i  ..•  (h  die  n  der  Curve  R^  und  der 
bezeichneten  Erzeugenden  s  tsk  gemeinschaftlichen  Punkte  vorstellt. 

Aus  diesen  Auseinandersetzungen  ist  klar,  dass,  wenn  man  von 
der  Zahl  der  Doppelpunkte  jener  Reihen,  welche  durch  P  und  die 
Qi,  Qi  '  --  Qn  auf  L  gebildet  werden,  die  Zahl  Q  abzieht;  man  die 
Anzahl  M  der  L  und  R^  gemeinschaftlichen  Punkte  «i,  «g,  «»  . . .  «m 
erhält.  In  jedem  Punkte  F  kann  man  an  (P^  drei  Tangentialebenen 
£,,  £2,  A3  legen  und  jede  berührt  f*»+'»  in  n  Punkten,  die  alle  dem 
Punkte  P  entsprechen ;  umgekehrt  sind  einem  Punkte  Q  m  Punkte  P 
zugeordnet,  weil  man  in  einem  solchen  m  Tangentenebcuen  E^  ... 
Em  an  f^+"  legen  kann  und  jede  zugleich  eine  einfache  Tangential- 
ebene von  ^  ist.  Die  Beziehung  zwischen  den  Reihen  L{P)  und 
Ir(Q)  ist  daher  m  —  3n  deutig,  und  also  die  Zahl 

Der  ans  einem  beliebigen  Punkt  P  von  L  der  Curve  R^^  um- 
schriebene Kegel  K^  ist  von  der  JNten  Ordnung,  hat  die  in  P  sich 
schneidenden  drei  Erzeugenden  c',  c"  und  c*^  von  (P*  —  da  jede  eine 
n  punktige  Secante  von  R^  ist  —  zu  n  fachen  und  L  selbst  —  aus 
demselben  Grunde  —  zur  Af  fachen  Kante. 

Da  dies,  wie  erwähnt,  für  jede  Lage  des  Punktes  P  gilt,  und 
eine  ilf  fache  Kante  eines  Kegels  die  Stelle  von  — ^2  Bedin- 

gungen vertritt^),   ist  die  Zahl  der  K^  bestimmendoe  Daten  (z.  B. 
Kanten) : 


\)  Bezüglich   der    Zahl   der   Bestimmnngsstücke    eines  allgemeinen  Kegels 
weiten  wir  den  g.  Leser  auf  die    für  ebene  Cnrven  aufgestellten  Plücker*ßchen 

TrilLXV.  18 
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N(N+Z)       il/(Af-fl)       3n(n-fl) 
^"         2  2  2^    ' 

weiche  durch  Substitutioii  des  Wertes: 

W-.  N—M 
die  Form 

I) Z-^  M—{M-N)(2M'-N) 

annimmt. 


Formeln,  welche  auch  fflr  Kegel  Geltung  haben;    nur  mnss  man,  wie  ans  der 

Projection  genannter  Curye  erhellt,  statt  Punkte    — -   Kanten  als  Elemente  an- 

M(M4-\) 
nehmen.     Dass  eine  3f  fache  Knnte  eines  Kegels  fQr  — ^ — - —       Bcding-nngen 

(x.  B.  einfache  Kanten^  gilt,    dürfte  doch  nicht  allgemein  bekannt  aeiu;    wes- 
halb wir  hier  einen,   unseres  Wissens,   neuen  Beweis  des  reciprokcn  für  ebene 

Curven  geltenden  Satzes,  dass  ein  i/facher  Punkt  — ^ — '—   einfnchc  Bettim- 

mungsstücke  ersetit,  geben. 

Wir  fassen,  um  recht  schnell  an's  Ziel  xu  gelangen,  eine  Curre  A/-f  1  ter 
Ordnung  mit  einem  J^  fachen  Punkte  L  in's  Auge.  W&hlen  diesen  nnd  iigead 
einen  einfachen  Punkt  E  zu  Scheiteln  von  StrahlenbQscheln  L^Ä)  und  E{B), 
welche  C^+1  erzeugen  sollen.  Irgend  ein  Strahl  A  des  ersten  BQscheU 
schneidet  C^+l,  ausser  in  L,  in  einem  Punkte  p^  der  mit  £  den  A  xugeord- 
neten  Strahl  B  des  letztern  Büschels  iixirt.  Diesem  entsprechen  M  Strahlen 
Ay  da  er  die  Gurre  in  £  und  M  andern  Punkten  trifft. 

Die  Beziehung  zwischen  B  und  A  ist  eine  1— m  deutige,  und  daher  die 
Verwandschaftsgleichung  der  Büschel  —  welche  zugleich  Gleichung  der  Gurre 
ist  —  die  folgende: 

+  ••  -}-|Sjf-i<.+/Jjf]-0 

wenn  o  dus  Teilverh&Itniss  irgend  eines  Strahles  B  von  £(B),  bezüglich  sireier 
angenommener  fester  Strahlen  B^  und  B^  des  Büschels  E  bedeutet;  und  analog 
mit  Q  das  Teil  verhält  niss  eines  Strahles  A,  bezogen  auf  zwei  bekannte  Strahlen 
^li   und  A^  von  L(A^  bezeichnet  ist. 

Nehmen  wir  L  zum  Ursprung  und  Ai  und  A^  zu  Axon  eines  recfatwink- 
iigcn  Coordinatensystemcs,  in  welchem  x  und  y  die  Goordinaten  eines  Punktes 
sind,  so  ist: 

X 

und 
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Dies  ist  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke  für  einen  der  Curve  R^^' 
umschriebenen  Kegel  K^^  möge  seine  Spitze  P  irgendwo  auf  L  au- 
genommen  sein. 

Dieser  Kegel  hat  mit  ^  ausser  R^  den  drei  Erzeugenden  i:\ 
t'\  e**,  welche  sich  in  P  schneiden,  und  welche  zusammen  im  Ge- 
sammtschnitt  {<t^K^)  —  der  von  der  Ordnung  ^N  ist  —  als  Linie 
3nter  Ordnung  treten,  und  der  Geraden  X,  welche  für  einen  Schnitt 
3Af ter  Ordnung  gilt,  keine  weitere  Linie  gemein ;  da  die  Summe  der 
Ordnungszahlen  der  Schnittlinien: 

iV+3n+3il/=  iV+3«  +  3(iV— n)  =  4iV    ist. 

Wenn  wir  daher  Z  Punkte  pi,  p^  "  •  P*  ^cr  Regelfiäche  O^  nüt 
irgend  einem  Punkte  P  von  L  verbinden,  diese  z  Verbiudungslinii  u 
l^y  1^  ...  It  als  Kanten  des  Kegels  K^^'  (iVtor  Ordg.)  ansehen,  welciu'r 
L  zur  3f  fachen  und  die  drei  in  P  sich  begegnenden  Eezcugendeu  c\ 
c",  e**  zu  nfachen  Kanten  hat;  so  wird  dieser  O^  noch  in  einer  Curve 


wenn  a,x-f  ftiy+ c,  =  0  und  a^x  f  6^ -f  c^  =  0  bzhw,   die   Gleichungen  Vim 
B^  und  ß^  sind. 

Dnrch  Substitution  dieser  Werte  von  g  und  o  in  die  Gl.  I)  erhält  nuin  : 

welche   Gleichung   durch   Zoäammcufnsscn    gleich  hoher  Potenzen    die  folijendc 
Form  annimmt: 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Curve  0*"+!,  bezogen  auf  ein  rechtwhjk* 
ligcs  Coordinatensystemf  welches  ihren  -Af  fachen  Punkt  zum  Anfangspunkt  hut. 
Sie  hat  ('i/+2)+(3/+l)— 1  =2(3f-|-l)  unabhängige  Coeffiiienten,  und  ist  ft^i- 
her  durch  ebenso  viele  Punkte  und  ihren  3/ fachen  Punkt  bestimmt.  Dnnitts 
und  aus  der  Tatsache,  dass  eine  allg.  Curve  A/+lter  Ordnung  durch 
4(if-f~0(^^'f '^)  Punkte  (Bedingungen^  gegeben  ist,  folgt,  dass  der  gegcU-ne 
i/fache  Punkt  L  für  i(l/+ l)(3i+4)-2(3f+l)  =  i3/(J/+l)  einfache  Hc- 
stimmungsstücke  gilt,  was  zu  beweisen  war. 

Will  man  den  Beweis  an  einer  ganz  allgemeinen  Curve  besprochener  Art» 
z.  B.  einer  Curve  C^i-^  i/-|-JVter  Ordnung  erhärten,  so  hat  man  in  tUv- 
selben  Weise  vorzugehen,  nur  statt  Gl.  J)  die  folgende  zum  Ausgangspunki  /m 
wählen : 

is* 
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r^  NX^T  Ordnung  schneiden ,  welche  durch  die  «  gegebenen  Punkte 
läuft,  L  zur  Af punktigen  und  jede  Gerade  e  zur  npunktigen  Secaote 
hat.  Die  M  Schnitte  der  Cunre  r^  erkennen  wir  als  die  Berühmogs- 
punkte  der  Jf ,  den  Kegel  &  längs  L  tangircnden  Ebenen  mit  <l^. 
'Ebenso  sind  die  «  einer  (der  drei  gen.)  Erzeugenden  e  der  Curve  r" 
gemeinschaftlichen  Punkte  jene,  in  welchen  ^  von  den  n  Tangential- 
ebenen des  Kegels  K^  in  der  Kante  e  berührt  wird. 

Hätten  wir  die  Z  Punkte  auf  R^  angenommen ,  so  wäre  der 
durch  sie  und  einen  Punkt  P  in  angegebener  Weise  fixirte  Kegel  Jf^ 
offenbai:  identisch  mit  jenen  Kegel,  welchen  wir  der  Curve  R^  am  P 
umschreiben. . 

Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Curvcn  R^  und  r^  — 
welche  die  Gerade  L  gleich  oft  treffen  und  Z  Punkte  gemein  haben 
—  Punkt  für  Punkt  zusammenfallen,  und  beweist  in  Yerbindung  mit 
dem  Vorhergehenden  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Die  Anzahl  der  Punkte,  durch  welche  eine  der 
Regelfläche  <Z)^  eingeschriebene  Raumcurve  iVter  Ord- 
nung, die  die  dreifache  Gerade  zur  ilfpunktigen  Secantc 
hat,   gegeben   ist,   ist: 

Z  «  M—^M—N)  (23f—  NT  ^) 

Wichtig  ist  es  nun  zu  wissen,  wie  man  die  Zahlen  M  und  A* 
wählen  darf.  Dass  diese  von  einander  nicht  ganz  unabhängig  sind, 
sehen  wir  bereits  aus  der  Gleichung 

n^  N—M-, 

in  welcher  n  die  Anzahl  der  Punkte  bezeichnet,  in  welchen  irgend 
eine  Erzeugende  c  der  Regelfläche  <I>*  die  Curve  R^  schneidet 

Das  Verhältniss  zwischen  diesen  Zahlen  ist  leicht  zu  finden,  wenn 
wir  bemerken ,  dass  der  der  Curve  R^  aus  einem  Punkte  P  von  L 
umschriebene  Kegel  K^  —  wenn  er  nicht  in  Kegel  niederer  Ordnung 
und  mithin  R^  in  Curven  niederer  Ordnung  zerfallen  soll   —   höch- 

(^ ^\  t^ 2) 

stens  ^ ^ Doppelkanten,  oder  vielfache  Kanten,   welche 


I)  In  dcrselbeu  Weise  findet  man,  dass  eine  einer  Regelflftcbe  ^»i^ 
m-f-lter  Ordnung  mit  einer  m  fachen  Geraden  L  eingeschriebene  Raumcnrre 
A^tcr  Ordnung,  welche  L  ümal  schneidet,  durch: 

+  2(M— m{;\^—  M))  (iV~  Jlf+l)-f  2(iV— Jf)] 
Punkte  gegeben  ist 
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diese  Aniahl  ersotzeD,   habeD  kann^    dass  demnach,  weil  c^ine  ^  fache 

Kante  fftr  — ^ —  Dopp^lkanten  gilt,  Ä"^^  ab«r  L  zur  Jffacben  und 

die  drei  in   P  sich   treffendeu   Erzeugenden   e',  e",  c*"  ton  #*  zu 
n fachen  Kanten  hat^  immer  die  Relation: 

MjM—l)       3n(n— 1)  <  (N--l)(N—2) 
2         +         2        ^  3 

bestehen  muss. 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdruck   für  M  den  Wert  N —  ?*,   so  er- 
halten wir  nach  einigen  Rednctionen  das  Resultat; 

U) ,     .    .    .    iV^Sn  +  l, 

welches  sich  nach  Einftthnang  von  M  auch  in  der  folgenden  Form  l'i 

schreiben  I 


m) .r>^-i 

und  In  den  zwei  gegenüber  stehenden  Sätzen  äuasprechen  läast: 


,,Eine  der  Regelfläche  fl^  nrascbriebene  Raumcurve, 
welche  die  Erzeugenden  zu  «punktigen  Secanten  hat, 
ist  mindestens  von  der  Ordnung  2«+!^).*^ 

i^Eine  auf  der  Regelfläebe  ^^  liegende  Eaumcurve 
iVter  Ordnung  hat  die  dreifache  Gerade  L  mindestens 

zur  — g— punktigon  Secaute/' 

Setzen  wir  in  II)  für  n  die  Werte: 

n-1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9  ..- 
10  ergiebt  sich  für  iV  die  Reihe : 

JV«  ^1    ^    7,    9,    11,    13,    15j    17,    19  ... 


1]   FAr   die  erwähnte    BegelflAcbe  0tn+l    (rfi-|-iur    Ordnung    mit    einer 
■ifwhea  Öeradcn)  ist^  wenn  n^N~M  geacut  wird 

„>nHl^ffl)  +  ^(l-*n)-2 

^=^  2(«^1) "* 

▼obei   fluch    hier    N   die    OrdnungsEabl    d%T   Curre    und    n   die    AnE&hl    ihrer 
SchiittpaaJttc  mit  einer  Erieogcndeo  der  0»+l  hescichnet. 
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aus  welcher  u.  A.  ersichtlich  ist,  dass  eine  (P^  eingeschriebene  Raam- 
curvc  R^  vierter  Ordnung  die  Erzeugenden  dieser  Fläche  nie  za  zwei- 
punktigen  Secanten  haben  kann;  daher  auf  O^  nur  Raamcarven 
vierter  Ordnung  und  zweiter  Art  liegen. 

Dieses  Ergebniss  ist  übrigens  unmittelbar  klar,  nachdem  eine 
Curvc  JR^,  welche  jede  Erzeugende  und  daher  auch  L  zur  zweiponk- 
tigen  Secante  hat,  sich  aus  einem  Punkte  P  von  L  durch  einen  Kegel 
K^  projicirt,  der  sowohl  jL,  als  auch  die  drei  sich  in  P  schneidenden 
Erzeugenden  zu  Doppelkanten  hat,  also  in  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
degenerirt,  die  auf  ^  ebenso  viele  Kegelschnitte  fixiren. 

Art.  18.  Bevor  wir  zur  Untersuchung  der  speciellen  Ranmcarren 
übergehen,  haben  wir  noch  nachzuweisen,  dass  die  Formel  I)  allge- 
mein, d.  h.  für  jede  (P*  eingeschriebene  Raumcurve  R^  Nter  Ord- 
nung gilt. 

Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,   dass  man   für  B^  die 

Zahl  der  Bestimmuugsstüeke  in  der  Art  des  letzten  Artikels  bestimmt 

Wir  nehmen  zu  dem  Ende  an,  R'^  würde  irgend  eine  Erzeugende  von 

<P*  in  n  Punkten  schneiden   -—    wobei  nach  der  Relation  II)    immer 

<iN--  1 
die  Bedingung  n  ^  — q"     ^^^^   haben  muss   —   und   also    L  zur 

N—n  =  üf  punktigen  Secante  besitzen. 

Der  der  Curve  aus  einem  Punkte  P  von  L  umschriebene  K^el 
K^  hat  unter  dieser  Annahme  L  zur  Jlffachen  und  jede  drei  sich  in 
P  begegnenden  Erzeugenden  zur  n  «=  N — 3f  fachen  Kante;  ist  dem- 
nach durch  die  Angabe  von: 

Z  =  ilN{N+  3)  -  M(M+ 1)  —  S(N-'  M)  (N—  M+ 1)  ] 

=  M'-{M—N){2M—N) 

Kanten,  und  also  R^  durch  ebenso  viele  Punkte  gegeben  *). 

Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen  mit  dem  im  letzten  Artikel 
gefundenen,  und  beweist  daher  unsere  Behauptung. 

Wir  müssen  noch  bemerken,  dass  es  keinesfalls  gleichgiltig  ist, 
ob  einige  der  gegebenen  Punkte  einfache  Punkte  der  Regelfläche  sind, 
oder  ob  sie  auf  der  dreifachen  Geraden  L  angenommen  wurden. 
Denn  während  im  ersten  Fall  der  Punkt  p  mit  andern  »—1  Punkten 
—  die  sich  ebenfalls  nicht  auf  L  befinden  —  die  Curve  R^  eindeutig 


IJ  Die  Beweisführung  —  welche  eine  Wiederholung  des  Art.  l7.  wäre  — 
ist  hier  nnr  angedeutet. 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


Ameseder:   Ueber  rettionale  Regeißächen  vierten  Grades.  279 

fixirt,  laufen  durch  die  letzteren  und  einen  Punkt  F  von  L  drei 
Gurren  genannter  Art  und  ¥rir  müssen  zur  vollständigen  Bestimmung 
von  E^  noch  angeben,  welche  von  den  drei  Taugentialebenea  der 
Regelfläche  (P^  im  Puukte  P  sie  berühre;  nachdem  erst  diese,  als 
eine  Tangentialebene  des  ^R^  aus  einem  Punkte  von  L  umschriebe- 
nen] Kegels  K^  diesen,  und  zwar  mit  den  andern  Punkten  fixirt. 

Will  man  entscheiden  für  wie  viele  Bedingungen  ein  auf  L  ge- 
gebener pfacher  Punkt  F^  einer  Raumcurve  R^  gilt,  so  umschreibe 
man  aus  ihm  der  Curve  den  Kegel.  Dieser  ist  von  der  Ordnung 
N--Q  und  hat  L  zur  Jl/—p  fachen  Kante. 

Die  sämmüichen  p  Tangenten  der  Curve  R^  in  Fq  müssen  in  den 
drei  Tangentenebenen  ^i,  E^  E^  der  Regelfläche  ^  im  bezeichneten 
Punkte  liegen;  und  wir  wollen,  um  wieder  den  allgemeinsten  Fall  im 
Auge  zu  haben,  annehmen,  dass  sich  {i  derselben  in  E^^  v  in  E^  und 
daher  g  —  fi-^v  in  E^  befinden.  Unter  dieser  Yoraussetzung  sind 
die  drei  in  Fq  zusammen  treffenden  Erzeugenden  e^,  e^  und  e^  von 
^  vielfache  Kanten  von  K^-Q  und  zwar  —  wie  eine  kurze  Ueber- 
legung  zeigt  —  bzhw.  vom  Grade  n  —  ii^  n— v  und  «— p+f^+^j 
so  dass  K^^f  und  mithin  auch  R^  durch  Angabe  von: 

Z  -  Jf— (M— iV)(2ilf—iyr)— i[p»+2^«-f  2v»— 2p|«  — 2pv+2MV+d 

weiteren  Bedingungen  gegeben  sind.  Aus  welchem  Ergebniss  erhellt, 
dass  der  p fache  Punkt: 

IV)     .    .   .i-i[^^«+2,*>+2v>-.2p^-2pv+2^v+(»] 

einfache  Daten  vertritt. 

Ist  nicht  angegeben,  welche  der  Ebenen  i^,  E^^  j^,,  {i  und  welche 
V  Tangenten  des  Punktos  F^  enthalten,  das'Verhältniss  (fi:v:A) 
ihrer  Verteilung  jedoch  bekannt;  so  haftet  dieser  Angabe  immer  eine 
Vieldeutigkeit  im  Resultat  an.  So  genügen  z.  B.  den  besprocheneu 
Bedingungen  sechs  Gurven  R^^  alle  diese  haben  in  F^  einen  ^  fachen 
Punkt  und  enthalten  die  z — g  einfachen  Punkte,  jede  wird  aber  in 
P^  in  Verteilung  ihrer  Tangenten  auf  £i,  E^^  E^  ven  den  andern 
unterschieden  sein. 

Um  dies  klarer  zu  machen,  nehmen  wir  an,  es  sei  p  =  2  und 
fi  —  V  «-  1,  d.  h.  die  Curve  R^  habe  in  P^  einen  Doppelpunkt,  dessen 
zwei  Tangenten  nicht  in  einer  ^  in  F^  berührenden  Ebene  ^\,  E^^ 
£$,  sondern  in  zwei  derselben  liegen. 

Aus  Formel  IV)  resultirt  für  diesen  Fall  J  =■  2,  woraus  hervor- 
geht, dass  der  Doppelpunkt  F^  für  zwei  Bedingungen  gilt,  welche 
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jedoch  nicht  eindeatig  sind,  da,  dea  drei  Combinationen  E^E^  E^E^ 
und  £^2^8  entsprechend  durch  2—2  Punkte  drei  Curveii  R^  gehen, 
die  alle  P^  zum  Doppelpunkt  haben,  deren  jede  jedoch  ein  anderes 
der  drei  Ebenenpaare  berührt^). 

Allerdings  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  ein  einfacher 
auf  L  gelegener  Punkt  einer  bestimmten  Anzahl  eindeutiger  Bedin- 
gungen äquivalent  ist,  doch  sind  dies  nur  Ausnahmen. 

So  ist  eine  Curve  R^^  welche  in  P^  einen  dreifachen  Punkt  hat, 
dessen  jede  Tangente  in  einer  andern  der  drei  Ebenen  E^^  JE^,  E^ 
liegt,  durch  Angabe  von  noch  ^—3  Punkten  eindeutig  gegeben; 
während  durch  Z — 6  Punkte  drei  Curven  R^  laufen,  die  denselben 
Punkt  Pq  zum  dreifachen  Punkt  haben,  dessen  drei  Tangenten  jedoch 
in  einer  Ebene  E  liegen. 

Art.  19.  Einfacher  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  Zahl  d^ 
Bedingungen,  welche  durch  einen  gegebenen  p  fachen  Punkt,  der  sich 
nicht  auf  L  befindet,  vertreten  wird.  Er  liefert  nämlich  mit  iigeDd 
einem  Punkte  P  von  L  verbunden  eine  Gerade  p^X,  weiche  eine 
p  fache  Kante  fttr  den  aus  P  der  Curve  R^  umschriebenen  Kegel  K^ 

ist.    Diese  Kante  gilt  für  ^^^     einfache   Kanten  und  daher    der 

Q  fache  Punkt  p^  für 

V). s'  =  ^^ 

Punkte  der  Curve  iZ^. 

Jede  Tangente  t  der  Curve  in  pq  —  und  überhaupt  in  irigead 
einem  Punkt '  derselben  —  gibt  ein  weiteres  Bestimmungsstück ;  weil 
die  durch  sie  und  p^P  gelegte  Ebene  den  Kegel  K^  längs  dieser 
Kante  tangirt,  also  eine  Tangentialebene  mit  bekannter  Berühmngs- 
kante  ist. 

Aus  diesen  Erklärungen  ist  ersichtlich,  dass  alle  Sätse,  welche 
über  vielfache  Kanten  und  überhaupt  über  die  Singularitäten  eines 
Kegels  bekannt  sind,  unmittelbar  auf  die  ^  eingeschriebene  Baam- 
curve  übertragen  werden  können. 

So  findet  man  durch  weiteres  Verfolgen  dieses  Yoi^anges  o.  A., 


1)  Für  iV=8  erhalten  wir  das,  auch  in  anderer  Weise  leicht  zu  bewa- 
sende  Ergebniss,  dass  durch  einen  Funkt  der  Fläche  ^*  drei  ihr  eingeschrie- 
bene Curven  dritter  Ordnung  gehen,  die  denselben  Fonkt  P  von  L  sua  Poppel- 
punkt haben. 
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dass  ein  Rückkehrpiukt  der  Curve.  wenn  er  angegeben  ist,  für  vier, 
wenn  er  blos  als  vorhanden  angenommen  wird,  jedoch  nur  für  zwei 
Bedingungen  gilt  etc. 

Anch  die  Rangzahl  r  der  Raumcurve  R^  kann  man  vermittelst 
des  Kegels  JT*^,  nnd  zwar  seiner  Classenzahl  c  berechnen.  Denn  es 
ist  klar ,  dass  eine  durch  die  Spitze  P  des  Kegels  K^  laufende  Ge- 
rade g  mindestens  von  so  vielen  Tangenten  der  Curve  R^  getroffen 
wird,  als  man  durch  sie  Tangentialebenen  an  den  Kegel  K^ 
legen  kann.  Diese  Zahl  wird  aber  immer  um  die  Anzahl  jener  Tan- 
genten vermehrt  werden  müssen,  welche  sich  in  der  Spitze  des  Kegels 
K^  schneiden,  und  deren  Berührungspunkte  —  nachdem  sie  sich  als 
Rückkehrpunkte  projiciren  —  zum  Unterschiede  von  den  eigentlichen 
Rückkehrpunkten  der  Curve,  deren  Bilder  eben  solche  Punkte  sind, 
scheinbare  Rückkehrpunkte  genannt  werden. 

Während  also  ein  wirklicher  Rückkehrpunkt  der  Curve  ihren  Rang 
am  drei  vermindert  — -  entsprechend  der  Verringerung  der  Classen- 
zahl des  Kegels  K^  durch  die  durch  ihn  bedingte  Rückkehrkante  — 
vermindert  ein  scheinbarer  Rückkehrpunkt  derselben  ihren  Rang  nur 
um  zwei,  da  seine  Tangente  immer  durch  die  Spitze  des  Kegels  läuft, 
nnd  also  g  schneidet^). 

Eine  3f  &che  Kante  des  £^,  mag  dieselbe  durch  einen  wirk- 
lichen 3f fachen  Punkt  der  Curve,  oder  eine  3f  punktige  durch  P 
gehende  Secante  derselben  hervorgerufen  werden,  vermindert  ihre 
Classe  um  M{M—  1)  und  daher  den  Rang  der  Curve  um  ebenso  viel. 

Daraus  geht  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  unmittelbar 
hervor: 

„Eine  der  Regelfläche  O*  eingeschriebene  Raum- 
curve ^ter  Ordnung,  welche  die  dreifache  Gerade  L  zur 

— s — punktigen  Secante  hat,  ist  vom  Geschlechte  Null." 

Besitzt  sie  wirkliche  Doppel-  oder  vielfache  Punkte,  so  müssen 
diese  immer  auf  L  liegen,  wenn  sie  nicht  in  Curven  niederer  Ordnung 
zerfallen  soll. 

Ist  die  Spitze  P  jenes  Kegels  JT^,  welchen  wir  zur  Bestimmung 
der  Rangzahl  der  Curve  R^  benutzen,  ein  ^facher  Punkt  derselben; 


1^  Dies  Btimmt  mit  der  Behauptung  im  Art  19.  der  Abhdlg.  „Theorie 
der  Begelfl.  4.  Grades  mit  etc.*',  dass  der  Uebergang  eines  scheinbaren  in  einen 
wirklichen  Bückkehrpunkt  den  Rang  um  Eins  vermindert. 
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SO  hat  man  zu  der  in  angegebener  Weise  gefundenen  Zahl  r  noch 
2^  zu  addiren,  um  die  Rangzahl  zu  erhalten  ^). 

Art.  20.  Da  eine,  wenn  auch  nur  kurze  Untersuchung  der  spe- 
ciellen  Raumeurven  den  IJmfang  dieser  Schrift  durch  die  Mannigfaltig- 
keit der  möglichen  Fälle  allzusehr  vergrössern  würde,  wollen  wir  nur 
jene,  welche  die  Erzeugenden  der  Fläche  O^  zu  einpunktigen  Se- 
canten  haben,  kurz  berühren.  Die  Raumeurven  dieser  Art  haben 
Vertreter  in  allen  Ordnungen  und  erwecken  auch  deshalb  besonderes 
Interesse,  weil  zu  ihnen  auch  die  Berührungscurven  der  Regelfl&che 
gehören. 

Die  Kegelschnitte  haben  wir  zu  Genüge  besprochen. 

Für  die  Raumeurven  R^  dritter  Ordnung  finden  wir  durch  Sub- 
stitution von  i^  »  3  in  die  für  alle  diese  Gurven  geltende  Formel 

Z«  2iV— 3«), 

dass  sie  durch  Angabe  von  drei  Punkten  vollkommen  bestimmt  sind. 
In  dem  von  den  unendlich  vielen  Raumeurven  dritter  Ordnung  /?*, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  p'  und  p"  laufen,  gebildeten 
Büschel  sind  auch  zWei  ebene  Curven  dritter  Ordnung  C  (siehe 
Art.  13.)  und  zwei  degenerirte  Curven.  Jede  der  letztern  wird  durch 
den  durch  den  einen  Punkt  laufenden  Kegelschnitt  C|'  und  die  durch 
den  zweiten  fixirte  Erzeugende  ^*  gebildet. 

Durch  zwei  Punkte,  von  welchen  der  eine  auf  der  dreifachen  Ge- 
raden liegt,  sind  hingegen  drei  Curvenbüschel  R^  möglich,  deren  jedes 
durch  eine  Tangentialebene  der  Fläche  im  bezeichneten  Punkt  näher 
fixirt  wird. 

Eine  auf  <1>^  liegende  Raumcurve  vierter  Ordnung  hat  L  immer 
zur  drelpunktigen  Secante,  ist  von  der  zweiten  Art,  dem  Geschlechte 
Null  und  durch  fünf  Punkte  gegeben. 

Die  Raumeurven  fünfter  Ordnung  zerfallen  bereits  in  zwei  Classen 
R^^  und  i?2^  <^6  [(^ei*  ersten  Classe  haben  die  Erzeugenden  zu  ein- 
punktigen, die  der  zweiten  zu  zweipunktigen  Secanten,  diese  sind 
durch  fünf  —  jene  durch  sieben  Punkte  fixirt,  und  beide  Gattungen 
sind  vom  Geschlechte  Null.  Haben  sie  vielfache  Punkte,  so  liegen 
diese  immer  auf  L. 


1)  Entsprechend  den  q  Tangenten  der  Curvc  in  P^.     Vergleiche  Art.  5. 

2)  Diese  Formel  findet  man  aus  Gl.  I)  im  Art.  17.,  indem  man  if=iV— 1 
setzt. 
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Aehnlichcs  gilt  von  den  Ranmcurven  sechster  OrdDung.  Jene 
Gattung,  welche  die  Erzeugenden  einmal  schneidet,  ist  durch  neun 
Punkte  bestimmt  und  vom  Geschlechte  Null;  wogegen  die  andere  mit 
jeder  Erzeugenden  zwei  Punkte  gemein  hat,  vom  zwölften  Bang  ist 
and  acht  Punte  zu  ihrer  Bestimmug  erfordert  etc. 

Art  21.  Wir  betrachten  nun  zwei  Regelflächen  Oj^  und  0^\ 
welche  ausser  der  dreifachen  Geraden  L  einen  Kegelschnitt  C^  ge- 
mein haben,  und  sich  daher  noch  in  einer  Raumcurve  fünfter  Ordnung 
schneiden. 

Irgend  eine  durch  L  gelegte  Ebene  schneidet  (Z>i^  in  einer  Er- 
zeugenden Cj,  (Z>s^  in  einer  solchen  e^,  bestimmt  auf  C^  den  Punkt  p 
und  auf  L  die  zwei  Tangentialpnnkte  ß^  ^  (LCj)  und  ß^  =  (Le^). 

Die  Beziehung  zwischen  diesen  Punkten  ist  3—3  deutig  (siehe 
Art.  17.)  und  es  wird  daher  sechsmal  geschehen,  dass  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  durch  sie  gebildeten  Reihen  coincidiren.  In  jedem 
der  sechs  Doppelpunkte  6,  b^,  b^  .--  b^  berühren  sich  beide  Flächen, 
woraus  umgekehrt  folgt,  dass  einer  dieser  Punkte,  etwa  &,  in  den 
Schnitt  von  L  und  C^  zu  liegen  kommt,  während  die  andern  fünf 
Punkte  •—  wie  erwähnt  —  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  die  in 
einer  Ebene  des  Büschels  L  liegenden  Erzeugenden  e^  und  e^  beider 
Flächen  sich  nicht  nur  in  dem  Punkt  p  von  C^  schneiden ,  sondern 
auch  L in  demselben  Punkt  b^  (oder  b^  ,.,)  treffen,  also  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  zusammenfallen. 

Die  Gurve  R^  besteht  demnach  aus  fünf  Erzeugenden,  welche  mit 
L  und  C  den  Gesammtschnitt  beider  Regelflächen  vorstellen.  Durch 
diesen  Gresammtschnitt  kann  man  unendlich  viele,  ein  Büschel  bil- 
dende Flächen  bezeichneter  Art  legen.  Jedes  Element  (<P^)  desselben 
ist  durch  Angabe  noch  eines  Punktes  fixirt. 


m. 

Die  Regclfl&ehe  mit  einer  dreifachen  und  einer  einfaehen 
Leitgeraden, 

Art.  22.  Diese  Fläche  {q>^)  ist  sowohl  eine  Specialität  der  Fläche 
^,  als  auch  der  —  dieser  reciproken  —  Fläche  ^*.  Sie  entsteht 
aus  dieser  Fläche  durch  die  Annahme,  dass  die  drei  in  einer  Ebene 
der  einfachen  Leitgeraden  liegenden  Erzeugenden  sich  in  einem  Punkte 
treffen  —  dessen  geometrischer  Ort  die  dreifache  Gerade  ist  Re- 
dprok  specialisirt  sich  die  Fläche  ^  zu  der  Regelfläche  (p^  durch 
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die  Bedingung,  dass  die  drei  in  einem  Punkt  F  der  dreiÜBM^en  Ge- 
raden L  zusammentreffenden  Erzeugenden  e\  e"  und  e^  in  eiser 
Ebene  E  liegen. 

Diese  Ebene  hat  mit  9)*  noch  eine  Gerade  G  gemein,  in  welcher 
wir  die  einfache  Leitlinie  der  Regelfläche  erkennen.  Denn  irgend 
eine  andere  Ebene  ihres  Bttschels  schneidet  die  Regelfläche  nodi  in 
einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche,  weil  sie  den  Schnittpunkt  P 
ihrer  Ebene  E  mit  L  zum  dreifachen  Punkt  hat,  notwendig  aus  drei 
Geraden  c',  e",  e*'  bestehen  muss.  Diese  bestimmen  auf  G  ebenso 
viele  Punkte  —  die  Berührungspunkte  B\  B",  B"*  der  Ebene  E  — 
deren  Gesammtheit  eine  kubische  Involution^)  bildet,  die  mit  der 
Punktreihe  L{P)  projectivisch  ist  und  mit  ihr  qp*  erzeugt 

Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  vier  Inflexionspunkte 
der  Regelfläche,  ihnen  entsprechen  auf  der  dreifachen  Geraden  die 
vier  Cuspidalpunkte  etc. 

Diese  Fläche  tp^  kann  man  auch  als  das  Erzeugniss  des  Ebenen- 
Büschels  G(E)  und  der  diesem  projectivischen  mit  {jG{fi)  projectivi- 
sehen  Ebenen-Involution  X(@)  ansehen.  Die  Beziehung  zwischen 
beiden  Gebilden  ist  allgemein  ein-dreideutig  und  lässt  sich  durch  d» 
folgende  Yerwandschaftagleichung  ausdrücken: 

in  welcher  t  das  Teilverhältniss  einer  Ebene  E^  bezogen  auf  zwei  als 
fest  angenommene  Ebenen  E^^  E^  desselben  Büschels  bedeutet,  und 
s  den  analogen  Ausdruck  für  eine  Ebene  S  von  Zr(®)  vorstdlt. 

Nimmt  man  die  dreifache  Gerade  L  zur  {;  Axe  eines  rechtwink- 
ligen dreiaxigen  Coordinatensystems  und  bezieht  man  9  auf  die  (|t) 
und  {y^  Ebenen  desselben,  so  kann  man  es  in  der  Form: 

V 

und  das  Teilverhältniss  t  durch  die  Gleichung: 

""«jl-f  V  +  <?2l  +  ^ 

darstellen. 


1)  Die  Gleichung  dieser  Involation  Itost  sich  in  der  Fonn: 

ax«y»+6(x«y  +  «y»)  +  c(x«+y»)  +  d»y+«(»+,)+f  -  0 
schreiben,  wenn  x  und  y  die  Teilverh&ltnisse  eweier  conjngirter  Punkte,  b«ng«B 
^of  zwei  als  fix  angenommene  Fnnkte  sind. 
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Substitnirt  man  diese  Werte  in  I),  so  resnltirt  nach  Ausführung 
der  angezeigten  Operationen : 

+(^^i+d^Bi)y*S+i^A^+<HBs)vS'M^tA,+b^B^)vH^ 

+(ctA^+CtB,m+(d^A^+d^B^)S^  ^  0, 

welche  Gleichung  nach  Zusammenfassung  gleich  hoher  Potenzen  in 
die  folgende  übergeht: 

II).    .    .    .  eiJ4+%£'i'+«8S*»'^  +  «4lv^+«*v* 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Regelfläche  g>*  in  dreiazigon  nor- 
malen Punktcoordinaten ,  bezogen  auf  die  dreifache  Gerade  L  als  i 
Axe;  sie  hat  zwölf  unabhängige,  Constante ,  ist  daher  durch  ebenso 
viele  zusammengehörige  Wertegruppen  von  f ,  v  und  f  oder  also  durch 
Angabe  von  zwölf  Punkten  bestimmt. 

„DieRegelfläche  viertenGrades  mit  einer  einfachen 
nndeiner  dreifachen  Leitgeraden  ist  durch  die  letztere 
und  zwölf  Punkte  —  oder  die  erstere  und  zwölf  Tangen- 
tenebenen vollkommen  bestimmt.^' 

Doch  auch  die  Gleichung  I)  ist  eine  analytische  Darstellung  der 
Regelfläche  q>^\  sie  beweist  —  nachdem  gie  sieben  unabhängige  Coef- 
fidenten  besitzt,  und  diese  aus  ebenso  vielen  entsprechenden  Werten 
der  Teilverhältnisse  t  und  s  berechnet  werden  können,  jedes  Werte- 
paar der  letzteren  aber  eine  Erzeugende  der  Fläche  bedingt  —'  die 
Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„Die  Regelfläche  q>*  ist  durch  ihre  beiden  Leitgera- 
den und  sieben  Erzeugende  (oder  Punkte  oder  Tangen- 
tialebenen) eindeutig  bestimmt.^^ 

Die  Eigenschaften  der  Fläche  9^  ergeben  sich  alle  durch  zweck- 
mässige Specialisirung  der  im  zweiten  Abschnitt  für  die  Flächen  O^ 
und  y?*  aufgestellten,  und  wir  wollen  von  ihnen  nur  die  erwähnen, 
dass  jede  Berührungscurve  B^  sechster  Ordnung  die  einfache  Leit- 
linie G  in  drei  conjugirten  Punkten  B\  B'\  B"*  der  Involution  G{B) 
trifft;  nachdem  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  G  die  Fläche  in  einer 
solchen  Punkt^uppe  berührt.  Umgekehrt  ist  eine  jede  9)^  einge- 
schriebene Raumcurve  sechster  Ordnung,   welche  die  vier  singulären 
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Erzeugeuden  in  den  Cuspidalpnnkten  tangirt  und  die  ein&che  Leit- 
linie in  drei  conjngirten  Punkten  der  Involution  G(B)  schneidet,  eine 
Bertlhrungscurve  der  Fl&che  etc. 

Es  wäre  noch  zu  bemerken,  dass  die  untersuchten  Fl&chen  auch 
einer  Einteilung  fähig  sind,  welcher  die  Realität  bzhw.  Complexität 
der  Guspidalpunkte  zu  Grunde  liegt 

Für  die  Regelfläche  ^  (und  q>*)  ist  wieder  jener  Fall  vom  be- 
sonderen Interesse,  in  welchem  zwei  Guspidalpunkte  coincidiren,  die 
zugehörigen  singuläreu  Erzeugenden  fallen  dann  auch  zusammen  und 
bilden  eine  Schmiegungserzeugende,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
sich  längs  ihr  jeder  den  O*  eingeschriebenen  Kegelschnitten  aus  dem 
bezeichneten  Cnspidalpunkt  umschriebener  Kegel  anschmiegt  För 
(p^  gehen  alle  diese  Kegel  iu  die  dem  Cnspidalpunkt  perspectivisebe 
Cuspidalebcne  über. 
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xvn. 

lieber  die  Bestimmung  der  Curven  durch  die 

Relation  zwischen  Ejümmungs-  und 

Torsionswinkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  der  specifischen  Gleichung  einer  Cnrve  oder  Curvenclasse 
habe  ich  in  meiner  Curventheorie  (T.  LVI.  p.  41.  und  Lehrb.  d.  anal. 
6eom.,  Leizig  1880)  die  Relation  zwischen  dem  Krümmungs-  und 
Torsionswinkel 

F(T,  ^)  «  0 

verstanden,  d.  h.  zwischen  denjenigen  Variabein,  deren  Differentiale 
dr,  8^  die  Contingenzwinkel  bzhw.  der  Normal-  und  Schmiegungs- 
ebeue  sind.  Durch  sie  ist  die  Natur  der  Curve,  soweit  sie  von  der 
Lage  und  vom  Bogenelement  unabhängig  besteht,  vollständig  bestimmt 
Durch  ihre  Integrationen  werden  drei  willkürliche  Constauten  ein- 
geführt, welche  die  Stellung  der  Gurve  gegen  die  Coordinatenaxen 
bestimmen.  Unabhängig  davon  lässt  sich  dann  das  Bogenelement  be- 
liebig hinzufügen,  und  3  einfache  Quadraturen  ergeben  die  Coordinaten 
des  laufendeu  Punktes  einer  speciellen  Gurve,  die  also  mit  allen  nur 
durch  das  Bogenelement  unterschiedenen  Gurven  eine  Glasse  bildet. 
Relationen,  welche  der  Glasse  zukommen,  habe  ich  innere  Beziehungen 
genannt.  Da  der  gegenwärtige  Aufsatz  das  Bogenelement  nie  zuzieht, 
mithin  nur  von  Innern  Beziehungen  handelt,  so  kann  es  nicht  miss- 
verstauden  werden,  wenn  statt  Curvenclasse  einfacher  Gurve  gesagt 
wird. 
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Sind  /,  ^,  h  die  Hichtnngscosinus  der  Tangente,  l.  m^  n  die  der 
Binormale  gegen  die  Axen  der  x,  y^  2,  und  bezeichnet  der  Strich  die 
Differentiation  nach  r,  so  sind  /',  g%  h'  die  Richtungscosinos  der 
Hauptnormale.    Die  positiven  Richtungen  seien  so  gewählt,  dass 


/  f   l 
g  g'   m 
h   h'  n 


=  +  1 


wird.  Durch  Differentiation  und  Elimination  findet  man  leicht  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung,  oder  wenn  man  will  eine  nicht  lineare 
2.  Ordnung,  welche  eine  beliebige  der  9  Grössen  gemäss  der  specifi- 
scheu  Gleichung  bestimmt  Ich  habe  gezeigt,  dass  sich  in  imagiufirer 
Form  auch  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  geben  lässt  Mit  Ein- 
führnng  des  complexen  Winkels  ^  kann  man  nämlich  die  Gleichung 

zerlegen  in 

/^cosfA-f/'siuft  -=  1  (1) 

/"sin  ^  —/'cos  fi  «  ü  (2) 

Diffcrentürt  man  beide  Gleichungen  und  verbindet  sie  nach  Multipli- 
cation  mit  cos^i,  sin^,  so  kommt: 

a^+8T+»3^8in^=0 

und  nach  Substitution 

II      2r' 

erhält  man: 

r"+t^V'+Jr  =  0  (4) 

Jeder  Lösung  dieser  Gleichung,  welche  ich  die  DiffereutialgleichuBg 
der  Curve  nennen  werde,  entspricht  eine  zweite  9,  welche  der  cou- 
jugirte  Wert  ist  von 

q^  -  r'c'^  (5) 

Es  bleibt  dann  noch  übrig,  die  Gonstanten  des  vollständigen  Integrals 
Aq-\-Br  einem  orthogonalen  System  der  9  Richtungseosinus  gemäss 
zu  bestimmen.  Hiervon  war  an  angef.  Stelle  nur  das  Resultat  mit- 
geteilt. Nachdem  ich  im  folgenden  die  Entwickelung  nadigeholt, 
wende  ich  mich  zur  Untersuchung  neuer  Fragen,  die  sich  an  Gl.  (4) 
anschliessen. 
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ihrer  Differentialgleichung. 

Diffcremürt  man  Gl.  (h)  so  kommt: 

das  ist  uacli  GL  (4): 

4g/=^re^*  (6) 

und  nach  Substitution   —  i  für  /,  wo  r  in  r, ,   g,  in  q  übergeht ,   bat 
iimn  mit  Zuziehung  von  (a): 

ri  =  — 4fiV^^;     ri'=qi^^  (7) 

Da  nun 

q  =  AT  (B) 

der  Gl,  C'l)  zugleich  mit  r  genQgüu  mu3S,  so  Hndit  mau  nach  Ein- 
fahmng: 

dies  iötegrirt  giebt: 

2 

f^fft^i^  ^  —  ^     (constautj  (9) 

Ferner  erhält  man  nach  Division  der  Gl.  (5)  durch  Gl.  (C): 


also  nach  Gl  (3); 


r   -        W 


(10) 


Fallit  man  diese  Werte  in  die  wio  folgt 

/ 2-  tg  2  +  "2^  cotg 

geschriebene  Ol.  (1)  ein,  so  kommt: 

Nach  dieser  Bifferentialformel  berechnet  iet 

Durch  Ditision  der  Gl.  (5)  (9)  aher  erhält  man: 


0r    _        a 


m 
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Dies  in  vorige  Gleichung  eingeführt  giebt: 

and  nach  Integration 

1^/=  (ak+C+iD)rq^  «  a«9i  +  (^+»^Wi 

Da  der  letzte  Term,  sofern  rq^  variabel  und  complex  ist,  nicht  reell 
sein  kann,  so  folgt,  dass  C+i^  ==  0  ist,  also: 

1— /«o^gi 

Eliminirt  man  k  zwischen  den  61.  (8)  (9),  so  kommt: 

und  nachdem  man  fttr  r,  r'  ihre  Wert«  aus  61.  (6)  (5)  eingesetzt  bat : 

Mi+Vsx'-f  (12) 

Da  q  einen  willkürlichen  constanten  Factor  hat,   so  kann  man  -7- > 
-1^^  für  5,  5i  schreiben.    Dann  wird 

/«1-M,  (13) 

und  jener  Factor  ist  nun  so  zu  bestimmen,  dass  gemäss  (12) 

wird. 

Aus  dem  Werte  von  /  findet  man  durch  Differentiation: 

Der  Wert  von  l  ergiebt  sich  aus  Gl.  (2),  welche  nach  Elimination  von 
/'  geschrieben  werden  kann: 


2-(l-/)(l  +  cot«f) 


2cot^ 


das  ist  nach  Substitution  der  Werte   (14)   (13)   (11)   für   2,   1— /, 


cot  2 


i^ijlr^  (16) 
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Die  analogen  Grössen  für  die  y  und  z  Axe  sind  in  den  Ans- 
drflcken  (13)  (15)  (16)  narh  Substitution  des  allgemeinen  Integrals 
Aq-^-Br  für  q  enthalten.  Mau  hat  uur  A  und  B  den  Bedingungen 
der  Orthogonalitftt  gemäss  zu  bestimmen.  Bezeichnen  A^^  B^  die 
conjugirten  Werte  zu  A,  B,  so  ergiebt  sich  zuerst  aus  der  Bedingung 

AA.^i-,    BB^^i 
Man  kann  daher  setzen 

^  =  y2''      ^  =  "272" 

dann  fällt  o  aus  allen  Formeln  heraus,   ß  bleibt  willkürlich  und  er- 
füllt in  Bezug  auf  die  dritte  Axe  die  Bedingung: 


wenn  man 

es  für 

die  y  =  0,   für  die  ä  «  —  R  setzt. 

Man  hat  also 

für  y  und  ) 

z  Axe: 

A  =  A^^  yg 
^^^»^2y2 

für  y  Axe 

für  z  Axe 

B ^1  "^  2V2 

Das  System  der  9  Werte  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn 
man  setzt: 

q  =»  (i*-|- Wj) c-4**;     q  =  i(»  —  Wj)  e"*** 
Dann  sind 

die  zwei  Specialwerte,  welche  der  Gleichung 

genügen  müssen,  und  man  findet  den  zweiten  aus  dem  ersten  mittelst 
der  Formeln: 

V  «  2l*'+^'t*i  ;      »1  «  —  2M/+^'t« 

Der  constante  Factor  der  Integrale  ji  ist  bestimmt  durch 

und  die  Tabelle  der  Werte  lautet: 

/•  «  1  -.  t*«— 1*1«  -  »8+ V  _  1 

19» 
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f 

=  —  «*«^+t*iVi 

/ 

«1  — w*-V-= 

v+^^*- 

-1 

Ä' 

-=  uui-\riwi 

l 

«  ttr,  +  M,« 

m 

=  Mttj IWi 

n 

=  1— V- V  = 

.  m8  +  ^2- 

-1 

§.  2.    Reelle  Elemente. 

Die  Grössen  fi  und  r  sind  als  implicite  Complexe  eingeführt ;  es 
ist  aber  aus  Gl.  (4)  zu  ersehen,  dass  ihre  reellen  Elemente  eine  Re- 
lation erfüllen  müssen,  damit  &*  reell  wird-,  diese  soll  ermittelt  wer- 
den.   Sei 

r  =  eJ^+«^  (17) 

und  M  und  N  reell.    Dann  zerf&llt  Gl.  (4)  in  folgende  zwei : 

iV"+2AriV'+^'Af' =  0 
woraus  nach  Elimination  von  ^^: 

und  nach  Integration: 

M'^+N'^'\-i  =  e-2* 

Die  Integrationsconstante  ist  der  willkürliche  Factor  von  r.  Hiemach 
lässt  sich  N  entwickelt  in  M  darstellen  j  zur  Vereinfachung  sei  jedoch 

3r=log(2cosx)  (18) 

dann  wird 

iV'2  =  tg«x(J-x'«) 

Damit  M  jede  reelle  Grösse  vertreten  könne,  muss  nach  Gl.  (18)  % 
die  Werte  zwischen  0  und  R,  und  ausserdem  ix  alle  Werte  von  0 
bis  00  durchlaufen.  Für  die  letztem  ist  i^  —  x'*  positiv,  tg*x  negativ, 
also  A'  nicht  reell.    Nachdem  also  x  auf  die  reellen  Werte  von  0 

bis  R  beschränkt  ist,  muss  weiter  x'  <^  i  sein,  und  man  kann  ohne 
Abzug  an  Allgemeinheit  für  t  die  Variable  n  einführen  mit  der  Relation: 

SlUTT 

dann  wird,  wenn  man  o  f ür  iV  schreibt, 
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mitlim  nach  Gi.  (17) 

r  =r2cosÄ,e*^  (19) 

woraus  nach  DiffereatiaHon : 

'   4  2C08II  **  ^ 

und  nacJi  Division  gemäss  GL  (4); 

^'=  eot2xco9  7c--7B^ 
Set 

öl/?  —  cot^ÄCOSirc^r  =  2cot2>ftCotTcSK 
<taii&  wird 

Jotzt  ist  nach  Gl-  (5)  und  (20) 

qi  =  iainKe*"f'^4'"J 

mitbin  die  zugehörige  zweite  Lösung 

q  =  —  isitiHe^'<^l'+"*J 

Beide  Lösungen  müssen  noch  einen  gemeinsamen  constanten  Factor 
erhalteB,  welcher  der  GL  (14)  genügt  Da  nun  vorstehende  Werte 
ergehen 

qqj  +  ^'qi=  1 

10  ist  dieser  Factor  =^  V2,  und  man  hat  anzuwenden  für  a  Axe: 

q /y  2  sin  » e-^-'f  1 1  f'>) ;    r  =  2y  2  cos  X  E^* 

Für  y  und  ^  Axe  entsprechen  dem  q  die  zusammengegctzten  Lösungen ; 

V  -^j"   =^  cos;  Jt  c'"'  —  i  3in  « £"'«!'+*") 

— -r^  -  =  j  j  cos » e ''''  --si  n  »  e  ^ '( ^^+ "^  >  j 

Jet^  aind  nach  der  Formel  (KJ)  die  Richtungscoaiuus  der  TangoütCE 

/  ^  1  —  qqt  ^^  C08  2lt 

i?  =  1  — K'Z+HOii  +  i*'!)  =  sin2x!:iiu(^+2ii>) 
Ä  =  1  —  K7+  J'^)  1*11— i^n)  =  8in2ÄC0s(if^  +2») 
Durch  Differentiation  geht  daraus  hervor: 

/'  ==^  —  sin  2ä  sin  /t 

g*  =  COS  2ä  gin  7t  s'm(jp + 2  m)  -)-  co^  te  cos(i//  +  2  oj) 
h*  =  cos2*tBinffGOs(^+2üj)  —  co8JFain(4?-f  2«) 
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und  nach  der  Relation  l  «  gh'—hg'  folgt: 
i  =  —  sin23ccos7i; 

m  =  C08  2ÄC0S7t8m(i|;+2Q))  — 8inÄC08(V;  +  2oi)) 
n  =  co82xco8ffcos(i|;+2w)+8iuÄsin(t/;  +  2o)) 

Hier  kann  man  x  und  n  al8  zwei  Variable  ansehen ,  die  in  einer  die 
Curve  bestimmenden,  die  specifische  Gleichung  vertretenden  Relation 
stehen.    Die  tlbrigen  Variabein  sind  in  ihnen  dargestellt  durch 

Hf  ==  2/8xcot2xcot;r;     co  =/Sxtgxcot«  (21) 

/dx 
-, — .     ^  =  V;— jr  (22) 

Will  man  auch  in  den  Functionen  von  fi  die  reellen  Elemente 
scheiden,  so  hat  man  zunächst: 

li        2r' 
tg^  =  --=»tgxr''  (23) 

woraus  die  übrigen  Functionen  leicht  folgen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  eine  Constante  zu  t^  addirt  nur  eine 
Drehung  um  die  x  Axe  bewirkt.  Unabhängig  davon  lässt  sich  die 
Constante  in  ^  beliebig  wählen. 


§.  3.    Curven  für  einfache  Fälle  der  spocifischen 
Gleichung. 

Im  voraus  sei  aus  der  Curventheorie  erwähnt,   dass  die  Krüm- 
mungsbreite X  und  der  Torsionsbogen  <;  defiuirt  sind  durch 

Statt  der  Formel  für  o  kommt  hier  nur  vor  die  folgende: 

I  rt         rt   r rs    cotTt        P^   cos«  ,^,^ 

t  +  2«  =  2y  8x  ^^  =  /  8r  ^^^  (24) 

Sei  zuerst  »  =»  0 ;  dann  giebt  dieselbe,  da  x  constant: 

'  8in2x 

1^==  Tcot2x  =  '^ 
C0t2x  =  tgA;     2x  =  R  — A 


ausserdem  ist 
folglich 
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Der  Wert  jt  =  0  entspricht  also  einer  linearen  Relation  zwischen  t, 
^\  die  KrQmmungsbreito  ist  constant,  6  mit  r,  O  proportional,  und 
die  9  Richtungscosinns  werden: 

/  =  sinil-,    ^=      cosXcoscf;  h  =       cosAsintf  J 

/'==  0;         flf'«  —  sintf-,  ä'  =  costf  >  (25) 

2   =  cosA;    w  =  --sinAcosa;  »  =  — sinilsina  1 

Setzt  man  femer 

sin  2x  sin  ;c  »  c    (constant)  (26) 

so  findet  man: 

cos  2k 

^  —. ;     ^  =  cot » 

c 

woraus : 

,   ,       cot2Ä      cos2x^ 

tgZ  « = \jgn 

^         cosä  c     ^ 

und  in  Verbindung  mit  Gl.  (26): 

co82x  -=  ^1— ~?8inA;    tg«  «  -7==-     :  (27) 

yi  —  c^cosA 

Jetzt  wird  nach  Gl.  (24) : 

^-+-200  =-  -    /  8»cos?c 

das  ist,  wenn  man  x  und  n  auf  A  zurückfahrt  und  iutegrirt: 

1^+2(0  =  arctg(ctgA)— -  (28) 

Femer  sind,  in  A  ausgedrückt, 


^= ^^ sinA:    <»  = 


yr 


c 


.2 


cosA  (29) 


und  die  specifische  Gleichung  wird 


T2_j.^»«i_l  (30) 


Die  9  Richtungscosinus  stellen  sich  sehr  einfach  in  A  dar.  Man 
braucht  nur  die  Werte  (27)  (28)  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  ein- 
zuführen. Doch  gelangen  wir  später  auf  kürzerem  Wege  zu  diesem 
Ziele. 

Als  drittes  Beispiel  sei  n  constant.    Dann  wird 
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V/  =  cotJclog8in2jc;    ^'\-2io  =  cotjrlogtgx 

Sinn;'  ^ 

woraus: 

e^tgTi  ==.  gin  (^gin  Tj)  (31) 

i|;-|_2a)  =  cotTtlogtg — 2~ 

sin  2x  =  c**«'*' 
Sei  ferner 

»  =  R  — 2x 
Dann  findet  man: 

1/;  =  2x-,     v;  +  2öi  =  r  =  logcot^ 

^  =  4x+2R;    tgA  =  2sin7i; 
woraus: 

tgj«e^5    t«X  =  28in|         .  (32) 

«O  O       R 

7C  =  2R— g;       Ä  =  j  — g-;       tj;+2a)  «»  T 

Dies  eingeführt  giebt: 

f  =       sm  2  ;    y  =— coSoSinir;      ä==— cos^cost 

/'=  isinO;        g'  =      8in*2  sinir— cos^  cost 
Ä  =      sin*  2  cost  +  cos  2  sin  r 

«  =  — cos*  2  ;    m= — sm  2  (cos  2  sinT-f-coSTJ 

.    ^/      ^  .      \ 

n  =  —  siUg  Icosö  COST  — smr  I 

Sei  ferner 

TU  =  R  —  4x 
Hier  wird 

^  =  itg|-|-,       t/;  +  2(ö=  28in?y^ 

T ilOgtg^-;         ^-itgg  — ^ 

und  die  specifische  Gleichung  lautet: 

O  «=  Jc~2r  _  3  arctgc-2^  (33) 
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§.  4.    Reihen    lösbarer    specifischen    Gleichungen. 

Begleitende  Curve  einer  Curve  «  habe  ich  eine  solche  genannt, 
deren  Tangente  relativ  zum  begleitenden  Axensystem  (Tangente, 
Hauptnormale,  Binormale)  von  «  durch  Bestimmungsgrössen  der  Ur- 
curve  ausgedrückt  ist.  Gegenwärtig  wird  nur  die  Richtung  der  Tan- 
gente der  Begleitenden  in  Betracht  kommen. 

Nächst  der  Parallelität  der  beiderseitigen  Tangenten,  welche  hier 
kein  Interesse  hat,  gab  es  zwei  Fälle,  in  denen  die  specifischen  Glei- 
chungen der  beiden  Curveu  in  einfacher  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Bezeichnet  man  durch  den  Index  1  die  Zugehörigkeit  zur  Begleiten- 
den, so  war  der  erste  Fall  der,  wo  die  Hauptnormalen  von  a  und  «, 
gleiche  Richtungen  hatten,  ihre  Tangenten  einen  constanten  Winkel 
bildeten,  so  dass,  anwendbar  auf  alle  3  Coordinatenaxen,  angenommen 
war: 

/i  «=•  fcosa  +  ^siii«;    h  =  — /sina-|-^cosa;    /i'«/' 

und  daraus  folgte: 

^j  =  ^cosa+i^sincf;    t^  =  —  -^sina+r  cos«  (34) 

a,  ==  <y;     A^  =  A+a 

Der  zweite  Fall  war  der  einer  Tangente  an  s^  in  der  Richtung 
der  Hauptnormale  von  *,  wo  also 

/i  ==  /•';    /j  =  ZcosA+^sinA;    /•/=  ZsinA—ZcosA 

gesetzt  war,  und  hervorgieng: 

Tj  =  (j;     ^1  =  A 

Im  erstem  Falle  hiess  s^  eine  Verdrehung  von  s  um  den  Winkel 
ö.  Alle  Verdrehungen  geben  einen  Cyklus  von  Curven,  in  welchem 
dieselben  stets  verbleiben,  so  oft  man  sie  auch  um  neue  Winkel 
verdreht. 

Der  letztere  Fall  ist  der  einer  Evolvente,  allgemeiner  als  diese 
nur  in  Hinsicht  auf  das  Bogenelement. 

Machen  wir  hiervon  Anwendung  auf  die  Curve  linearer  Torsion, 
d.  i.  linearer  Relation  zwischen  r  und  ^,  welche  lautet: 

^cosA—TsinA  =  0 

80  giebt  eine  Verdrehung  um  a  nichts  weiter  als 

'^cos(A  +  «)— i^sin(A+«)  ='  0 
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also  wieder  eine  linear  tordirte  Curve,  insbesondere  ftlr  «==2iR— il 
eine  ebene  Curve  -^  =  0,   und  für   a  ==  (^Jfc+DR  —  A   eine   Gerade 

Für  die  Evolvente  hat  man  hier: 

^1  =*  A    (constant) 

Sie  ist  mithin  eben,  desgleichen  alle  Evolventen  von  Evolvcnteü, 
Verdreht  man  eine  solche,  so  wird  sie  zwar  wieder  doppelt  gekrümmt, 
bleibt  aber  stets  linearer  Torsion.  Dalier  führt  selbst  die  Combi- 
nation  beider  Operationen  nicht  aus  der  Curveuclasse  heraus. 

Die  inverse  Operation  der  Verdrehung  ist  nur  eme  Vcrdrehui^ 
um  den  negativen  Winkel. 

Aus  der  Inversion  der  Relation  (34)  erhält  man: 

<^i  =•  ^»    ^  =  ^\    ^1  ==/Stco&&;    ^1  =  y  ^tmuß-         (35) 
/i  =  /sin^— /'cos^;    l^  -=  Zcosi^+/'sin^;    ft=f         (35) 

Sofern  &  einen  willkürlichen  Anfang  hat,  stellen  diese  Gleichungeo 
einen  Cyklus  von  Curven  dar,  und  zwar  sind  siinuiitliche  nur  Ver- 
drehungen  von  einander.    Für  linear  tordirte  Urcur\e  wird 


I 


/8^  ^  Sin^  ^  /  v^r      .     ^  ui>a»r 


^a#    .   ^  coaff 

tgi  tgl 


woraus  als  specifische  Gleichung  hervorgeht: 

Tj2-[_^j2  =  cot^A     (constant)  (37^ 

Die  hierdurch  bestimmte  Curve  habe  ich  die  eyklisch  tordirti?  ge- 
nannt. Sie  stimmt  für  c  =  siuA  überein  mit  der  in  (3Ü)  gefundeneu 
Das  System  der  Richtungscosinus  ergiebt  sich  nun  durch  Substitution 
der  Grössen  (25)  in  die  Gl.  (36);  nämlich: 

/i  =  —  cos  X sin  ^;    ^1  =  sin  k  ain  <J sin  ^ — cos  ö  cos  B 
74  =  sin  A  cos  £F  sin  ^+ sin  ff  cos  ^ 

/i' ==  sinA;  ^1'=  cosAsina;    h' ^  cosAcascr 

Zj'  =*  —  cosAcos-ö";    7»i=  sin  A  sin  ff  cos  ^4"  cos  ff  sin  ^ 
nj  =  sinAcosffcos#  — aiuff  sin^ 

Hier  ist  A  constant,  ^  und  a  proportional  variabel,  nämlich 

^  «=  ffsinA  =  Aj  =  ff,  tgA  (38) 
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Die  cjklisch  tordirte  Curvo  hat  demnach  folgende  Eigentümlichkeiten. 
Sie  bleibt  bei  jeder  Verdrehung  unverändert  IhreHaupt- 
normale  hat  constante  Neigung  gegen  eine  feste  Gerade 
(hier  die  X  Axe),  degenerirt  aber,  sobald  sie  auf  ihr  senk- 
recht wird,  in  eine  linear  tordirte  Curve.  Ihre  Krüni- 
mungsbreite  (Aj)  variirt  proportional  mit  ihrem  Tor- 
si onsbo  gen  (0^).  Diese  Eigenschaften  lassen  sich  leicht  über- 
schauen, wenn  mau  Gl.  (37)  als  Gleichung  eines  Kreises  betrachtet, 
wo  Tj  und  ^1  die  Coordinatcn,  A,  den  Centriwinkel ,  a^  den  Bogen 
bedeutet,  und  eine  Verdrehung  den  Sinn  einer  Rotation  der  Figur  um 
den  Mittelpunkt  hat.    Die  Beziehung  zur  Urcurve  ergiebt  den  Satz: 

Die  cyklisch  tordirte  Curve  ist  die  Evolute  einer 
linear  tordirten  —  oder:  Die  linear  tordirte  ist  die 
Evolvente  der  cyklisch  tordirten  —  unter  Evolute  u.  s.  w. 
die  Curvenclasse  verstanden,  zu  welcher  die  Evolute  gehört 

Nimmt  man  von  der  cyklisch  tordirten  Curve  die  Evolute,  von 
dieser  wieder,  u.  s.  f.,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Curven,  deren 
specifische  Gleichungen  sich  recurrent  in  der  Form  darstellen: 

T*  f  1  =  /  dxk  cos  ^* ;    ^jk+i  =  /  dxk  sin  ^i  (39) 

Um  für  diese  Relationen  eine  Construction  zu  erhalten,  denke  man 
die  als  bekannt  vorausgesetzte  Relation  zwischen  tu  und  ^k,  diese  als 
ebene  Coordinaten  betrachtend,  durch  die  Curve  0»  dargestellt.  AI' 
sei  die  Axe  der  tk,  P  ein  Punkt  auf  öt,  N  dessen  Projection  auf 
AT.  Nun  drehe  man  die  NP  um  N  bis  nach  A"Q,  so  dass  Winkel 
QNT='  iVP  wird.  Dann  biege  man  AT^  ohne  Dehnung,  so,  dass 
alle  Geraden  NQ  die  Richtung  der  alten  Axe  AT  bekommen.  Dann 
stellt  die  so  erhaltene  Curve  die  neue  Torsionslinie  Ck^i  bezüglich 
auf  die  alten  Axen  dar,  und  der  verschobene  Punkt  N  entspricht  auf 
ihr  dem  Punkte  P,    Denn  man  hat: 

<yjfeti  =  Tjt  =  AN 

Ai^i  =  -i^fc  «  Wkl.  QNT  =  NP 

und  zwar  ist  kk^i  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  an  Ck^x  und 
der  Axe  der  t*+i. 

Der  Umstand,  dass  die  Curvenreihe  sich  nicht  rückwärts  verlän- 
gern lässt,  und  Verdrehungen  ohne  Wirkung  sind,  ist  der  linearen 
Torsion  eigentümlich.    Geht  man  z.  B.  von  der  Curve 

tg|«c'  (32) 

aus,  so  ergiebt  sich  durch  Verdrehung  ein  Cyklus  von  Curven: 
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^   ^cosa-frsm«  .  .     , 

Die  erste  in  der  Reihe  der  Evolventen  ist  bestimmt  durch 

Tj  =   /   arcos^  ^  ^    I ^  "  ^  ^^^^  4 +2COS2 

1  ==  /  Stsin^  =  *    /  — ^ 
7     «^^2 


M   '\    •    ^        t      «   w^sinO"       ^  .    d" 
^1  ■=  /  öTsm^  =  i     I  5—  =  2sinö^ 


und  nach  Elimination  von  ^  wird  die  specifische  Gleichung: 

t,  ^  log  ^^^^  +  VJ^V  (11) 

Die  erste  in  der  Reihe  der  Evolventen  geht  hervor  aus 


j/l+48in2j  j/l+4sin«J— cos 


0 


=  2  arctg ^ [-  log  -  ^ 

2  cos  2  sin  2 

woraus  nach  Elimination  von  &: 


1 2-y5co8«^o_i 

to  ===  2arctgy^-^^-^,--+log  ,^^^  (^2) 

Wie  mau  sieht,  hat  diese  Curve  die  Eigentümlichkeit,  dass  der  Tan- 
gens ihres  Torsionswinkels  gleich  dem  Torsionswinkel 
ihrer  Evoluten-Evolute  ist.  Beide  nämlich  sind  gleich 
dem  doppelten  Sinus  des  halben  Torsionswinkels  der 
Evolute. 

Combinirt  man  die  Verdrehungen  mit  den  Evolutenreihen,  so 
findet  man,  dass  jede  Evolute  für  sich  einen  Verdrehungscyklus  re- 
präsentirt.  Eine  Verschiebung  des  Anfangs  der  &  nämlich  bewirkt 
eine  periodische  Verdrehung  der  Evolute.  Ebenso  bewirkt  eine  Ver- 
drehung der  Urcurve  nur  eine  Verschiebung  des  Anfangs  der  ^^  eine 
Verschiebung  des  Anfangs  der  d-  aber  hat  gar  keine  Wirkung  auf  die 
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Evolvente,  Die  Combination  vermag  nur  dann  andere,  Dämlich  ail* 
gemeiD^re^  Curven  hervorzubringen,  wenu  die  Verdrehung  der  Evo- 
luteubildaug  vorhergeht  oder  der  Evolveuteubildung  nachfolgt. 

Im  ersten!  Falle  hätte  ina«  von  Gl.  (40)  auszugeben  und  dio 
Evolute  nach  den  GL  (39)  zu  berechnen,  doch  sind  die  Integrationen 
nicht  ausführbar. 

Im  zweiten  Falle  ist  aus  t^  und  ^^  die  Verdrehung  zu  bilden, 
also  nur  in  GL  (42)  die  entsprechende  Substitution  für  ?'*  und  ^^  zu 
ma^-hou.  Diese  Verallgememeruiig  geht  uatürUch  in  der  foruern 
E?olventeureihe  wieder  verloren,  wenn  sie  nicht  jedesmal  erueuert 
wird. 


ä-  5.    Anwendung  anderer  Arten  Begleiteuder. 

Aus  der  allgemeinen  Relation  Begleitender 

/^  =  Af+Jll^ür  (48) 

geht  durch  Diflfereiitiation  hervor  eine  Gleichung  derselben  Form; 

und  durch  Verbindung  beider  eine  dritte; 


Bt 


i,^Ä,f+B,i+ü,f^  iU) 


Aus  den  letzten  beiden  findet  man  auf  bekannte  Weise  die  Werte  von 
Ti  und  ^j.  Das  lioaultat  dieser  Kechnung  ftir  coustanto  A,  B^  O 
liabe  ich  in  T.  LVL  p.  71.  aufgestellt,  nämlich: 

Tj  ^  fda  yi"(^3inÄ+i*eosJL)^  \ 

^,^  .l^+i.T-arclg(^-— ^-^-)  )  ^ 

Ist  die  Urcurve  linearer  Toraion,  mithin  k  constatit,  so  wird: 

Tj  =  aYl^{ÄünT-j-BcoBkf',     ^,  =  .4#  + i^t -fconat. 

woraus; 

cr^  =^  a;    aiu  ii  ^  ^5inJl-|-/^cos  1 

Da  hiemach  A^  constaut  ist,  so  ist  die  Begleitende  linearer  Toraion, 
und  man  hat  den  batz: 
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Alle  Begleitenden  einer  linear  tordirten  Curve, 
deren  Taugentialrichtung  relativ  zu  ihr  unverüuderlich 
ist,  sind  gleichfalls  linear  tordirt  und  haben  mit  ihr 
einen   gemeinsamen   Torsionsbogen. 

Als  Torsionslinie,  wie  in  §.  3.,  construirt  stellt  sich  a  als  Gerade 
dar,  deren  Richtungscosinus  gegen  die  Tangente,  Binormale,  Haupt- 
normale sinA,  cosA,  0  sind.  Nimmt  man  zu  neuen  Coordinatenaxen 
die  Tangente,  Binormale,  Hauptnormale  der  Begleitenden,  so  werden 
die  Kichtungscosinus  derselben  Geraden  a: 

^8in;i  +  7:fco8A;    yi  —  (^8inA+/;cosAp;    0 
das  ist 

sin  kl ;    cos  A^ ;    0 

und  diese  sind  die  Richtungscosinus  der  Geraden  cf^.  Folglich  sind  c 
und  a^  nicht  bloss  der  Länge  nach,  sondern  auch  der  Stellung  im 
Räume  nach  identisch,  und  man  hat  den  Satz: 

Die  gerade  Torsionslinie  ist  für  alle  Begleitenden 
Ton  fester  relativer  Taugentialrichtung  der  Stellung  im 
Räume  nach   dieselbe. 

Wendet  man  ferner  die  Gl.  (46)  auf  die  cyklisch  tordirte  Urcurve 

T*+^*  =  cotg^  (const.) 
an,  wo  demnach 

T  =  coty8inA-,    ^  =  —  cotycosA;    A=<ytgy 

ist,  und  setzt 

-4  =  Ärcosa;     B  =^  ksma-^     C  =>  k' 

so  wird  

Ti  =  coty/aAVl  — A;«8in2(i  +  a) 

^^  =  —  ÄJCOtycos(A+a)+arctg[X-'tg(A-|-a)J 

Demnach  stellt  sich  t^  hier  als  ein  EUipsenbogeu  dar.  Yon  der 
Evolute  der  Begleitenden  ist  dies  dann  der  Bogen  der  Torsionsliuie, 
doch  ist  letztere  selbst  keine  Ellipse. 

Sind  jetzt  -4,  i?,  C  beliebige  Functionen  von  r,  0,  a  oder  A,  so 

kann  man  auf  folgendem  Wege  zu  Ausdrücken  von  tj,  »j,   ähnlich 

denen  in  (46)  gelangen.    Die  Werte  der  eingeführten  Coefficienten 

sind: 

Ai  =  ^'—  C-,     Bi  =  jB'+  C^';     Ci  =  C'-f  A  —  B^ 


A,^ 


BiB\ 


ausserdem  hat  man: 


AiA 


^^      \b,b 
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Diese  Summe  dreier  Quadrate  lässt  sich  iu  die  Summe  zweier  Quadrate 
verwandelo,  etwas  vereinfacht  durch  die  Substitution: 


A  =-  cosxcos/i ;    B  =  cosxsinfi;     6  »  sinx  (47) 

Setzt  man 

D  =  %*-{-  cos  f* — -^'sin  fi  ) 

>'C08  f*)       f 


(48) 


so  wird 


E  =  ^'co8%+8inx(8in^+^'< 

ili  =  —  £>sin  xcos  /ü  —  -Esin  ft     \ 

jBj  «  —  Z>8inx8inft+z;co8ft    >  (49) 

Cj  =       Z>cosx  ' 

^2  ==*  £sinxcosf4 — DsinpL 

B^  =  ßsin  X  sin  I*  +  -^  cos  ft      [  (50) 

Cj  =  — £C08X  ' 

Gl.  (45)  differenüirt  giebt: 

+  {A^^B^^')f+  C,m-/)  (52) 

Biese  Gleichung  muss  nach  Einsetzung  der  Werte  (45)  (44)  für  l^ 
und/,  unabhängig  von  /",  /,  /*'  gelten,  die  drei  daraus  hervorgehen- 
den Relationen  der  Coefficienten  aber  unter  sich  identisch  sein ;  denn 

^  ist  die  einzige  darin  enthaltene  nicht  gegebene  Grösse,  die  Ge- 
gebenen A^  B^  C  aber  vertreten  bedingungslos  eine  mögliche  Tangen- 
tialrichtung  der  Begleitenden.  Folglich  ist  es  gestattet,  für  /,  /,  f 
ein  beliebiges  Wertsystem  zu  setzen.    Sei  also 

/«sin/»;    Z  =  — cosfi-,   /'=0 
Dem  entsprechen  die  Werte: 

und  nach  Multiplication  mit 
geht  Gl.  (52)  über  in 
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—  (DD'+EE')D+(D^+E^)E~^-^  «  (D^+ E^) \A^' sin  ii 

—  i^2'C0S|Ll  +  i5C083c(sinft  +  '^'C08fi)} 

«  (7)2 — E^) { -  Z)'  —  £^'8in X + £cos  «(sin  ^  +  ^'cos  ^) } 
oder 

und  nach  Integration  erhält  ma)i: 

E  i  (^3) 

^1  =  arctg-^+/Ma^+i?ST-a.u8inx)    J 

Der  letztere  Ausdruck    lässt  sich   auch   folgendermassen   schreiben. 
Man  hat: 

Add''\-BdT:  ==«  cosx(sinfi+'Ö''cosft)8T 

=  cotx(-K — |li'co8jc)8t 
daher  ist 

^,  =  arct^^+y  ,^—^  (54) 

Der  einfachste  Specialfall  ist  offenbar  E  ^0\  hier  wird 
Ti  =/7)8t  =  Jc+/(co8fiST  —  sinjÄÖd) 


^  j/    sm  X 


und  zwar  ist 


sinjuSr+coSittS^  8^  .  ,,  .     v 

cotK  = y^ =  -  -3-^sina+^) 


also  nach  Elimination  von  x 


r,  =  arctg^^^"f^+^^+/a.cos(A  +  .) 


(55) 


Setzt  man,  noch  specieller, 

a^  ^  aacos(A-f^)  (56) 

woraus 

x  =  A  +  jii  — R 
so  wird 

T,  =  A+2^;     ^, --cy  (57) 

Dies  angewandt  auf  linear  tordirto  Urcurvo  giebt: 
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ie^  Sarctge*'^    fi  =  2arctg  e*'— JL  +  R  (58) 

also 

Tj  =  4arctge*^  =  4arctge~**i 

Verdreht  man  die  Begleitende  am  eiuen  Recbten,  indem  man  setzt 

T,  ==#s^    ^1-  -  fg  (59) 

so  lautet  die  spei^tüäclie  Gleichung: 

das  ist  dieselbe  Curvo  wie  (32).  Hiormit  ist  diejenige  Begleitende 
gefunden,  welche  die  linear  tonürte  in  die  Cnrvo  (32)  überführt 
Ihre  Tangen tialrichtiing  relativ  zur  Urcurve  ist  nach  (50),  (wo  E^i)}: 

/t  =  h  =  — /ain|*+;cos^ 

und  zwar  Ist  ^  bestimmt  durch  (58)^  mithin 

(2— e2ff)cosA4-2c''sinJl 
sm^^^ ~T^:^ 

(l_e3cf)auiJL~2e'^cosJL 


Goa^  = 


1  +  c^ 


Um  auch  von  der  cyklisch  tordirten  auf  die  Curre  (32)  zu  gelangen, 
braucht  man  nur  zuerst  auf  die  Evolvente  überzugehen,  welche  linear 
tordirt  ist,  und  m  dieser  <Jie  eben  bestimmte  Begleitende  zu  uehmen. 

Der  Annahme  (56)  steht  zur  Seite; 

Sfi  ^d^tgn  sin( A  +  ^)    (n  constant) 


Hier  wird 


t,  =  mi7tfdiicQtß+i^h    ^1^-^^ 


und  in  Anwendung  auf  linear  tordirte  Urcurve 

Tj  ==  cot7tlogsiü(JL-l-f*)  =  cotnrlogsin(A  — 'ÖiSluTc) 

woraus  nach  Yerdrehung  um  einen  Rechten  (a.  (59)); 

c*»%«  =  sin(Tj  ninTt) 

übereinstimmend  mit  der  Carve  (31).    Auch  diese  lässt  sich  also  als 
Begleitende  einer  linear  tordirten  Cnrve  darstellen. 
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xvm. 
Note  über  lineare  Diflferential-Gleichungen. 

Von 

Simon  Spitzer 


Unter  welchen  Umständen  Iftsst  sich  die  Differential-Gleichaog 

y"+Xy+J^y  =  0  (1) 

in  welcher  X^  und  Xq  gegebene  Functionen  von  x  sind,  auf  die  Form 

(y'+LyY+Miy^+Ly)  ^  0  (2) 

bringen? 

Soll  die  Gleichung  (1)  auf  die  Form  (2)  gebracht  werden  können, 
so  muss  folgende  Gleichung  identisch  stattfinden: 

y"+X,y'+X^y  =  {y'+Lyy+M(y*+  Ly)  (3) 

Aus  ihr  folgt: 

y''+X,y'+Xoy  =  y'+(X+ Ar)2^'+(L'+ZA/)y 

und  damit  diese  identisch  stattfinde,  muss  sein: 

Xo  =  V  +LM 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  L  und  3f  zu  bestimmen.     Aus  der 

ersten  von  ihnen  folgt: 

L^Xy  —  M  (4) 
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Innd  hieraas  ist  M  zu  ermitteln.    Zu  dem  Zwecke  fiet5:e  ich  iu  die- 
selbe 

auter  £  eine  neae  Variable  verstanden,  und  erhalte  sodann: 

oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

^^^(jC^zY^JC^^O  (6} 

Lässt  sich  hieraus  das  z  bestimmen,  so  ergibt  sich  sodann  mit- 
teilt der  Gleichung  (5)  das  M^  und  mittelst  der  Gleichung  (4)  das  i. 
Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  wenn  man  in  selbe  für  M  seineu  iu  (5) 

Stehenden  Wert  ^  einführt,   und  dann   die  Gleichung  von  Brachen 
befreiet 

Dies  tässt  sich  auch  so  schreiben: 

f4p'+^^'+^)€im  =  .(^'+  %)  +  C  (7) 

unter  C  eine   willkürliche  Coustante  verstanden;  es  ist  somit  s  der 
mtegrirende  Factor  der  vorgelegten  linearen  Dilferential-Gloichuug, 

Beispiel    Es  sei  die  vorgelegte  Gleichung  folgende; 

unter  n  eine  gan^e  positive  Zahl  verstanden . 

Die  Gleichnng  (6),  welche  zur  Bestimmung  des  inlcgrirendeii 
Factors  s  dient,  lautet  in  diesem  Falle; 

Ein  particuläres  Integrale  dieser  Gleichung  ist  (siehe  meine  Vor- 
lesungen über  lineare  Differential- Gleichungen,  Seite  84,  Formel  140J 

z  ^  ^^•»-1  +  i(«  -  1)  (n-2)a:«-^+  ^2  |('*-1)("-  2)  ("-3)  (n-4y-ä 
im  dieser  Reihe  ergibt  sich  leicht  das  s'  und  sodann  das  L  und  das 


ao* 
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Wenn  man  demnach  die  in  der  Form 

aufgestellte  Gleichung  (8)   mit  zffx  multiplicirt  und  integrirt,  so  er- 
hält man  vermöge  oer  Gleichung  (7)  nachstehendes  Integrale: 

[a:"-i+J(n-l)(«-2)a;«-3+j^2-|(n-l)(n-~2)(n-3)(« 

~|^ic«+Jn(n--l)fl;H-4-ji_n(n-l)(n-2)(n-3)ir»-M-...]y==^      (10) 

Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

y''==xy'+y  (11) 

welche  sich  auch  folgendermasseu  schreiben  lässt: 

y^—xy^—y  =  0 

nachstehende  Schreibweise: 

(y—ccyY  =  0 
und  somit  ist 

y'—xy  =  C 

das  Integrale   der  Gleichung   (11);  auf  gleiche  Weise  gestattet  die 
Gleichung 

y"-ajy'-2y  =  0  (12) 

folgende  Aufschreibung: 

Aus  ihr  folgt: 

oder: 

und  dies  ist  das  Integrale  der  Gleichung  (12). 

Die  Gleichung 

»"— V-3y  =  0  (13) 

gestattet  folgende  Aufschreibung: 

r  ,     x»+Sx  r        2x    r  ,     x*+Sx  ] 

[y  -^ä+Tä'J  +iHFiL^  -^M^^J  =  ° 

Aus  ihr  folgt: 

,      x^+^x  C 


oder 
u.  s.  w. 


(x^+l)y'-(y^+3x)y^C 
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Unter  welchen  Umständen  lässt  sich  die  Differential-Gleichung 

,/'+X,y''+X,y^+Xoy  =  0  (14) 

in  welcher  Agi  ^i  ^^^  ^  gegebene  Functionen  von  ic  aind,  auf  die 
Form 

(y'^^Ly'+MyY  +  N(y"+Ly'+My)  =  U  (15) 

bringen  ? 

Soll   die  Gleichung   (14)   auf  die   Form   (15)   gebracht    werden 
können,  so  muss  folgende  Gleichung  identisch  stattfinden; 

y^'+XW'+^iP'+Xoy  =  (y''+Ly'-\-Myy+N(y"-^Li^'^Afy) 

Aus  ihr  folgt: 

y'^+jf^''+jriy'+j^y=/'+(z+iV)/+(i'+ii/+2.iV)/H-^ 

und  damit  diese  identisch  stattfinde,  muss  sein: 

X^  =  L+N 

X^  ^  L'-^-M-^-LN 

Xq  =  M'-\-MN 

m 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 
L^  X^—N 
Dies  in  die  beiden  andern  Gleichungen  substituirt,  gibt: 

X^  =  M'+MN 
Aus  der  ersten  dieser  zwei  Gleichungen  folgt: 
3/  =  Xj  —  Zg'-f  iV— JTgiV+iV» 
Dies  in  die  andere  substituirt,  führt  zu  folgender  Gleichöüg: 

und  diese  dient  zur  Bestimmung  von  N.    Setzen  wir 

z 
unter  z  eine  neue  Variable  verstanden,  so  erhält  man 

a«'—  X^"+  (Ai  —  2^2')«'—  W—Xi'+  Xo)«  —  ü 
oder  anders  geschrieben: 

z"'^(X,zr+(X^zy--Xoz  =  0  ^Q 
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Lässt  sich  hieraas  das  z  bestimmen,  so  ergibt  sich  sodam  ans 
der  Gleichung 

z 


das  iV,  ferner  aas  den  beiden  Gleichungen: 

L  ^  Xf  —  N 


das  L  und  das  M. 

Aus  der  Gleichung 

y^+X.y^'+X.y'+X^  =  (y'^+Ly'+Myy-\-N(y"+W'i^My) 

folgt  sodann,  wenn  man  für  N  seinen  Wert  setzt,  und  sodann  die 
Gleichung  yon  Brüchen  befreiet: 

z(y''+X,y''+X,y'+Xoy)  =  .(y"+ V+My)'+*V+ V+^*) 

und  diese  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

fz(y"'^X^''+X^y'+X^y)dx  «  f^y''+ Ly'+ My)  +  C 

unter  C  eine  willkürliche  Constante  verstanden.    Es  ist  somit  z  der 
integrirende  Factor  der  vorgelegten  Differential-Gleichung. 

Beispiel.    Es  sei 

y'"^xy^+ny  (17) 

unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Die  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  »  dient,  lautet  für 
diesen  Fall 

Ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist  (siehe  meine  neuen 
Studien  über  die  Integration  linearer  Differential-Gleichungen  Seite  14, 
Formel  36) 

«=  (»-I)l~3.(»~4)!+Sr67(^^^^^l~"3.6.9.(n--10)  +  '* 

Es  gestattet  somit  die  Gleichung 

y'^^xy'+y  (18) 

welche  sich  auch  folgendermassen  schreiben  Iftsst: 

Z'— «y'  — y  «=0 

nachstehende  Schreibweise: 

(ff"—(cyy^O 
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und  blßraus  folgt 

y  —  xy  =  C 

ü%  iDtcgnd  der  Gleichnng  (18). 

Die  Gleichung 

y"'—^i/'-2u  =  ^  (19) 

lässt  Bich  so  scbreibcn: 


Hieraus  foJgt: 
oder 


(/-*'-*s)'  +  ^(y"-^'-=ry)  =  0 


„    y'  c 

y      «—*»  —  » 


aad  dies  ist  das  Integral  der  Gleichung  (10). 

Die  Gleichung 
füJirt  auf: 

Sie  gibt  integrirt: 
«ider  in  anderer  Form: 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  Gloicliung: 

f'—xu'—Ay  =  0 
das  Integral: 

Ferner  fllr  die  Gleichang: 

das  Integral 

(ä* — 8»)/—  (4;e3  —  8)^'+ (»j:^  "  ^^)äf  =  C 

B.   S,    f. 


Um  die  Gleichung 

wo  ^  eine  ganze  positive  Zahl  i&t,  zu  intcgriren,  differentüre  ich  die- 
iclbo  —  ^  mal  und  erhalte  hierdurch 
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a.y3-^)_2fia:y(2-^)+(fi«  +  fi-a;)^(i-^)  «=  0  (2) 

Nun  setze  ich 

Dadurch  geht  obige  Gleichung  über  in 

sodann  setze  ich 

z  =  xf*Z 

unter  Z  eine  neue  Variable  verstanden,  und  erhalte  hierdurch 

Bas  Integral  dieser  Gleichung  ist  (siehe  Seite  97  meiner  Vor- 
lesungen über  Integration  linearer  Differential-Gleichungen) 

+2 


+2 

+  C^f  6-VxyiiCl4  {a;log[(t*«-4)Va:]+  ^51^ 


-2 

folglich  ist 


-  +2 


das  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung,  unter  C^  und  C^ 
willkürliche  Constante  verstanden. 

Die  Methode,  die  ich  vorgeschlagen  habe,  um  die  Gleichung  (1) 
zu  integriren,  ist  nicht  ganz  strenge.  Ich  habe  nämlich  die  vorgelegte 
Gleichung  —  ft  mal  differentiirt,  hierdurch  sollte  eigentlich  die  Old- 
chung  (2)  folgendermassen  lauten: 

a.y3-/i)  _  2f4a;y(2-/*)  +  (^2+  |i*  —  aj)2^a-^) 

und  da  ich  den  2.  Teil  der  Gleichung  (2)  gleich  Null  setzte,  so  bleibt 
mir  nichts  anders  übrig,  als  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Integrales 
direct  nachzuweisen. 
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Ich  werde  nun  zeigen,  dass  der  Gleichang 
genügt  wird  ftr 

y  -  £i  [a^+i /'««vxy.^äiri  ^J  (3) 

—2 

Um  diesen  Nachweis  zn  führen,  entwickele  ich  den  Ausdmck 
(3)  in  eine  Reihe  und  beweise  sodann,  dass  diese  Reihe,  deren  Con- 
vergenz  aof  den  ersten  Blick  ersichtlich  ist,  der  vorgelegten  Gleichang 
genügt. 

Die  Formel  (3)  gestattet  folgende  Schreibweise: 


setzt  man  der  Kürze  halber 

+2 
-2 


/y«»-. 


80  sieht  man,  dass  Pn  für  jeden  ungeraden  Wert  von  n  verschwindet, 
somit  geht  die  Gleichang  (4)  über  in: 


lies  lässt  sich  aach  so  schreiben: 

&"-!  r  0^+2  ajiu+3  a.ju+4  1 


Beachtet  man  nnn  die  bekannte  Formel: 
2p^,  x*^  n! 


x^' 


dx**^  (n  —  m) ! 

80  geht  obiges  y  über  in: 

^  21      *^o^      31      *   2!^       4!  41 

^       5!  6M   ••• 

oder  in  abgekürzter  Form  geschrieben: 
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Nun  ist  noch  das  P  zu  berechnen.    £s  ist: 

+2 

Main  kann  dies  auch  so  schreiben: 

2 

0 

Dies  vereinfacht  sich  fOr 

«4  =  2» 
und  geht  über  in 

1 

An-4  =  22~-l  yHl    il/V^'^V  »•--*  rfv 

Setzt  man  nun 

so  erhält  man 

1 

Pfe^4  «  22»»-2  yZ^[     /*tt?H-i  (1  —  «,)*  diD 

oder  kürzer: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (5)  und  Iftsst  man  die 
Gonstanten  Factoren,  welche  in  y  auftreten,  weg,  so  erhält  man: 

^""«=2  n\  (2n-4)!    ^        (n~l)! 

Nun  ist: 

1.3.5.7...(2»~6) 

r(n— I)  = 2^^1:2 ^\\f 

oder  auch 

r.        3,  (2n^4)!        . 

Folglich  hat  man,  wieder  mit  Hinweglassung  constanter  Factoren: 
Es  gibt  daher  der  Ausdruck 
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>2 


y-  ^i[^'  f'^^'y^^'-'^^^] 


-2 

in  eine  Reihe  entwickelt  folgende  Reihe: 


y 


1!2!   ^^112131^  ^213!4!'*^^3:4!5!* 


nnd  diese  igt  convergent  und  leistet  wirklich   der  vorgelegten  Glei- 
chung Genfige.    Man  kann  y  auch  so  schreiben: 

^       1!2!*  ^112!3!^  ^       2!3!41       "^ 

(fi+2)(fi+3)(f»+4)   .. 
■**  31415!  «-t- ... 

und  diese  Reihe  ist  merkwürdigerweise  ancli  gültig  für  ganze  und 
negative  Werte  von  fi. 


3. 

Integration  der  linearen  Differential-Gleichung 

a:(l-a.)y"+(J~Jajy+Ay  =  0  (1) 

Prof.  Schwarz  hat  im  75ten  Bande  von  Crelle's  Journal  für  die  reine 
nnd  angewandte  Mathematik,  Seite  326.  die  beiden  partic.  Integrale 
der  Differential*Gleichung  (1)  in  folgender  merkwürdigen  Form  auf- 
gestellt: 


woselbst 

tjt  2i7i 

ist.'  Die  Richtigkeit  dieser  particulären  Integrale  wurde  von  Prof. 
Cayley  im  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics  Band 
16,  Seite  268  nachgewiesen. 

Ich  werde  mir  hier  erlauben,  gleichfalls  die  Richtigkeit  der  beiden 
von  Schwarz  gefundenen  particulären  Integrale  nachzuweisen,  und 
glaube  hierdurch  einen  Commentar  zur  Arbeit  Cayley's  geliefert  zu 
haben. 
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Moltiplicirt  man  die  beiden  oben  aufgestellten  particolären  Inte- 
grale mit  y  ^,  so  erbält  man  zwei  Ausdracke,  die  ofifenbar  auch  parti- 
culäre  Integrale  der  Gleichnng  (1)  sind,  denn  das  Maltipliciren  von 
particulären  Integralen  einer  reducirten  linearen  Differential-Gleichung 
mit  Constanten  Zahlen  ist  gestattet,  also  kann  man  anch  schreiben: 

yi  =  V  d^V^l-fV'aJ-f V^l— «Vx 

oder  in  anderer  Form: 

yi  =  V  V^6*~6^eya;-f  V^l  — «Va: 


Nun  ist: 


Vi 

in 

6^  =  e  3  =  cos60<^-f  esineO^  =  k 
Ö^B  ==  c«^  =  —  1 

4tn 

folglich  hat  man: 

und  diese  beiden  particulären  Integrale  sind  nicht  nur  einfacher,  als 
die  von  Schwarz  aufgestellten,  sondern  auch  einfacher,  als  die  von 
Cayley  aufgestellten  Ausdrücke.  Cayley  gibt  nämlich  y*  in  folgender 
Form: 

y«  «  y  a  — a^y  a?±V  — a^  +  aV« 

unter  «  eine  imaginäre  6te  Wurzel  von  —1  verstanden. 


Um  nun  nachzuweisen,  dass  der  Dififerential-Gloichung 

x(l^x)y''+(i -  l^)y'+ihy  -  0  (1) 

Genüge  geschieht  durch 
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y^V\/^k  +  Vx±^l+xyx  (2) 

führe   ich   in   die   beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  x   eine   neue 
Variable  S  ein,  mittelst  der  Substitution: 

man  erhält  dann,  da 

„'-^  ^y 

„        1      3^_±    dy 

ist,  statt  der  Gleichnug  (1)  folgende  Gleichung: 

(l-£»)|^^-f£»||+Aly=0  (3) 

und  dieser  soll  Genüge  geschehen  durch 

y  -  ^^^l+^±Vl¥Ü  (4) 


Ich  führe  nun  in  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  für  y  eine 
neue  Variable  %  ein,  mittelst  der  Substitution 


and  erhalte,  da  hieraas: 

y^ 

|  =  « 

y 

»v« 

3y 
81  = 

1  d» 

'  2V«  d| 

8^ 
8£*  = 

(1)1 

folgt,  statt  der  Gleichung  (3)  folgende  Gleichung: 

'8?-H8lJ~i^T»-'8i+r-T»°'^         ^^^ 

und  diesen  soll  Genüge  geschehen  durch 

Schreibt  man  z  in  der  Form: 

z^^F+VQ 


80  ist: 
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3|*  "^  iPQVPQ 

dh (P0»Q4-(Q')»P      (PO»Q»+(Q')«P» 

'8|»  4PQ  iPQypQ 

\8|;  -         '4PQ     ~    "•"  '2V PQ 
2*  — P4-Q  +  2yPQ 
Werden  diese  Werte  in  die  Gleidimng  <5)  eingefilbrt,  so  erfalH  man: 


z 


31 


Nun  ist 


1-«* 


P«Q» 


.]  =  o 


p=i+l,  P'-I 
i'+Q-a+Dd+i) 

PQ-A(l+£+|») 
P'Q  +  Q'P- 1(1 -I-2J) 
(P')«Q+(Q')*-P=a+i*)f 
(P')*«*-|-(Q')*P*  -=  l*(-l+2j+2|«) 
1  — A+i»  =  0 

Werden  diese  Worte  in  die  Gleichung  (6)  eing^flhrt,  so  erbalt 
man  eine  identische  Gleichung.  Es  genttgt  somit  der  Gleichung  (5) 
nicht  nur  der  Wert 

sondern  auch  der  Wert 

z  =  -^P—yQ 

und  die  Richtigkeit  der  Schwarz'scben  Auflösung  der  Gleichang  (1)  ist 
hierdurch  nachgewiesen. 
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Es  I&sst  sich  der  Nachwels  der  Bichtigkeit  auch  noch  auf  andere 
Art  fahren.    Soll  der  Gleichung 

x(l^xr+(i^ix)y^+^y  =  0  (1) 

Genüge  geschehen  durch 

y  «  VV^+V^±V^+^Vx  (2) 

so  muss,  wie  wir  früher  nachgewiesen  haben,  der  Gleichung 

(i-4»)g-il«|+Vt5y-0  (3) 

Genüge  geschehen  durch 

y  -=  Vyi^±yi+i{  (4) 

Construirt  man  nun  eine  lineare  Differential-Gleichung 
dritter  Ordnung,  für  welche 

ist,  so  mnss  diese  lineare  Differential-Gleichung  Ster  Ordnung  offen- 
bar nacbstehende  drei  particulare  Integrale  haben: 

und  diejenige  lineare  Differential-Gleichung  Ster  Ordnung,  welche  die 
so  eben  aufgeschriebenen  particuläreu  Integrale  hat,  hat  auch  nach- 
stehende drei  particulare  Integrale: 

In  der  zweiten  Fortsetzung  meiner  Studien  über  die  Integrationen 
linearer  Differential-Gleichungen  Seite  21.  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn 
man  in  die  Differential- Gleichung 

^2y"+Jry+jXoy  =  o 

deren  particulare  Integrale  yj  und  y^  sind,  eine  neue  Variable  «  ein- 
führt, mittelst  der  Substitution 

man  zu  folgender  Gleichung  dritter  Ordnung  gelangt : 
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+2(Xo^X^-X^X^^+2XoX^)z  =  0 
deren  particuläre  Integrale 

sind.    Es  ist  demnach  die  lineare  Diflferential-Gleichung  dritter  Ord- 
nung, welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  Gleichung  (3) 

setzt,  folgende: 

und  dieser  Gleichung  genttgen  in  der  Tat  die  3  particnlärea  Integrale: 

H  -  yr -f 

wie  sich  äusserst  leicht  nachweisen  lässt 
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XIX. 


Construction  einiger  linearer 
Differential-Gleichungen  höherer  Ordnung. 


Von 

Simon  Spitzer 


Ich  habe  in  meinen  „Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rential-Gleichungen" Wien  1860  das  Integral  der  linearen  Differential- 
Gleichung 

in  welcher  m,  or,  ß  constante  Zahlen  bezeichnen,  derart,  dass  a  und  ß 
von  einander  verschieden  sind,  ferner,  in  welchen  A  und  B  positive 
echte  Brüche  sind,  oder  in  welcher  A  und  B  imaginäre  Zahlen  be- 
zeichnen, die  reellen  Teile  von  A  und  B  aber  positive  echte  Brüche 
sind,  in  folgender  Form  gegeben: 


'^du 


a 

/ 

+  Ca (m-f  x)!-^-^   /   e«(»»+«)  (m— «)--» {u^ß)-^ du  (2) 

a 

Hier  bedeuten  C^  und  Cg  willkürliche  Constante. 

Das  in  (2)  stehende  Integral  ist  richtig,  und  dies  lässt  sich  äusserst 
leicht  nachweisen,  denn  es  ist: 

Teü  LXT.  21 
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y'=  Cj^    I  tte«("«+«)  (tt— a)^-i  (w  —  ß)^-^  du 
a 

a 

und 

y"  =  Ci   y  w V(w+«)  (u  —  a)>i-i  (w — /J)^-i  rftt 

a 

^C^(m+x)-A-^-^    /*c«(«^«')(w--a)-^(u— /5)-^  [(^+5)(^+J5-l) 

+2tt(l-^— J9)(m-Hc)-H**(m-fa?)^(f« 

folglich  hat  man,  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (1)  ein- 
fuhrt, und  der  Kürze  halber 

setzt 


oj. 


P^  Ci  I  e^(^+^)iu—ay~\u'-ß)^-'^[(m+x){u—a)(u—ß) 

'^-A{u—ß)+B(u—a)]du 

+  C^im+x)^-^'^  y   e«l«»+*)(tt-a)-*(t«— j?)-^[(m-Hc)(t*— o)(tf-iJ) 

+(l-^)(t*~-^)+(l-^)(u-a)]rfK 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

ß 
P=  eJ  e«('"+*) (u—ay  {u—ß)^ \ 

a 

ß 

+  C,(m+x)^-^-B  I  6«('»+*)(tt— «)l-ß(«— /J)»-^  I  (3) 

a 

und  hieraus  sieht  man,  dass  in  der  Tat  die  Gleichung  (1)  für  den  in 
(2)  aufgestellten  Wert  von  y  identisch  erfüllt  wird. 
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Ich  will  nun  aufstellen  jene  lineare  Differential-Gleichung  3ter 
Ordnung,  der  genügt  wird  durch  nachstehenden  Wert  von  y 

a 

y='Ai  /«"("•+»)(«— o)-*-»(M—(S)»-»du 

+A^  f  e«(«»+»)(tt  — a)^-i(tt  — /5)^-if/M  (4) 

+  ^3  (f/l  +  X)!-*-^    /*  6«(«»+«Ut*  —  «)-*  (t*  — /5) -^  «^W 
a 

unter  A^^  A^^  A^  willkürliche  Constante  verstanden. 

Verfolgt  man  den  früher  betretenen  Weg  und  setzt  demnach  in 
P  den  in  (4)  aufgestellten  Wert  von  y,  so  erhält  man: 


0 


a 
0 

+  A^  I  c«("»+»)  (w  -  «)^  (u  -  ß)^  I 

0 

ß 

a 

und  wenn  man  im  2ten  Teile  dieser  Gleichung  die  Substitutionen 
„  =,  0,  tt  =  «,  w  =  jS  wirklich  durchführt,  so  kommt  man  zu  der 
Gleichung: 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  einmal  nach  x,  so  erhält  man: 

P'=0 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(m-{^x)tr+[l+A  +  B--(a  +  ß){m+x)y 

+  l-'a--ß  —  Aß---Ba  +  aß(m+x)y+aßy  «  0  (6) 

und  dies  ist  die  gesuchte  Differential-Gleichung  3ter  Ordnung,  der 
genügt  wird  durch  den  in  (4)  aufgestellten  Wert  von  y. 


21* 


Digitized  by  CjOOQ IC 


324 


Spitzer:  Consiructlon  einiger  lineartr 


ber  Onloimg        | 


Ich  will  nun  jene  lineare  DiflferentJal-Gleichuüg  3ter 
aufstellen,  der  genügt  wird  durch  iia^listehenden  Wert  von  f 

/ 

a 

a 

0 

/ 

0 

Man  erhält,  den  früher  betretenen  Weg  befolgend; 

(  { 

0 

+  i?8  (m  +  a;)l-^~^  |  6«('«+*) (u  —  ß)l '^ (i*  —ß)^-^\  P 

0 

und  wenn  man  auch  die  im  2tctt  Teile  der  Gleichung   angezeigtei 
Substitutionen  wirklich  durchführt: 

Multiplicirt  man  beide  Teile  dieser  Gleichung  mit 
so  erhält  man: 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  beiderBcits  einmal  nach  x^  so  er- 
hält man: 

und  dies  ist  die  gesuchte  lineare   Gleichung  3tcr  Ordnung,   der  ge- 
nüge geschieht  durch  den  in  (7)  aufgestellton  Wert  tou  y. 

Sie  gestattet,  wie  man  sieht,  folgende  Sciircibweisc: 
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Ich  will  nun  jene  lineare  Differential-Gleichung  4ter  Ordnung 
Jinfstellen,  der  genügt  vrird  durch 

a 
0 

+  <^i  fe^i^^)  (tt— a)^-l  (u  —  ß)B-'l  du 
0 

a 

+  C^  (m+xy-^'^fiu  —  a)-^  (u  —  ß)-^  du  (10) 

0 

+  Ci(w+a:)i-^--»   f(u'-a)-^(u'^ß)'-Adu 

0 

Man  erhält  hier  den  schon  so  oft  angedeuteten  Weg  befolgend: 

P=- (C,+Q)  (-a)M-i5)*-(C3+Q)  (m+a;)l-^-^(-«)l-i^(-^)i"^ 

Diese  Gleichung  gibt  einmal  nach  x  differentürt: 

P'  =-  (C3  +  CJ(l--4-Ä)(m+x)-^-Ä(-a)i-i'(-/3)W 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  (m+aj)^+^  und  differentürt  man  dann 
die  so  erhaltene  Gleichung  wieder  nach  x,  so  erhält  man: 

oder  in  reducirter  Gestalt: 

(m+(c)P"+(^+ J5)P' «  0  (11) 


In  dem  speciellen  Falle,  in  welchem 

-44-S  — 1 

ist,  muss  die  ganze  Analyse  abgeändert  werden,  denn  das  Integral 
der  Gleichung 

P=0 

hat  alsdann  nicht  mehr  die  in  (2)  aufgestellte  Form,  sondern  es  ist: 
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a 
+  C^y  e«(*»+*)(tt— a)4-i(ti— ^)Ä-ilog[(«i-f  a;)(tt---o)(tt— |S)]rftt    (12) 


a 

Hieraus  folgt  zunächst 


y'=Ci  /   w6«(»»+*)(t4— a)^~i  («4—13)^-1  rftt 
a 


a 

+  C^y  «»(»+»)  („— «)A-i(„_  /J)Ä-i  jttlog[(m-fiB)(«-««(u— |J)] 

a 

und  dann: 

y"  =  Ci  /^uV(«»+«)  (tt—  a)^-i  (tt  —  /J)^-i  du 

a 

4-  Ciy  6«("»+*)(M-a)^-i  (t*-j3)^-i  {t*21og[(m-f^)(tt-«)(t*-/5)] 
ist: 


somit  ist 


a 


■\-A{tt—ß)-\-B{u—a)]du 

+(7,y  e«(«+»)(»-a)^-i  («-j3)5-i  j[(„4.a,)(„_„)(«_,j) 
+4(tt— /»)+£(«- a)]log[(«+a!)(«-«)(u-/J)] 

Dieses  P  vereinfacht  sich  für 


und  geht  üher  in: 
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-=Ci/< 


e«(m+*)  (^  _  tt)A-l  («,_  ß)B^\  [(m+ic)  (tt  -  «)  (w—  /3) 

««(•»+*)  (tt—  a)^-i  («—  W^-MC(»» +«)  (tt—  «)  (t*  —  ß) 

+  ^(tt-j5)+Ä(t*— a)]log[(»i+«)(M  — «)(u— /3)]+2tt— a-|3}<;w 
und  dies  lässt  sieb  folgendennassen  schreiben: 

a 

+  (^  {««(«+»)(«-a)^(u-(J)«log[(«»+*)(«-a)  (tt-jS)]}      (13) 

a 

und  hieraus  sieht  man,   dass  in  der  Tat  die  Gleicbnng  (1)  in  dem 
Specialfalle 

A+B  =  l 

durch  den  in  (12)  aufgestellten  Wert  von  y  befriedigt  wird. 


Ich  will  nun  jene  lineare  Differential-Gleichung  3ter  Ordnung 
aufstellen,  der  genügt  wird  durch 

a 
+^s  /  e«(«+»)(t«— «)^-i(t*— /^)^-Mog[(m+a;)(tt— a)(M--/3)]dtt 

a 

Yerfolgt  man  den  so  eben  eingeschlagenen  Weg,  so  erhält  man: 
P=-(A+^)(-a)M--ft^ 

und  dies  führt  einmal  differentürt  auf  die  Differential- Gleichung  3ter 

Ordnung 

P'=0 
welche  wir  in  (6)  aufstellten. 
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Ich  will  nun  jene  lineare  Differential-Gleichiing  3.  Ordn.constmireiu 
welcher  genügt  wird  durch 

a 

a 

+  Bi  /^c«Km+x)(tt— o)^-Ht*— /5)^-^log[(m+«)(tt— «)(«— «1^    (15) 

0 

6 
Den  früher  betretenen  Weg  befolgend,  erhält  man: 

Wird  diese  Gleichung  beiderseits  dnrch 

log[aß{m+x)'] 

dividirt  and  dann  differentiirt,   so  erhält  man  die  gewünschte  Diffe- 
rential-Gleichung. 
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XX. 
Miscellen. 


Die  Bestlmmangr  der  Summe 
Es  sei: 

so  ist: 

1)    s— 5    =x^ 

Bildet  man  von  dieser  Gleichung  die  Ableitung  nach  x^  so  erhält  man: 

2)    D&--m    =Tx^-^. 

X  «— 1 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  x  der  Reihe  nach 
oj— 1,    »— 2,    aj— 3,    ...    2, 


so  ergiebt  sich 


DS    —D/S    =rx^''^ 

X  x—1 

DS    —DS    =r(aj— l)»-i 
05—1  as— 2 

DS    —DS    =r(a;— 2)'-l 
aj— 2  as— 3 


DS    —DS    -=»    r2»--i 

2  1 
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Miscellen, 


Addirt  man  diese  Gleichung,  so  entsteht,  da  die  Summe  der  rechten 
Seiten 

r-l 

rS    —  r    ist 

X 


oder 


r  r  r— 1 

2  1  X 

f  r— 1  r 

DS-^rS    +DS  —  r, 

X  z  1 


Setzt  man  B  fOr  die  constante  Zahl  D/S— r,  so  ist 

1 

r  r-l 

3)     DS^rS     +B, 

X  X 

Hieraus  durch  Integration 

r  r-l 

4)     s^rfS    dx-^-Bx, 

X  X 

r 

Da  >S  »  0  ist,  so  ist  keine  Constante  hinzuzufügen.    Die  Constante 

0 


B  ergieht  sich  aus 


1 


Aus  der  Definition  von  S  folgt 

X 


Hieraus  nach  4) 


0 

S^x. 


S^fxdx+Bx 


Für  o;  =  1 
also 

daher 


B^^i    und 

5)    f=2+2' 


S-=-f{x^+x)dx+Bx 

X 

--y+g^+^a:    und 
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Hieraus 
und  somit 

Hieraus  nach  4) 


2 

6)    S- 


B 


also 


X 

X  X  X 

^4"+  2""*"  T+^*    ^°^ 
1-i  +  i  +  i+B, 

jB  =  0    und 


3 

7)    S' 


^ 


+  1-  +  ^ 


Wendet  man  wiederum  No.  4)  an,  so  ergiebt  sich 


S^S{x^^2x^-^x^))dx'\'ßx 

X 

+  -^+-ö-  +  Bx    und 


also 


5  ^  2  ^  3 
l  =  i  +  i+i+B, 

jB  =»  —  -^    und 

^       x^       x^   .    x^        X 
^^    f^  5"+  2~+"3~~3Ö- 

Es  war  nach  No.  4) 


also  ist 


r+l 


S    ==(r+lfSdx+BiX 


Setzt  man  für  S  seinen  Wert,  so  entsteht 


2 

5     =(r+l)ry>S     e&;2+(^+l)-0_^.^^,,, 


ebenso  ergiebt  sich 

f+2 


r+2  />r— 1  «^/rS 

S    =(r+2)(r+l)ry  S    dx^^(,r-{-2)  (r+1)-^ 


+  (r+2)^fV^^ 
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oder  wenn  man  Binomialcoefficienten  einfftlirt 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Gesetzes  in  No.  4)  entsteht 
hieraus: 

n 
S        =n!(r+n-l)«  /  5    da^+(r+n^  1)^-^1^^ 

+  (r-\-n-l)n-2-^^+  . . .  (r+«-l)»_„-ii»«— "+  ...  B»-is 

0 

Für  r  =  1  erhält  man,  da  /S  «  »  ist 

n 
S^nl  f  xdx^+  (n)H-.i  -^ — h  00i*-2     ^    . 

X  %J  W  « — 1 

+  . . .  (n)»-o~l  — — ~  . . .  Bn-\x. 


Da 


+1)1 
(«)»-p  =  {«)p 


und 


ist,  so  entsteht 

f-^;+«^+(n).^+...(.W.^-+...i,.-. 
Wegen 


Für  as  -=  1  ergiebt  sich 


10)  i-;;|i+^o+^^.+^^.+  ...+gi^-+...^-.. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  n  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  ...  so 
ergehen  sich  zur  Bestimmung  der  B  die  folgenden  Gleichungen: 
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11)     l=.J+5o 


Hierans 


«0  =  *;    -Bi=*;    ■B»  =  0;   Bs A;    ^4-0;   -06  =  ^; 

^6  =■  0;    Bf  =  —  ^\    i^g  =  0;     -Bs  •=  A»    -^lo  "=  0; 
Bn  =  -^ms;    Bu-O;    Bi,=h    -814  =  0;     5,5  =  -=\iW- 

Wendet  man  auf  den  in  No.  9)  für  S  gegebenen  Aasdruck  die 

X 

Formel 

n        n 
X         aj— 1 

an,  so  ergiebt  sieb,  da  die  Coefficienten  von  aj»-i,  x*^^  .  . .  «^  gleich 
Null  werden,  aas  dem  Coefficienten  von  a?®: 

0  =  ^j  —  -00+  "2" -^1 3~^«  +  -4-^8  —  •  •  •  ±Ä-i. 

Subtrabirt  man  diese  Gleichung  von  No.  10)   und  dividirt  das  Re- 
sultat durch  2,  so  entsteht: 

i=B,+  fB,+  fB,+  fB,+  ... 
Wegen 
iat  also 

Aus  welcher  Gleichung  sich 

jB,  =-  JB4  =  J?6  =•••'-*  0 

ergeben. 

Die  absoluten  Werte  der  Zahlen  ß^,  JBg,  J?ö  •  •  •  nennt  man  die 
BemouUi'schen  Zahlen. 

Aus  Gleichung  No.  10)  ergiebt  sich  nun,  wenn  J?3,  JB7  positiv 
genommen  werden: 
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12)^- 

-1  +  ^t^a- 

a>0. 

(~l)«(n)2a-l 

2a 


^5+   •  •  • ^ =^ 


Aus  welcher  Gleichung  sich  die  Bernoulli'schen  Zahlen  angeben,  wenn 
man  für  n  der  Reihe  nach  2,  4,  6  . . .  setzt. 

Nach  der  Formel  No.  9)  ist  nun 

Kiel,  den  2.  November  1879. 

Ligowski. 


2. 
Constrnctionsanfgaben. 


1)  Von  einem  Dreiecke  sind  die  Längen  der  drei  Höhen  gegeben; 
es  ist  dasselbe  zu  construiren. 

Lösung:  (Fig.  1.)  Es  war  ABC  das  gesuchte  Dreieck ;  Äj,  ä^,  Äj 
die  gegebenen  Höhen;  a,  ä,  c  die  zu  findenden  Seiten. 

Nun  ist: 

oder: 

a  :  Ä  =  Äj  :  Äj     und  a  :  c  =  A3  :  Äj 
oder  auch: 

Daraus  erhellt  aber,    dass   ein  Dreieck  mit  den   Seiten  A^,  A«, 

-~  ähnlich  dem  zu  findenden  ist.    Daraus  ergiebt   sich   die  Con- 

struction:  (Fig.  2.) 

Wenn 

MN  =  Äi,    MF  =  A3,     MR  =  Äj,    ist 

daher 

wenn 

MS  =  Äj    und  QiS  —  ä, 
femer 

QT  senkr.  auf  MS]    QT=  QS  ^  h^    und    AC  ||  3/5; 
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SO  ist  ACQ  das  gesuchte  Dreieck  B.  Als  Hülfsmittel,  welche  Höhe 
aaf  QT  aufgetragen  sei,  berücksichtige  man,  dass  in  Folge  obiger 
Gleichungen  die  längste  Höhe  zur  kürzesten  Seite  senkrecht  steht. 

Determination:  Ein  Dreieck  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 

h+h^>^    oder    Ms+ÄA>M2. 

2)  Ein  Sehnenviereck  zu  construiren,  wenn  die  Längen  der  vier 
Seiten  gegeben  sind. 

Lösung:  Sei  ABCD  ein  Sehnenviereck,  so  ist:  Fig.  3. 

£>»«  a*4-J«+2a*cosa 

wenn  o  hier  stumpf 

D^^ä^+c*  —  2dccoscc 
mithin: 

a2-f  &«  — ^-.c«+(2a2»+2rfc)C08a  «  0 
also: 

rf2+c2— &«  — a« 

^«"^ 2{ab+cd)       • 

weiters : 

1— COS«  =  2sin*s  =  1 o7"i~r~7\ — 

2  2{ab  -f-  cd) 

daher 

«  _  y/(a+b^  c+d)(a+b  +  c--d) 

8"^2-r  ^ab  +  cd) 

Aehnlich  ist: 

Daher 


,     ^^' 
wenn 

2«==  a+&+c+<i 
gesetzt  wird,  und 

Lösung:  Macht  man  die  in  Fig.  4.  gezeichnete  Construction, 
construirt  nämlich  die  obigen  Ausdrücke  z  und  n,  als  mittlere  geo- 
metrische Proportionalen  nach  bekannter  Weise,  so  ist: 

CHB  =-  ?     wenn    BH  =  n\ 

die  Construction  des  Sehnenvierecks  folgt  nun  sehr  einfach:   BHJK, 
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3)  Beweis  der  wichtigsten  Sätze  über  den  Pantographen.  (Fig.  5.) 
Vorausgesetzt  werden  die  Details  der  Constmction  des  Instru- 
mentes; F  wäre  der  fix  bleibende  Punkt;  G  der  geführte,  E  der 
zeichnende  Stift,  beide  in  einer  Geraden  durch  F\  ABCD  ...  die 
Anfangsstellung  des  Pantographen;  man  lässt  nun  etwa  den  Stift  G 
nach  G'  kommen,  welchen  Weg  beschreibt  der  zeichnende  Stift  L? 
Da  F  fest  ist,  so  kann  D  sich  nur  im  Kreise  K*  bewegen,  während 
C  in  die  Peripherie  eines  Kreises  K  zu  liegen  kommen  muss,  der 
mit  dem  Mittelpunkte  in  G'  und  dem  Radius  GC\  welche  Stre<^e  ja 
unveränderlich  ist,  beschrieben  wird.  Da  die  Figur  ABCD-  beständig 
wegen  der  Unveränderlichkeit  der  Seitenlängen  ein  Rhombus  bleiben 
muss,  mithin  die  Gegenseiten  fortwährend  parallel  sind,  so  muss  D'C\ 
die  neue  Lage  von  DC^  durch  das  Aehnlichkeitscentrum  der  Kreise 
K  und  K*  hindurch  gehen.  Dann  ist,  wenn  E'  dieses  Aehnlichkeits- 
centrum, ohne  noch  zu  behaupten,  dass  E'  das  verschobene  E  sei: 

E'D'  lE'C  ^  D'F:  CG' 
oder: 

E'D'  :E'C'  =  DF:CG 

Nun  ist  aber  aus  den  ähnlichen  ^  EDF  und  EGC : 

DF:  CG^  EDiEC 
daher: 

E'D'  :  C'E'  =  ED  :  EC 
also  auch: 

(E'C'—E'D')  lE'D'^  (EV—ED)  :  ED 
da  nun: 

E*C'—E'D'=  ÜE-'ED 
sein  muss,  ist  auch: 

£'£)'  =  ED^ 

daher  E*  der  verschobene  Punkt  E,  Da  nun,  wie  vorhin  erwähnt 
iE'  als  Aehnlichkeitscentrum  auf  der  Centrale  der  beiden  Kreise  A' 
jST'  liegen  muss,  „verbleiben  die  Punkte  £,  F^  G  auch  in  der 
neuen  (also  beliebigen  Lage)  in  einer  Geraden^'  (1.  Satz). 
Daraus  folgt  EFE'  -=  GFG\  da  woiters  aus  ^EDFco  ECG  und 
£^E'D'F'  OJ  E'C'G'  folgt  EFi  E'F^  GF:  G'F,  so  ist: 

/^.EE'Fcot^GFG' 
mithin  auch: 

EE'  II  GG'  (Scheitel-Dreieck). 

Der  zeichnende  Stift  beschreibt  einen  zum  geführten 
Stift  II  Weg.  (2.  Satz).  Da  nun  GG',  mithin  auch  EE'  beliebig 
klein  sein  können,  so  wird  auch  eine  Gurve  in  jedem  ihrer 
Elemente  in  der  Copie  ||  zum  Orginale  erscheinen  (nach 
obiger  Proportion  auch  ähnlich  sein)  im  Verhältnisse: 
EE'  :  GG'  ^  EFiGF  oder:  EE'  :  GG'  =  ED  :  DC^  1 : «  (S.Satz) 
weil  beliebig  DC  =  n  .  DE  gemacht  werden  kann. 

Graz,  April  1880.  Alfred  Haussner. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Phy&ik* 

Trois  lettres  in^dites  de  Jean  I*'  Bernoülli  ä  Leonard  Euler 
tiröeB  de  la  correspondance  de  Jean  I*'  Beruoulli  gard^e  dana  la 
bibliotbeque  de  l'Academie  Eoyale  dos  scicnces  de  Stockholm  par 
Gustav  Enegtröm.    Stockholm  1880,    M  S. 

Bie  Bibliothek  der  Akadamie  besitzt  B  Briefe  von  Job.  BernouUi 
an  Euler,  deren  5  iii  der  „mathematischen  nnd  phyaikaüschen  Cor- 
respondenz  einiger  berühmten  Mathematiker  d^s  18.  Jahrhunderts" 
von  P.  E.  Fuss  schon  heran sgegeben  waren.  Bie  3  übrigen  sind  jetzt 
in  den  Verhandinngen  der  Königl.  Schwedischen  Akademie  der  Wissen- 
Schäften,  eingereicht  von  G.  Eneatröm,  erschienen.  Von  diesen  sagt 
derselbe  im  voraus,  daas  der  gleiche  Ton  der  Uoberlegeubeit,  den 
Bernoülli  sonst  in  seinen  Briefen  gebraaehi,  sich  auch  in  ihnen  sehr 
bemerklich  macht.  Vor  den  Briefen  ist  deren  Inhaltsangabe,  nach 
denselben  erklärende  Koten  beigegeben.  Zwei  Briefe  sind  von  1729. 
Der  erste  betrifft  den  Sinn  der  Logarithmen  der  imaginären  Grössen 
und  bespricht  dann  2  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  die  Euler 
untersucht,  dann  dessen  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  auf  ge- 
gebener Fläche,  Der  zweite  Brief  kommt  nach  Aensserung  über  2 
andre  von  Euler  aufgestellte  Biffei-entialgleichungen  2.  Ordnung  auf 
die  vorigen  zurück.  Weiter  spricht  er  von  den  Tautochronen  und 
Isochronen,  dann  von  der  Summation  der  Reihe 

1,    1.2,    1.2,3,    1.2,3,4,    etc. 
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Der  dritte  Brief  von  1737  betrifft  die  Abhandlung  von  Job.  n  Ber- 
nonlli  über  das  Liebt,  einige  Beobachtangen  über  die  Mechanik  vob 
Enler,  die  Phoronomie  von  Hennann  und  die  Principien  von  Newton, 
die  Abhandlung  von  Job.  11  und  Daniel  I  Bemoulll  über  die  Anker, 
die  Summation  der  Reihen,  deren  allgemeine  Grlieder  sind 

1         2.4.6  ...  (2fl;-~2) 
x^'     1.3.5  ..  .  (2a;  — 1). 2« 

Beobachtungen  über  die  Reihen  der  Sinus  und  Arcustangens,  einen 
neuen  Teil  der  Infinitesimalrechnung,  cultivirt  von  Euler.         H. 

AI  K&fi  fil  Hisäb  (Genügendes  über  Arithmetik)  des  Abu  Bekr 
Muhammed  Ben  Alhusein  Alkarkhi  nach  der  auf  der  Herzoglich- 
Gothaischen  Schlossbibliothek  befindlichen  Handschrift  bearbeitet  von 
Dr.  Adolf  Hochheim,  Professor.  HI.  Halle  a.  S.  Louis  Nebert, 
40.   28  S. 

Die  mit  I.  H.  bezeichneten  vorausgehenden  Lieferungen  der  Aus- 
gabe sind  im  249.  und  254.  litt  Ber.  besprochen.  Die  dritte  fthrt 
in  der  Lehre  vom  Messen  fort  mit  specieller  Körpermessung,  An- 
wendung auf  die  Quantität  der  Baumaterialien,  der  Lehre  vom  Kivd- 
liren  des  Bodens.  Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades,  wo  mit  Vermeidung  aller  negativen  Grössen  6  Formen 
unterschieden  werden.  Die  negativen  Wurzeln  bleiben  unberücksich- 
tigt. Die  Regeln  der  Auflösung  werden  zuerst  allgemein,  dann  an 
speciellen  Zahlen  gegeben.  Der  Herausgeber  leitet  die  Gestaltung 
der  Doctrin  vorwiegend  aus  griechischem,  weniger  aus  indischem  Ein- 
fluss  ab,  obgleich  letzterer  der  anfängliche  war.  H. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche  pubblicato  daB.  Boncompagni.  Tomo  XIL  Roma  1879. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Mit  dem  gegenwärtichen  12.  Bande  schliesst  das  Journal  ab.  Der 
Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  bis  10.  Heft.  C.  Henry:  Untersuchungen  über  die  Manu- 
scripte  von  Pierre  de  Fermat  nebst  ungedruckten  Fragmenten  von 
Backet  und  Malebranche. 

11.  Heft.  A.  Favaro:  üeber  einige  ungedruckte  Notizen  be- 
treffend Nicolaus  Coppemicus  gesammelt  und  publicirt  von  M.  Curtze- 
—  B.  Boncompagni:  üeber  2  Schriften  von  Leonhard  Euler.  — 
A.  Genocchi:  Beweis  des  5.  Postulats  Euklid's,  von  Vincenzo  de 
Rossi.  —  S.  Günther:  Invarianten,  Covarianten  und  Contravarianten 
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der  homogenen  Functionen,  von  P.  G.  Foglini  (ins  Italienische  über- 
setzt Ton  A.  Sparagna).  —  Tychsen:  Lagrange,  (ans  dem  Dänischen 
ins  Französische  übersetzt  von  H.  6.  Zeuthen).  —  G.  Eneström: 
Briefe  von  Joseph  Louis  Lagrange  an  Leonhard  Euler,  zuerst  publi- 
cirt  von  B.  Boncompagni  (aus  dem  Dänischen  ins  Französiscke  über- 
setzt von  L.  Leonzon  Le  Duc  und  A.  Marre). 

12.  Heft.  G.  Biadego:  üeber  die  ungedruckte  Abhandlung  von 
Pietro  Maggi  über  die  Principien  der  Molecularmechanik  von 
Ambrogio  Fusinieri.  Wortlaut  derselben.  —  B.  Boncompagni: 
lieber  eine  Arithmetik  von  Smeraldo  Borghetti  Lucchese.  —-  B.  Bon- 
compagni: Zugaben  zum  Artikel  „üeber  die  ungedruckten' Biogra- 
phien dreier  Mathematiker  (Joh.  Danck  von  Sachsen,  Job.  De  Line- 
riis  und  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  S.  Sepolcro)  geschrieben  von 
B.  Baldi.  —  £.  Wiedemann:  Material  zur  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften bei  den  Arabern  (ins  Italienische  übersetzt  von  A. 
Sparagna).  —  W.  vonBezold:  Meterial  zur  Geschichte  der  phy- 
siologischen Optik  (Farbenrad  und  Binocular-Sehen)  (ins  Italienische 
übersetzt  von.A.  Sparagna).  —  E.  Gerland:  lieber  die  Geschichte 
der  Erfindung  des  Areometers  (ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Spa- 
ragna). —  A  Marre:  Zwei  Mathematiker  vom  Oratorium. 

Publicationsverzeichnisse  im  8.,  10.  und  12.  Heft.  H. 


Cinq  lettres  de  Sophie  Germain  ä  Charles  Fr^d^ric  Gauss 
publikes  par  B.  Boncompagni  d'apr^s  les  originaux  poss^d^s  par  la 
Soci^t^  Royale  des  sciences  ä  Göttingen.  Berlin.  Institut  de  photo- 
lithographie  des  fr^res  Burchard.  Imprimerie  de  Gustave  Schade 
(Otto  Francke)  MDCCCLXXX. 

Es  mag  hier  der  Wortlaut  der  2  ersten,  gleich  dem  dritten 
Pseudonym  geschriebenen  Briefe  folgen.  Im  vierten  giebt  sich  die 
Verfasserin  zu  erkennen. 

Paris  ce  21  novembre  1804 
Monsieur 

Vos  disquisitiones  arithmeticae  fönt  depuis  longtems  l'objet  de 
mon  admiration  et  de  mes  ^tudes.  Le  demier  chapitre  de  ce  livre 
renferme,  entr*  autres  choses  remarquables,  le  beau  th^or^me  contenu 
dans  r^uation 

4(a.u     1)  ^  y,     ^^, 
X  —  1 

je  crois  qu'il  peut  gtre  g6n6ralise  ainsi 

3» 
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aj-l 


-  Y*±uZ 


2 


tt  6tant  toiyours  an  nombre  premier  et  s  nn  nombre  quelconque.  Je 
joins  ä  ma  lettre  denx  d^monstrations  de  cette  g^n^ralisation.  Aprts 
ayoir  troiiy6  la  premiöre  j'ai  cherch6  comment  la  m^thode  qne  tohs 
avez  emploi6e  art.  357  ponvoit  Stre  appliqu^e  au  cas  qae  j'avois  ä 
consid^rer;  j'ai  fait  ce  travail  avec  d'antant  plns  de  plaisir,  qn'  il 
m'a  foomi  Toccasion  de  me  familiariser  avec  cette  m6thode,  qni,  je 
n'  en  doute  pas,  sera  encore  dans  yos  mains  rinstrament  de  noa- 
yelles  d^couvertes. 

J'ai  igoiit6  ä  cet  art  quelques  autres  consid^rations.  La  demi^re 
est  relative  ä  la  celebre  ^quation  de  Fermat  ««-j-y*  =»  »**,  dont  Tim- 
po8sibilit6  en  nombres  entiers  n'a  encore  6t6  d^montr^e  que  poor 
tt  -=  3  et  tt  =  4;  je  crois  etre  parvenu  ä  prouver  cette  impossibilite 
pour  tt  =jp — 1,  p  etant  un  nombre  premier  dela  forme  8&+7,  Je 
prens  la  libert6  de  soumettre  ces  essais  ä  votre  jugement  persuad^ 
que  votts  ne  d6daignerez  pas  d'^clairer  de  yos  avis  un  amateor  en- 
tbousiaste  de  la  science  que  vous  avez  cultiv^e  avec  si  brillant 
succ^s. 

Rien  n'^gale  Timpatience  avec  laquelle  j'attens  la  suite  da  li?re 
que  j'ai  entre  ies  mains,  je  me  suis  fait  informer  que  vous  y  tra- 
yaillez  en  ce  moment  et  je  ne  n^gligerai  rien  pour  me  le  procurer 
aussi  tot  qu'il  paroitra.  Malheurensement  T^tendu  de  mon  esprit  ne 
repond  pas  k  la  Ti?acit6  de  mes  gouts,  et  je  sens  qu'il  y  a  ane  sorte 
de  t6m6rit6  ä  importuner  un  homme  de  genre  lorsqu'  on(n')  a  d'autre 
titre  ä  son  attention  qu'  une  admiration  n6cessairement  partagde  par ' 
tous  ses  lecteurs. 

En  relisant  le  memoire  de  M.  De  La  Orange  (Berlin  1775)  j'ai 
YÜ  avec  6tonnement  qu'il  n'a  pas  sü  r^duire  la  quantit6 

«»0  - 11(«8  —  4««r2+7«V*  — 5«M+rV 
(p.  358)  k  la  forme  ««—litt«,  car 

«»«— 11(«8— 4f«r«+7A-*— 5«M+r8)r« 
««"— 2.11««r*+ll(5+6)rV-ll(«8-6«M-f7*M+6*V«+rV 
««10— 211««rH-ll*rV— ll(«8--6««r«+9«M--2«V*+6«V«-frV 
-(««^—ll«r*)«— 11(«*— 3jrV«-r*)« 

Cette  remarque  est  nouvelle  preuve  de  l'avantagc  de  votre  mdthode 
qui  l'appliquant  k  toutes  Ies  valeurs  de  u,  donne  pour  chaque  cas 
ces  valeurs  de  F  et  Z  ind^pendantes  du  tatonnement 
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Si,  connoissant  les  valenrs  de  F  et  Z  dans  r6qaation 

on  Tonloit  avoir  celles  de  Y'  et  Z'  dans  l'^quation 

4(^)-F'.±.Z.. 

il  est  clair  qu'il  sufOroit  de  changer  les  signes  de  toas  les  termes 
de  F  et  Z  qui  contiennent  des  paissances  de  x  dont  Texposant  est 
impair. 

Je  n'ai  pas  yonlu  fatigaer  votre  attention  en  moltipliant  les  re- 
marques dont  votre  livre  a  ^t^  ponr  moi  Toccasion:  si  je  pnis  esp^rer 
qne  yons  acceuillez  favorablement  celles  qae  j'ai  rhonnenr  de  voos 
conununiqaer  et  que  vons  ne  les  troariez  pas  entirement  indignes  de 
r6ponse  veoilliez  Tadresser  A  Monsieur  Silvestre  de  Sacy  membre  de 
rinstitut  national.    Bne  haute  feuille  ä  Paris,  qni  me  la  remettra. 

Croyez,  Monsieur,  au  prix  que  j'attacheroit  ä  un  mot  d'avis  de 
votre  part  et  recevez  Tassurance  du  profond  respect  de 

Votre  trös  humble  serviteur 

et  tr^  assidu  lecteor 

Le  Blanc. 

Paris  21  juiUet  1805 
Monsieur 

Je  dois  Sans  doute  ä  votre  indulgence  la  r6ponse  flatteuse  que 
vous  avez  bien  voulu  faire  ä  ma  lettre;  vous  me  donnez  Tesp^rance 
de  vous  entretenir  avec  moi  de  l'objet  de  vos  6tudes;  rien  au  monde 
ne  pourroit  me  faire  plus  de  plaisir  qu*  une  semblable  correspondancO) 
mais  je  sens  que  j'en  suis  bien  peu  digne.  Quelle  diff^rence  en  effet 
entre  les  foibles  assais  dont  je  suis  capable  et  les  m^thodes  ing^ni- 
euses  dont  Tinvention  vous  est  familiere!  Cependant  puisque  nous 
avez  acceuilli  avec  bont6  les  notes  que  je  vous  ai  communiqu6es  je 
prend  la  libert^  de  vous  en  soumettre  de  nouvelles.  Tous  promettez 
(n^  267)  de  prouver  dans  une  autre  occasion  que  les  formes  temaires 
dont  la  d6terminante  est  z^ro  sont  äquivalentes  aux  formes  binaires; 
j'ai  cberch6  ä  faire  la  r6duction  indiqu^e  et  j'ai  trouv6  que  dans  ce 
cas  la  forme  a^jointe  se  r6duit  ä  un  quarr6  multipli^  par  m,  ce  qui 
est  absolument  la  m^me  forme  que  celle  que  prennent  les  formes 
binaires  lorsqu'  on  suppose  leurs  determinantes  6gales  &  zdro. 

Je  vois  avec  regret  qu'il  nous  faat  attendre,  peut-fitre  plusieurs 
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annäes,  la  publication  de  vos  nouvelles  recherches  arithm^tiques;  fl 
est  impossible  de  connoitre  le  premier  volame  sans  d^sirer  avec  im- 
patjence  d'en  voir  la  suite;  ce  sera  pour  moi  une  consolation,  si  vous 
daignez  m'en  communiqner  quelques  parties. 

Le  libraire  Duprat  sur  lequel  vous  n)e  demandez  des  renseigne- 
mrDB,  ä  c6d^  son  fond  et  est  en  banqueroute  depuis  18  mois  environ; 
Je  sais  que  plusienrs  savans  ont  6t6  dupes  avec  lui  ce  qui  est  de 
tr^'3  mauvais  augure  pour  votre  creance;  cependant  M'.  de  Sacy  qui 
a  rhabitude  de  traiter  avec  les  libraires  m'a  promis  de  faire  des 
demarches,  pour  d^couvrir  s'il  n'y  auroit  pas  quelques  moyeuB  de 
vous  faire  payer,  il  vous  fera  savoir  ce  qu'il  apprendra  d'utile.  Si 
Jamals  pareil  cas  se  repr6sentoit  il  me  faudroit  pas  attendre  un  tems 
auBSi  long  pour  reclamer  le  payement  car  ici  les  cr6ances  ne  gagnent 
pas  i  viellir. 

J'aurois  d6sir6  avoir  de  meillenres  nouvelles  ä  vous  donner,  je 
irains  que  le(s),  r6sultat(s)  facheux  de  l'envoi  que  vous  avez  f&it 
im  nous  privent  de  connoitre  les  nouveaux  ouvrages  que  vous  pourrez 
publier,  je  vous  demande  comme  une  grace  de  vouloir  bien  m'indi- 
quer  les  titres  de  ceux  que  vous  ^crirez  en  latin,  car  n'entendant  pas 
VAUemand  je  suis  forc6  de  borner  \k  ma  curiosit^. 

Je  pense  que  vos  travaux  astronomiques  ne  consistent  pas  seule- 
inent  dans  les  calculs  d'ölemens  de  planstes ,  vous  devez  presqu'  in- 
Yüluntairement  trouver  de  nouvelles  m^thodes;  l'esprit  d'invenüon 
scmble  vous  etre  si  naturel,  que  quelques  soient  les  objects  dont  vom 
vous  occupez,  je  croirois  avoir  beaucoup  gagn^  si  je  parvenois  k  con- 
noitre vos  recherches. 

Puisque  vous  vous  occupez  d'astronomie  vous  connoissez  sans 
doute  la  M^canique  Celeste  par  M'.  De  la  Place,  le  4*"^«  volume  a 
paru  d^jä  environ  deux  mois,  il  contient:  la  th^orie  des  satellites  de 
Jupiter,  de  Satume  et  d'Uranus;  la  thöorie  des  perturbations  des 
Lcrmetes;  des  recherches  sur  les  refractions  astronomiques,  Tint^gra- 
tion  de  r^quation  diff6rentielle  du  mouvement  de  la  lumi^re  suivant 
dilferentes  hypotheses;  un  chapitre  sur  l'extinction  de  la  lumiöre4es 
a^tres  dans  l'atmoph^re;  sur  la  mesure  des  hauteurs  par  le  barom^- 
tre<  sur  la  chüte  des  corps  qui  tombent  d'une  grande  hauteur;  et 
uu,  sur  les  alt^rations  que  les  mouvemens  des  planetes  et  des  cometes 
pouvent  6prouver  par  la  r^sistance  des  milieux  qu'elles  traversent  et 
par  la  transmission  successive  de  la  pesanteur. 

M'.  Le  Gendre  a  publik,  aussi  il  y  a  quelques  tems,  un  memoire 
sur  la  determination  des  orbites  des  cometes.  Apr^s  avoir  üait  l'ana- 
lyse  du  probl^me  il  simplifit  les  formules  gen6rales  par  la  supposition 
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de  regalit6  des  tems  entre  les  observations:  il  s'attache  k  d^terminer 
les  limites  de  r  =  rayon  de  la  com^te  et  de  ^  =  distance  de  la  co- 
möte  ä  la  terre.  Pour  le  cas  oü  le  rayon  R  de  la  terre  est  <  r, 
les  limites  reviennent  ä  celles  trouv^es  par  M'.  de  la  Orange  (M6- 
moires  de  Berlin  1778  N®.  22).  Mais  pour  celui  oü  r  <  Ä  il  tire  de 
la  cousid^ration  de  T^quation  r^  =  Ä*  — 2Äpcosc+9*  (dans  laquelle 
c  est  Fangle  entre  le  soleil  et  la  comöte)  (>  >  0  et  ^  <1  2Äcosc  puis 
en  mettant  cette  6quation  sous  la  forme  r*  =  Ä^sin^c+(p — -Rcosc)* 
il  a  r  >  i^sinc,  ce  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  les  r^sultats  de 
M^.  de  la  Orange. 

L'auteur  r^prend  ensuite  le  cas  g6n6ral,  oü  les  tems  entre  les 
observations  peuvent  etre  in6gaux  et  il  parvient  ä  des  6quations  de 
memes  formes  que  celles  qu'il  a  obtenues  dans  la  supposition  de  leur 
^galit6.  Enfin  il  fait  Tapplication  de  la  m^thode  k  la  2«»«  com^te  de 
1781  et  ä  ceUe  de  1769. 

Si  il  Yous  est  agr^able  de  connoitre  les  ouvrages  qui  paroitront 
ici  je  me  ferois  un  plaisir  de  vous  tenir  sur  les  avis ;  ce  seroit  pour 
moi  un  motif  d'esp6rer  jouir  de  votre  correspondance ,  car  je  sens 
que  j'ai  bien  peu  de  moyens  de  la  m^riter  par  moi-meme  et  que  je 
ne  puis  en  etre  digne  que  par  l'admiration  et  le  profond  respect  avec 
lequel  j'ai  Thonneur  d'ßtre 

Monsieur 

La  lettre  qui  6toit  Votre  tr^s  humble  ser- 

incluse  dans  celle  que  viteur 

YOUS  m'aYOz  adress^e  a  Le  Blanc. 

6t^  mise  ä  la  poste. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Methodische  Anweisung  zum  Ausziehen  der  Quadrat-  und  Kubik- 
wurzel mit  Anwendung  zu  geometrischen  Berechnungen,  nebst  zahl- 
reichen Uebungsaufgaben.  Zugleich  das  Wichtigste  Yon  den  Ope- 
rationen mit  Potenzausdrücken  und  Wurzelgrössen  enthaltend.  Zu- 
nächst zum  Oebrauch  an  SchuUehrer-Seminarien  und  gehobenen 
Lehranstalten,  sodann  aber  auch  fttr  den  Selbstunterricht  bearbeitet 
von  W.  Adam,  Königl.  Seminarlehrer  in  Neu-Ruppin.  Zweite  Yor- 
besserte  Auflage.    Stuttgart  1880.    O.  Lemppenau.    148  S. 

Dem  Buche  Yorangestellt  sind  2  Abschnitte,  einer  über  Potenzen, 
einer  über  Wurzeln,  welche  sich  in  der  Abfassungsweise  Yon  allen 
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Übrigen,  d.  i.  den  eigentlichen  Bestandteilen  wesentlich  nnterscheiden. 
Sie  bandeln  sachlich  in  natftrlichem  Connex  die  beiden  Gegenstände 
vollständig  ab;  charakteristisch  ist  aber  eine  angewöhnliche,  man 
kann  sagen  unübertreffliche  Ausführlichkeit,  die  sich  jedoch  in  keiner 
unnötigen  WortfttUe,  sondern  in  allseitiger  Berücksichtigung  möglicher 
Fragen  bemerklich  macht,  und  die  durchweg  befolgte  inductive  Ent- 
wickelungsmethode,  welche  ohne  Gebrauch  von  Buchstaben  jeden  Satz 
an  einer  Reihe  von  Zahlen  zeigt,  dann  in  Worten  allgemein  ansspiicht 
Mit  dem  3.  Abschnitt  wird  ein  neuer  Anfang  gemacht,  der  an  die 
vorhergehende  Theorie  nicht  anknüpft  ^  und  der  auch  foestinunt  ist 
den  Anfang  des  Lehrcursus  zu  bilden.  Hier  ist  der  Gesichtspunkt  d& 
Uebung  der  vorwaltende.  Der  3.  Abschnitt  hat  im  1.  Teil  ausschliess- 
lich Bezug  auf  das  Kopfrechnen  und  lehrt  zuerst  die  absoluten  und 
comparativen  Eigenschaften  der  Quadrate  dekadischer  Zahlen,  dann 
die  Schlüsse  auf  die  Wurzeln  als  Quadrate  gegebener  dekadischer 
Zahlen,  dann  ein  Verfahren  Näherungsbrüche  für  irrationale  Quadrs^- 
wurzeln  zu  finden.  Die  Ausführlichkeit  der  Erläuterungen  ist  die  näm- 
liche, die  Tendenz  zur  Allgemeinheit  muss  natürlich  hier  zurück- 
treten, während  die  besondern  Bechnungsvorteile  das  Hauptaugenmerk 
sind.  Dann  folgt  für  schriftliches  Rechnen  die  Entwickelung  der 
Quadrate  der  Polynome,  und  darauf  gestützt  die  gewöhnliche  deka- 
dische Wurzelausziehung.  Hier  ist  es  nicht  wol  begreiflich,  wamm 
der  Verfasser  den  theoretischen  Gesichtskreis  so  überflüssig  weit  aus- 
gedehnt hat,  da  doch  bekanntlich  die  binomische  Zerlegung  vollkom- 
men ausreicht.  Durch  sie  wird  die  zweiziffirige  Wurzel  aus  der  3 
oder  4  ziffiigen  Zahl  gefunden.  Eine  5  oder  6  zi&ige  Zahl  enthält 
eine  3  oder  4  ziffrige  Zahl  Hunderte,  deren  Wurzel  dem  Vorher- 
gehenden zufolge  bekannt  ist,  und  man  erhält  nach  ganz  gleichem 
Verfahren  die  3  ziffirige  Wurzel  als  Summe  von  Zehnem  und  Einem. 
Diese  bildet  wieder  das  Vorausbekannte,  wenn  die  4  ziffrige  Wurzel 
binomisch  als  Summe  von  Zehnem  und  Einem  berechnet  wird,  u.  s.  f. 
Diese  Darstellungsweise  ist  die  bisher  übliche,  in  jeder  Beziehung 
instmcüver  als  die  Anwendung  eines  für  jede  Ziflieraanzahl  neuen 
Formel,  weit  nützlicher  für  Einübung,  weil  die  Wiederholung  mit 
dem  Princip  vertraut  macht,  und  beanspmcht  weniger  Allgemein- 
heit der  Begriffe.  Allerdings  scheinen  auch  eimge  andre  Autoren  der 
polynomischen  Lehrmethode  zuzuneigen,  vielleicht  um  Worte  zu  spa- 
ren, jedenfalls  aber  ohne  klaren  pädagogischen  Gedanken.  Schon  am 
Schlüsse  des  3.  Abschnitts ,  bei  Rechnung  mit  irrationalen  Binomen, 
dann  auch  weiterhin  kommt  Buchstabenrechnung  in  grösserem  Masse 
in  Anwendung.  Der  vierte  enthält  praktische  Aufgaben  über  Qua- 
dratwurzeln, der  fünfte  zeigt  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Eubik- 
wurzelausziehung,  woran  sich  im  sechsten  wieder  praktische  Aufgaben 
anschliessen.    Uebungsbeispiele  sind  überall  beigegeb^.  H. 
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Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leitfaden  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  von  Wilhelm  0 al- 
len kamp,  Direktor  der  Friedrichs-Werderschen  Gewerbeschule  in 
Berlin.  III.  TheiL  Algebraische  Analysis.  Einleitung  in  die  höhere 
Analysis.  Analytische  G-eometrie.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit 
5  Figuren  im  Texte.    Iserlohn  1880.    J.  Baedeker.    216  S. 

Die  so  bezeichnete  algebraische  Analysis  ist  nicht  sowol  eine 
systematisch  bearbeitete  oder  stetig  fortschreitende,  irgendwelche  Ge- 
genstände erschöpfende  Theorie,  sondern  eine  Reihe  interessanter 
Sätze  über  ganze  Functionen,  Auflösung  yon  Functionalgleichungen, 
Convergenz  der  Beihen,  Addition  und  Multiplication  von  Reihen- 
summen und  Summation  specieller  Reihen.  Nach  den  Proben  unreifer 
Gedankenentwickelung,  welche  in  den  vorausgehenden  begrifflichen 
Erklärungen  vorkommen,  würde  man  nicht  erwarten,  dass  hernach 
die  Wortfassnng  und  Beweise  der  Sätze  so  correct  ausfallen  möchten, 
wie  es  wirklich  der  Fall  ist.  Die  folgenden  Ausstellungen  betreffen 
daher  nicht  den  eigentlichen  Hauptteil  des  Buchs  und  können  unab- 
hängig davon  leicht  berücksichtigt  werden.  Es  zeigt  sich  Mangel  auf 
der  einen,  Ueberfluss  auf  der  andern  Seite.  Gleich  der  erste  Satz, 
wo  man  gar  nicht  weiss,  wovon  die  Rede  ist,  lautet:  „Man  nennt 
eine  Grösse  eine  Function  einer  oder  mehrerer  anderen,  wenn  sie 
von  ihr  oder  von  ihnen  abhängig  ist/^  Die  Grösse  ^^»3.4» 
7-f-5  von  3  oder  von  7  abhängig  zu  nennen  hat  offenbar  keinen 
Sinn;  es  mag  also  zugestanden  sein,  dass  sich  irrtümliche  Deutungen 
vielleicht  nicht  aufstellen  lassen.  SoU  nun  aber  der  Schüler  sein 
ganzes  Gedankenbereich  durchprobiren ,  bis  er  findet,  dass  die  Ab- 
hängigkeit einen  möglichen  Sinn  hat,  wenn  man  sie  auf  die  Verän- 
derung beider  Grössen  bezieht?  Dass  er  jedoch  den  Satz  nicht  ver- 
steht, ist  noch  der  günstigste  Fall;  deutet  er  ihn  zufällig  oder 
sympathisch  richtig,  so  behält  er  die  vulgäre  Befangenheit,  die  der 
Unterricht  in  der  exacten  Wissenschalt  eben  heben  soll,  die  Unfthig- 
keit  sich  seiner  Gedanken  klar  bewusst  zu  werden  und  davon  Rechen- 
schaft zu  geben.  Die  Berichtigung  des  Satzes  ist  leicht:  statt  „sie 
von  ihr^^  muss  es  heissen  „ihre  Veränderung  von  deren  Veränderung^^ 
Dann  durfte  aber  der  unterschied  von  „variabel'^  und  „constant'^ 
nicht  erst  später  folgen,  als  wenn  er  auf  die  Functionsbegriffe  keine 
Beziehung  hätte.  Ueberfluss  und  Mangel  zugleich  bietet  die  Erklärung 
der  Stetigkeit  Die  Erwähnung  der  endlichen  Differenzen  trägt  nichts 
zur  Bestimmung  bei,  dagegen  ist  verschwiegen,  dass  die  Function  für 
jeden  Wert  des  Arguments  innerhalb  des  Intervalls  einen  Wert  haben 
muss.  Der  betreffende  Satz  soll  wahrscheinlich  durch  seine  Länge 
entschädigen  für  das,  was  ihm  an  Deutlichkeit  fehlt.  Von  unendlich 
kleinen  Grössen  und  Grenzwerten  wird  hier,  imd  noch  mehr  in  spätem 
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Gapiteln  ohne  Erklärung  Gebrauch  gemacht.  Allerdings  kann  deren 
Theorie  schon  in  niedem  Schulcursen  gelehrt  und  daher  bekannt  sein. 
Ist  dies  aber  auch  wirklich  der  Fall?  Es  kommen  gar  manche  An- 
wendungen vor,  nach  deren  Begründung  man  fragen  muss,  aber  eine 
Verweisung  auf  Früheres ,  die  doch  in  andern  Punkten  nicht  verab- 
säumt ist,  findet  sich  in  diesem  Punkte  nirgends.  Es  folgen  nun,  als 
Einleitung  in  die  höhere  Analysis,  die  ersten  Elemente  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  Erstere  bestehen  teils  aus  Herleitnng  der 
Differentialformeln  teils  aus  Sätzen.  Zur  Herleitnng  werden  unend- 
liche Reihen,  Geometrie  und  Trigonometrie  zu  Hülfe  gezogen,  den- 
noch hat  sich  die  Bearbeitung  strenge  Logik  nicht  zum  Gesetz  ge- 
macht. Es  werden  ohne  Nachweis  der  Berechtigung  für  Grössen 
innerhalb  eines  Ausdrucks  Grenzwerte  substituirt.  Ferner  behauptet 
das  Lehrbuch  mehr  als  ein  Gelehrter  weiss,  nämlich  dass 


ftlr  verschwindendes  h  im  allgemeinen  einen  Grenzwert  habe.  Es 
wirkt  hiermit  zugunsten  der  grossen  Anzahl  derjenigen,  welche  ge- 
neigt sind  die  Mathematik  zu  einer  Glaubenslehre  machen.  Die 
Principien  der  Integralrechnung  gehen  vom  bestimmten  Integral  als 
Grenzwert  einer  Summe  aus.  Die  Existenz  des  Grenzwerts  far  be- 
stimmte Teilung  des  Intervalls  wird  richtig  bewiesen;  der  Nachweis 
hingegen,  dass  derselbe  von  der  Teilung  unabhängig  ist,  beruht  auf 
einem  Deductionscirkel;  denn  er  stützt  sich  auf  den  Begriff  des  von 
einer  Curve  begrenzten  Flächenraums,  der  sich  nur  durch  das  Inte- 
gral definiren  lässt  und  jene  Unabhängigkeit  zur  Voraussetzung  hat. 

Die  Bearbeitung  der  analytischen  Geometrie  lässt  sich  dorch 
algebraische  (bzhw.  in  kleinem  Umfang  durch  rein  analytische)  Ge- 
sichtspunkte leiten,  so  dass  die  Geometrie  mehr  als  Anwendung  der 
Algebra  erscheint.  Charakteristisch  ist  überdies,  dass  die  Coordma- 
ten,  wie  in  der  Ebene  so  im  Baume,  unmittelbar  im  schiefwinkligen 
System  eingeführt  werden,  so  dass  der  Uebergang  zum  rechtwinkligen 
nur  gelegentlich  oder  nach  Erforderniss  geschieht  Erwägt  man,  wie 
leicht  es  ist,  vom  rechtwinkligen  System,  sobald  eine  besondere  Auf- 
gabe es  vorlangt,  zum  schiefwinkligen  überzugehen,  so  muss  es  an- 
begreiflich sein ,  wie  jemand  die  Complicationen  des  schiefwinkligen 
durch  die  ganze  Theorie  hindurchschleppen  kann,  wenn  er  nicht  etwa 
dieselbe  für  einen  besondern  Zweck  bestimmt.  Die  Illusion,  als  ob 
die  schiefwinklige  Coordinatentheorie  umfassender  sei,  die  rechtwink- 
lige wol  gar  die  gehörige  Allgemeinheit  vermissen  lasse,  ist  wol  nie- 
manden zuzutrauen.  Man  wird  daher  als  nächstem  Grund  zu  der 
Vermutung  geführt,  dass  die  Methode  mehr  das  Bedürfniss  der  oeaem 
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synthetischen  Greometrie  und  der  Geometrie  der  Lage  als  das  Studium 
der  Natorwissenschaften  im  Auge  habe.  Doch  die  wenigen  Punkte, 
in  welchen  gegen  Ende  des  3.  Capitels  das  Gebiet  der  erstem  be- 
treten wird,  bestätigen  diese  Deutung  nicht  genügend.  Besser  stimmt 
mit  der  Behandlungsweise  die  Erklärung,  dass  es  dem  Verfasser  bloss 
darum  zu  tun  war  ein  weiteres  Feld  für  Uebung  zu  gevdnnen ,  dass 
er  deshalb  überhaupt  auf  kein  bestimmtes  Ziel  der  theoretischen 
Ausbildung  ausgieng.  Die  Gegenstände  der  7  Capitel  sind  1)  die 
Gleichungen  1.  Grades,  die  gerade  Linie  und  die  geradlinigen  Figu- 
ren; 2)  Transformation  der  Coordinaten;  3)  die  Linien  2.  Grades; 
4)  einfachste  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  die  Geome- 
trie, Mazima  und  Minima,  Contacta  verschiedener  Ordnungen,  Krüm- 
mangskreis;  5)  Fundamentalbestimmungen  der  analytischen  Geometrie 
des  Baumes,  die  Gleichungen  1.  Grades  mit  3  Yariabeln;  6)  Trans- 
formation der  Coordinaten;  7)  die  Flächen  2.  Grades.  Am  ausführ- 
lichsten sind  die  Kegelschnitte  behandelt.  Im  ganzen  Werke  ist  eine 
gleichmässig  concinne,  klare  und  leichtfassliche  Darstellungsweise  an- 
zuerkennen. H. 


Vermischte  Schriften. 

Nouyelle  Correspondence  math^matique.  B^dig^  par  Eugene 
Catalan,  Docteur  ^s  sciences,  Professeur  ä  l'univertit^  de  Li6ge ;  avec 
la  collaboration  de  M.  M.  Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et 
Edouard  Lucas.    Tome  sixi^me.    Li6ge  1880.    E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist 
folgender. 

A.  Bibaucour:  Ueber  die  Curven  und  Flächen,  welche  Kreise, 
bzhw.  Kugeln  einhüllen  (Schluss). 

Neuberg:  Ueber  die  Anzahl  der  Kugeln,  welche  4  gegebene 
Ebenen  berühren. 

H.  Brocard:  Eigenschaft  des  Dreiecks  (Forts,  u.  Schi.). 

Saltel:  Anwendung  des  Satzes  von  Rolle  auf  die  Theorie  der 
Osculation. 

P.  Mansion:  Ueber  ein  System  linearer  Gleichungen. 

E.  Catalan:  Ueber  einige  Entwickelungen  von  cosma;  und  sin  mx. 

J.  Neuberg:  Eigenschaft  der  Ellipse. 
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C.  —  A.  Laisant:  Yerallgemeinening  einer  Fonnel  von Catalan. 
E.  Duhois  (Dgon):  lieber  das  Theorem  der  Lichtbflndel. 
E.  Cesaro:  Ueber  die  Existenz  gewisser  Polyeder. 
H.  Brocard:  Eigenschaft  einer  Reihe  von  Dreiecken. 
E.  Catalan:  Ueber  des  Integral 


/ 


C.  Le  Paige:   Ueber  eine  Eigenschaft  der  halbsymmetrischen 
Determinanten  von  gerader  Ordnung. 

E.  Dubois:  Ueber  eine  Familie  cykloidaler  Cnrven. 

J.  Neaberg:  Elementar  mathematische  Uebangen. 

Wa ssilief f:  Biographische  Notiz  über  Alexander  Popoil. 

Demartres:  Ueber  die  Flächen  von  drcularer  Erzeagongsünie. 

A.  Oatalan:   Ueber  die  Kegelschnitte,   welche  4  Bedingungen 
genügen. 

H.  Brocard:  Bemerknngen  über  verschiedene  Artikel  der  Not- 
volle  Correspondance  (Forts.). 

J.  Nenberg:  Ueber  die  Normalen  der  Ellipse. 

E.  Lncas:  Ueber  die  Erweiterung  des  Satzes  von  Descartes. 

H.  Brocard:    Ueber  die  Häufigkeit  und  die  Oesammtzahl  der 
Primzahlen.  H. 
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Verlag  Yon  Wilhelm  Maake  in  Leipzig. 

I.  Sawitschy  Abriss  der  praktischen 

Lofi'A'nnTYiia        Nach   der    IL   russischen   Original- Ausgabe, 
LhllUUUmiO,  ^Q^  herausgegeben  von 

Dr.  C.  F.  W,  Peters. 

80.  geheftet  20  Mk. 

Darch  jede  solide  Buchhandlung  des  In-  und  Auslandes,  auch  auf  kurze 
eit  zur  Ansicht,  zu  beziehen. 

Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn  in  Braunachweig, 
(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Die  Theorie  des  Schalles 

von  J.  W.  Strutt,  Baron  Bayleigh,  M.  A.,  F.  B.  S. 

AiAorüirte  deutsche  Ausgabe.    Uebersetzt  von  Dr.  Fr*  Neesen« 

(fit  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen,    gr.  8.    geh.    Zwei  Bände. 
Preis  zus.  15  Mark. 


Verlag  von  G«  D.  Baedeker  in  Essen,  durch  jede  Buch- 
handlung zu  beliehen: 

Lehr-  und  Uebungsbuch 

fUr  den 

Unterricht  in  der  Algebra 

an 
Qymiiasloii,  Real-  ind  Soworbetohileii. 

Von 

Dr.  H.  Heilermann,     ^^       Dr.  J.  Dlekmaiini 

Direlctor  der  Bealflchnle  in  Essen.  Oberlehrer  sm  Sgl.  Gymnasiiim 

in  Essen. 

Drei  Theile: 

I.  Theil:  Die  vier  Grundrechnungen.  —Die  linearen  Gleichun- 
gen. —  n.  Theil:   Die  Erweiterung  der  vier  Grundrechungen. 

—  Die  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades,  —in.  Theil:  Die  Pro- 
gressionen, die  Kettenbrüche  und  die  diophantischen  Gleichungen. 

—  Niedere  Analjsis. 
Preis  eines  jeden  Theiles  1  JQr  20  ^ 

Die  Einfahrnng  dieses  Lehrhnches  ist  Seitens  mehrerer  oberen 
SchuIbehOrden  genehmigt  worden,  namentlich  in  Pretisten  nnd  Beukn. 

—  In  einer  Rezension  wird  dasselbe  folgendermassen  charakterisirt: 
„Weise  Beschränkung  des  Stoffes  ohne  Auslassung  irgend  eines  noth- 
wendigen  Theiles  desselben,  soweit  er  in  die  Schule  gehört  Kürze 
and  Prägnanz  des  Ausdrucks,  strenge  Gliederung,  durchaus  zweck- 
mässige und  praktische  Ucbungsaufgaben  in  ausreichender  Zahl  zeich- 
nen es  aus  und  machen  es  für  den  Gebrauch  an  höheren  Lehran- 
stalten sehr  empfehlenswerth.^ 

Lehrern,  die  eine  nähere  Kenntnissnahme  wünschen,   steht   ein 
Freiexemplar  zur  Verfügung. 
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ARCHIV 


der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisße  der  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsanstalten. 


Gegründet  von 

J.  A.   Grilliert, 

fortgesetzt  von 

IL  Hoppe. 


Fünfundsechzigster  Teil.   Viertes  Heft. 


(Mit  1  lithogTEphirten  Tafel.) 


y^  Leipzig.  Qt^ 


C.  A.  Koch's  Verlagsbuchhandlung, 

J.  Sengbvseli. 

1880. 
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Verlag  von  Friedrich  Viewegr  nnd  Solin  in  Braunschweig. 

(Zu  bezichen  durch  jcilc  Bu'*lihan<llung.) 

Aufgaben  aus  der  Physik 

nebst  ihren  Auflösungen 
und  einem  Anhange,  physikalische  Tabellen  enthaltend.    Zum 
Gebrauche  für  Lehrer  und   Schüler  in   höheren  Unterrichts- 
anstalten und  besonders  beim  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
Prof.  Dr.  C.  Plledner, 

Oymnasialprorelctor  a.  D.,  luhaber  des  Bothen  Adlerordens  yierter  Klasse. 

Sechste  verbessei^te  und  vei^mehrte  Auflage,  gr.  8.  geh. 
1.  Abthlg.:    Die   Aufgaben   und   physikalischen  TabeUeu   enthaltend. 

Mit   7  I    in  den  Text  eingcirucktcn  Holz.stii'hcn.     Preis  2  Mnrk  40  Pf. 

2.  Abthlg.:  Die  Auflösungen  enthaltend. 

Mit   118  in   den  Text  cinj^edruekttn  Holzsiiehcn.     Prei.s  3   Mark  60  Pf. 


Verlag  von  Friedrich  Viewcg  und  Sohn  in  Braunachweig. 
(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Graphische  Barometertafeln 

zur  Bestimmung  von  Höhenunterschieden  durch  eine  blo&sc 

Subtraktion  von 

Dr.  Ch,  August  Yogier. 

Entworfen  von  Hugo  Feld. 

Folio,     geh.     Preis  4  Murk. 


Im  Vorlage  von  G.  Reimer  in  Berlin  ist  soeben  erschienen  und  durct 
jede  Buchhandlung  zu  beziehen: 

Fortschritte  der  Physik  im  Jahre   1876.     Dargestellt   von  der 

physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.    XXXII.  Jahrgang.    Redigirt 

von   Professor   Dr.    B.   Schwalbe.      I.  Abth.   enthaltend:    Allgemeine 

Physik,  Akustik,  Optik.  Mk.  11.- 

yerhandlnngen  der  vom  16.  bis  20.  September  1879  in  Genf  ver- 
einigten permanenten  Commission  der  Europäischen  Gradmessuug 
redigirt  von  den  Schriftführern  C.  Bruhns,  Ad.  Hirsch.  Zugleich  mit 
dem  Generalbericht  für  das  Jahr  1879  herausgegeben  vom  Centi'al- 
büreau  der  Europäischen  Gradmessuug.  Mit  einer  lithographirten 
Tafel.  Mk.  7.- 


Hugo  Voigt,   Hofbuchhandlung  in  Leipzig  liefert  einzeln  ohne 
Preisaufschlag 

(ichlömllch  9  Handbuch  der  Mathematik 

(aus  „Eücyclopädie  der  Naturwissenschafben"). 

9  Liefgn.  =  2  Bände,  geheftet  27  Mark. 
2  eleg.  Halbfranzbände  geb.  30  Mark. 
Prospecte  gratis  und  franco. 
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XXL 
Ueber  den  WärmeziiBtand  der  Erde. 

Von 

A.  HempeL 


Im  loteten  Abschnitt  des  IlandbLicbs  der  thcoretiscbeu  Pbyäik 
voD  Thomson  tt  Tait,  Band  I.  sind  unter  dem  Titel;  „Ueber  diu 
saocularo  Abkühlung  der  Erde"  eitie  Reihe  von  Resultaten  Kusammen- 
ge stellt,  die,  weuugleich  anf  ziemlich  uu sicheren  Gruiidlagea  aufgebaut, 
immerhiü  für  dic^  Geschieh  to  der  Erde  als  Weltkürper  von  hohem 
lüteresse  sind.  Es  ist  an  der  bctic^Ütuiden  Stelle  der  Weg,  auf  welchem 
die  Resultate  gewomieu  aiud^  nur  sehr  allgemein  angedeutet,  und  es 
mag  sich  deshalb  wohl  reubifL-rtigeu,  weuu  in  Folgendem  vereucht 
>*'ird,  mit  Benutzung  der  Th  umso a' sehen  Annahme q  den  Wärme- 
zustaud  der  Erde  zu  ermitteln.  Thomson  geht  die  verschiedenen 
Hypothesen  durch,  die  über  die  Erdwiirnie  aufgestellt  sind,  und  bleibt 
schlies.^lick  bei  der  von  Luibuitz  gegebenen  Theorie  stehen,  nach 
welcher  die  Erde  früher  ein  glühender  flüssiger  Korper  gewesen, 
ohne  zu  erklilreuj  wie  sie  in  diesen  Zustaud  gekommen.  Es  würden 
danach  für  die  heute  vorhandene  Wärme  der  Erde  zwei  Quellen  in 
Betracht  zu  zieheu  sein:  die  Bcstrahiung  durch  die  Sonne  und  die 
in  der  Erde  von  früher  her  vorhandene  Wärme. 

Eine  Verminderung  der  Sonnen  wärme  ist  bisher  nicht  nach- 
gewiesen worden,  und  obgleich  wohl  kaum  im  bezweifeln^  dass  auch 
dieser  Weltkörper  im  Laufe  der  Zeit  einer  AbküMung  en^egengeht, 
so  soll  doch  in  Folgendem  seine  Temperatur  als  eonstant  angesehen 
werdeu.  Die  Erwärmung  der  Erde  durch  die  Sonne  muss  von  ihrer 
gegenseitigen  Stellung  abhängig  sein,  und  es  soll  deshalb  eine  kurze 
Uerlcitung  der  Bewegung  der  Erde  nm  die  Sonne  gegeben  werden. 

Teil  Lxy.  ä2 
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Aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  zweier  Mas- 
sen, die  sich  nach  dem  Newton'schen  Gresetz  anziehen,  folgt:  1)  dass 
die  Bewegung  des  Schwerpunkts  beider  eine  gleichförmige;  2)  dass 
ihre  Bahnen  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht; 
3)  dass  ihre  Momente  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  das  heisst  die 
Wege  ihrer  Leitstrahlen  constant  sind. 

Nimmt  man  nun  die  Ebene  der  Bahn  als  xy  Ebene,  den  Schwer- 
punkt als  Mittelpunkt  rechtwinkliger  Coordinaten,  so  reduciren  sich 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  für  irgend  eine  der  beiden 
Massen  auf: 

wobei  fi  die  Beschleunigung  in  der  Entfernung  1,  r  der  Abstand  der 
in  Betracht  gezogenen  Masse  vom  Coordinatenmittelpunkt,  t  die  Zeit 
und  c  eine  Constante. 


Aus  den  beiden  ersten  folgt 
oder  wegen: 


2dx^x  -|-  2dyc^y  xdx  -|-  ydy 


x^'\-y^  =»  r*     und     xdx -\- ydy  =  rdr 
2dxd^x+2dyd^y  .    dr 


dt^ 


2,t-^ 


oder 
also 


Nun  ist 

fls^  =  r^dq>^  +  dr^ 

also  geht  die  Gleichung  über  in: 

r^d(p^+dr^       2(1      2,*  , 

5)  di^—^V-^^+''^^ 

Drückt  man  x  und  y  in  Polarcoordinaten  aus,  so  wird  3) : 

6)  r^dq>  «  cdt. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  5)  und  6)  den  Eeplcr'schon  Gesetzen 
entsprechen.    Eliminirt  man  t  aus  5)  und  6),  so  wird:  j 

I 
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e^dr*  _  2^      2f* 
»•0 
oder  je  nachdem  dcp  und  rfr  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben : 


«9>  =  ± jr.       r.  oder  fÄr    -  «  « 

r 


K^-^+v-5 


cdz 


|/v-7^  +  2fi*-oV 


er/« 


Kv-f:+^(r-»)' 


± 


r  "0  -  rp  +c* 


V'-{yii¥^) 


ex 

e 


0 


=  T 


Ji* 


k:: 


Darans  folgt  aber: 


-w  =-j-arccos 


y^-'i 


2^  .  ?*! 


und  indem  man  für  z  den  Wert  -  wieder  einführt 

r 


j2* 
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(p  —  w  ^  +arccos  +  - 


c       r 


2 


C08((p — w)  =»  + 


c       r 


oder 


1/    ,      2^      ^^ 

Indem  man  noch  -  unter  das  Wurzelzeichen  bringt,  erhält  maa 
als  Bahngleichung  des  Körpers 

8)  r  (1  T  j/l  -  ^,  (^  -  »0*)  ■  C08(v  -  «>))  =  ^ 


Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  einem 
festen  Punkte  (Brennpunkt)  und  einer  festen  Graden  (Directrix)  in 
einem  constanten  Verhältniss  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt.  Bezeichnet 
man  den  Abstand  eines  Curvenpunktes  vom  Brennpunkt  mit  r,  sein 
Verhältniss  zu  dem  Abstände  von  der  Directrix  mit  c,  den  Abstand 
des  Brennpunktes  von  der  Directrix  mit  jp,  so  ist  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts: 

r(l  —  ec08(9  —  w))  =«  ep. 

Also  ist  8  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  die  Wurzel  darin  nicht  imaginär  wer- 

2a 
den  kann,  was  nur  möglich  wäre  für «?o^  >  «. 


Nun  ist: 
oder 


r^dq)  «,  rds 


cdt rds 


c rv\ 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


Hempel:   Ueher  den    IVärmezustand  der  Erde.  341 


also   für    —  —  t?o*  >  o 

^0 


rV 

FQr  das  Maximnm  des  Ausdrucks  rechts  in  Bezug  auf  «^ 

hat 

man 

^  =    ^,      oder    »*  ^ 

r 

fttr  diesen  Wert  ist 

also  ist  das  zweite  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  in  8)  -_.  1 ;   die 
Wurzel  reell. 

Die  Bahn  ist  nun  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jcnachdem 

das  heisst  jenachdem 

Setzt  man  darin 

ro  =  00  5     vq  '^^^  0 
so  wird 

nun  war 

r        Vq 

kommt  also  der  Körper  aus  unendlicher  Entfernung  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit o,  so  wird 

„«-He- 

r 

m 

die  Bahn  ist  also  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  die 

Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  ^   als  diejenige,  die  er  daselbst 

haben  würde,  wenn  er  aus  unendlicher  Entfernung  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit o  dahin  gekommen  wäre. 

Da  es  sich  um  die  Erde  als  Planeten  handelt,  so  ist  die  Bahn 
eine  Ellipse,  und  es  ist  mithin: 

V  <  —' 

^0 


Digitized  by  VjOOQ  iC 


342  Hempel:   Uther  den   Wärmexastand  der  Erde. 

Nun  war 

Für  Maximam  and  Minimum  von  r  wird 
dr 


also  giebt 

die  beiden  Stücke  der 

grossen  Axe.    Es  vird 

r»- 

2,ir                c« 

l-v+^-v 

also  die  grosse  Aze 

a)    2a  = 

2ft 
2ft 

• 

8 

0; 


Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkt 
mit  m,  so  hat  man  fUr  den  Endpunkt  der  kleinen  Axe: 

a\         ^ 
m+p 

und  für  den  Endpunkt  der  grossen  Axe 

— ,        I —  =  e ;     (a-|-m) (1  — e)  =»  «c  =  a  —  me 

a  —  aö+m — me  =»  a — wie;    m  =^  ae  eingesetzt  in  ß) 

c» 
y)     a(l  — e*)  «  ;)€.        Aus  8)  pe^=- 

f* 
also 

'*  —  a(l-6«) 
Es  war  aber 

cctt  =  r^dq> 

also  c  der  doppelte  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Leitstrahl  beschrie- 
bene Flächenraum;  bezeichnet  man  die  Umlaufszeit  mit  T^  so  ist: 


und  da 


2abn 
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i*  =  a«(l-c«);     c  = ^; ;      c«= -yj -(!—«*) 

Eliminirt  man  <p  aas  den  Gleichungen  5)  und  6),  so  wird: 

2f* 


■V 


»•o       ""'^^i.  ^p»-       .        «* 


2^         g^2^ 


^.      '" 


nnd  mit  Benntzung  von  o)  and  y) 

=  -  ^^—  (r»-2ar  +  a»(l  -«*)} 

(S)=-^-{<'-)'-M    . 

und  daraus: 

rdr 


dt  =  -h 


Vi-"' 


Setzt  man  nun 
r  =  «(1  —  c  cos  w) ;     dr  =  ae  smudu  \     (r — a)*  =  a*e*(l  —  sin'u) 
80  wird 

und  mit  Benutzung  von  a) 

a*e(l— ecosw)  1/  -  .  sin^  .du  r^ 

^^==± -^^ =  ±a(l-eco8u)[/-..fu 

und  wegen  5)  -=4^2 

T 
ff«  «  ±  ö;^(1  —  ecostt)  €?M 
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wenn  t  gerechnet  wird  von  dem  Moment  ab,  wo  w  =  o,  also  r  ein 

Minimum.     -~  ist  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  bei  gleichförmiger 

Winkelgeschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  beschreiben  würde.    Es  kann 
also  M  für  irgend  eine  Zeit  bestimmt  werden,  und  daraus  wiederum  r. 

In  der  Entwickelung  für  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne 
tritt  die  Excentricität  als  eine  constante  Grösse  auf,  und  sie  müsste 
auch  constant  sein,  wenn  es  sich  um  diese  beiden  Weltkörper  allein 
handelte;  nun  wird  aber  in  der  Astronomie  gezeigt,  dass  sie  durch 
die  Einwirkung  anderer  Weltkörper  geändert  wird.  Le  Verrier  unter 
Anderen  hat  Formeln  zur  Berechnung  der  Excentricität  der  Erdbahn 
aufgestellt.  —  Auf  Grund  dieser  Formeln  von  50000  zu  50000  Jahren 
berechnet  hat  James  Kroll  (climate  and  time)  eine  graphische  Dar- 
stellung dieser  Excentricitäten  gegeben,  so  weit  sie  in  3000000  Jahren 
von  1800  aus  rückwärts  gerechnet  stattgefunden  haben,  und  so  weit 
sie  in  1000000  Jahren  von  1800  aus  stattfinden  werben.  Aus  dieser 
Tafel  ersieht  man,  dass  die  Excentricitäten,  die  von  einem  Maximum 
zum  anderen  Zeitabschnitte  von  mindestens  100000  Jahren  umfassen, 
höchst  unregelmässige  sind.  Die  Grenzen  aber,  zwischen  denen  die 
iExcentricität  sich  ändert,  sind  von  Lo  Verrier  auf  o  und  0,07775 
festgestellt  worden.  In  neuerer  Zeit  hat  der  Amerikaner  Stockwell 
mit  Berücksichtigung  des  Einflusses  des  Neptun  Berechnungen  an- 
gestellt, nach  welchen  die  Grenzwerte  o  und  0,0693888  betragen.  Was 
aber  die  Bahnelemente  angeht,  so  hat  Laplace  bewiesen,  dass  die 
Aenderung  der  Excentricitäten  auf  die  mittleren  Bewegungen  und 
die  grossen  Axen  der  Planetenbahnen  keinen  Einfluss  haben. 

Es  ist  nun  die  Frage  zu  stellen,  ob  durch  die  Voränderung  der 
Excentricität  die  Erwärmung  der  Erde  durch  die  Sonne  wesentlich 
beeinflusst  werden  kann. 

Als  Ausgangspunkt  diene  die  Gleichung: 

1  /ä>  T 

dt  =  (l  —  ßCOStt)  1/  —  ,du  «  ^(l  —  cC0Su)du  f ür  r  =  a(l— ecosw). 

Während  der  Zeit  dt  fällt  auf  den  Planeten  eine  Wärmemenge, 

dt 
die  proportional    ^  5  ^^^^  ^^^  irgend  eine  Zeitdauer 


r»      J         a»(l  — cC0Stt)2        ^  i^J    1 


du 
-eCOSw 
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345 


_2 


r is 


fco3^.^--sm^7j 


'l^ö 


ätel 


ya/*,(l-c') 


/. 


y«i*.(i->) 


,arc 


+(K:i:-*ä)" 
4li>i) 


Nun   ist  der  Abßtand  des  Mittolpuukteg   der  Ellipse  von   der 
Directrix  ^  -  -,    der   Abstand    irgend  eines  Umfangpunktes    von    der 

Directrb:,   wenn  r  der  zugehörige  Leitstrahh  =  -.    Denkt  man  sieb 

imn  über  der  grossen  Axe  als  Durcbmeaser  einön  Kreis  bescbriebcn, 
von  dem  Ort  des  Pianoten  eine  Grade  normal  üur  grossen  Axe  bis 
zum  Durchscbnitt  mit  dem  Kreise  gezogen:  denkt  man  sieb  weiter 
dicseü  Durclisubnittspunkt  mit  dem  Mittelpunkt  verbunden,  und  be- 
mdinct  man  dun  Winkel,  den  dieser  Kreisradius  mit  der  grossen 
Axo  nacb  der  Seite  des  PeriMels  hin  bildet,  mit  u^  so  wird: 

t       a 

-  ==  '  ^  a  eos  u    oder    r  ^  a{l — e  cos  n) , 

Reebnet   man  also  die  Zeit  vom  Durebgang  durcb  das  Peribel 
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aus,  SO  beträgt  die  zugeführte  Wärmemenge  bis  zum  Durchgang  des 
Planeten  durch  den  Endpunkt  der  kleinen  Axe  eine  Grosse,  die  pro- 
portional:    

-«(|/j5«i)--'«»4i-: 

bis  zum  Durchgang  durch  den  Endpunkt  der  grossen  Axe: 


/l/l  +  e      n\        n 
arctg^J/j-— tg2J  =  2 

bis  zum  Durchgang  durch  den  2.  Endpunkt  der  kleinen  Axe; 

arctg(|/-,I-tg-4)  =  arctg-|/j^^ 

bis  zur  Rückkehr  zum  Anfangspunkt: 

arctg(|/^_^tg7rj  =  n. 

Fällt  die  Sonnenwende  mit  dem  Durchgang  der  Erde  durch  das 
Perihel  zusammen,  so  ist  für  den  Frühlingspunkt  cos  m  =  c ;  also 


'H  =  V\ 


ß 

+  e 


die  Wärmeaufnahme  vom  Durchgang  durch  das  Perihel  bis  zum 
Durchgang  durch  den  Frtihlingspunkt-ist  also  proportional 

^   l/l  +  c    l/l  — e       « 

bis  zum  Endpunkt  der  grossen  Axe  war  sie  proportional  ^  i  es  muss 

also  unter  der  gestellten  Voraussetzung  die  Erde  während  des  kür- 
zeren Halbjahrs  in  der  Sonnennähe  grade  so  viel  Wärme  empfangen 
als  während  des  längeren  Halbjahrs  in  der  Sonnenferne. 

Für  den  ganzen  Umlauf  ist  die  zugeführte  Wärmemenge  propor- 

tional:     , ---^  ;  es  ist  aber  die  kleine  Axe  =  yo*(l  — e*),  also 

die  zugeführte  Wärmemenge  umgekehrt  proportional  der  kleineu  Axe. 

Wächst  die  Excentricität  von  o  zu  0,07,  so  nimmt  die  kleine  Axe 

1  1000 

im  Verhältniss  von  —r- =  -t^tt  ab  und   es  wächst   die   auf- 

Vl- 0,072        997 

997 
genommene  Wärmemenge  im  Verhältniss  von  j?^-    Hinge  also  die 
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Erwärmung  der  Erde  nur  von  der  Sonnenw&rme  ab,  und  nimmt  man 
vom  absoluten  Nullpunkt  aus  gerechnet,  die  mittlere  Temperatur 
gleich  273'^  Celsius,  wie  es  etwa  dem  heutigen  Zustande  der  Erde 
entspricht,  die  Temperatur  des  Weltalls  aber  =  o^,  so  könnte  durch 
die  Aenderung  der  Excentricität  die  Oberflächentemperatur  der  Erde 
noch  nicht  um  1®  C.  erhöht  oder  erniedrigt  werden.  Nimmt  man 
aber  die  Temperatur  des  Weltalls  nach  Pouillet  =  —  142®  vom  Ge- 
frierpunkt des  Wassers  aus  gerechnet,  so  könnte  die  Oberflächen- 
temperatur der  Erde  um  höchstens  0,4®  C.  variiren. 

Da  aber  erfahrungsmässig  der  Einfluss  der  Oberflächentemperatur 
schon  in  sehr  geringen  Tiefen  verschwindet,  so  kann  daraus  geschlos- 
sen werden,  dass  die  Aenderung  der  Excentricität  keinen  Unterschied 
für  den  Wärmezustand  der  Erde  im  Ganzen  herbeiführt. 

Anders  verhält  es  sich  freilich  mit  dem  Wärmezustand  an  der 
Oberfläche;  wird  hier  die  Temperatur  durchweg  um  1®  niedriger,  so 
müssten  schon  dadurch  allein  manche  Aenderungen  herbeigeführt 
werden;  es  müssten  zum  Beispiel  die  Schnee-  und  Vegatationsgrenzen 
sich  verschieben.  Ebenso  könnte  durch  Aenderung  der  Excentricität 
die  Verteilung  der  Wärme  an  der  Erdoberfläche  beeinflusat  werden 
und  nach  der  Meinung  von  James  Kroll  (climate  and  time)  soll 
das  in  hohem  Maasse  der  Fall  sein. 

Es  bleibt  also  übrig  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  Verteilung 
und  Bewegung  der  vorhandenen  Wärme  auf  den  Zustand  der  Erde 
ausübt.    Thomson  legt  seinen  Betrachtungen  darüber  die  Formel 


2F    /* 


0 

zu  Grunde. 

Bekanntlich  stellt  nach  Fourier  die  Differentialgleichung 
dv  dh) 

das  physikalische  Gesetz  dar,  nach  welchem  die  Wärmeverteilung  in 
einem  Körper  stattfindet.  Nun  sind  die  täglichen  Schwankungen  der 
Oberflächentemperatur  der  Erde  nur  bis  zur  Tiefe  von  1  Meter  be- 
merkbar, die  jährlichen  Schwankungen  aber,  die  hier  allein  in  Be- 
tracht kommen  könnten,  verschwinden  schon  in  einer  Tiefe  von  16 
bis  18  Metern;  dagegen  kann  der  Radius  der  Erde  als  unendlich 
angesehen  werden.  Nimmt  man  zunächst  noch  an,  dass  die  mittlere 
Oberflächentemperatur  constant  ist,   so  mag  die  Erde  als  ein  Körper 
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angesehen  werden,  der  auf  einer  Seite  von  einer  Ebene  begrenzt 
wird,  —  der  nach  der  anderen  Seite  8ich  bis  ins  Unendliche  er- 
streckt, —  iiXr  den  die  Temperatur  an  der  Grenzebene  constant  ist 
und  für  den  die  Temperatur  irgend  eines  Punktes  im  Innern  allein 
von  der  Zeit  und  seiner  Entfernung  von  der  Grenzebene  abhängt. 
Es  soll  ferner,  auf  Grund  der  Leibnitz'schen  Theorie,  angenommen 
werden,  dass  zu  Anfang,  als  die  Erde  noch  ein  glühender  flüssiger 
Körper  war,  die  Temperatur  in  allen  Teilen  dieselbe  und  =  r^+r 
gewesen  ist. 

In  der  Thomson'schen  Formel  bezeichnet  v  die  Temperatur 
in  irgend  einem  Punkte,  vq  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,  V  die 
Anfangstemperatur,  x  die  Tiefe  des  Punktes  unter  der  Oberfläche, 
t  die  Zeit,  ^•  die  Wärmeleitung,  das  heisst  diejenige  Wärmemenge, 
welche  durch  den  Querschnitt  1  hindurchfliesst,  wenn  der  Temperatur- 
unterschied pro  Längeneinheit  =  1  und  wenn  als  Maass  diejenige 
Wärmemenge  genommen  wird,  welche  nötig  ist  um  die  Kubikeinheit 
des  Körpers  um  1^  zu  erwärmen.  Diese  Bezeichnungen  sollen  in 
Folgendem  festgehalten  werden. 

Sucht  man  nun  eine  Function,  die  der  Differentialgleichung  ge- 
nügt, und  die  nebenbei  die  Bedingung  erfüllt:  ü  =  F  f ür  «  =  o  und 
V  «  o  für  flj  =  o,  so  findet  man: 


CO 

2VnktJ   '     V 

4kt      

(»+A)»x 
e  '4*<    J 

oder  indem  man  für  das  erste  Integral  setzt 

-      ,    :    s= Z\       dk   ■ 

2VU 

=  2Vlct. 

dz 

und  für  das  zweite 

x+X 

2iu 

=  2i'u. 

dz 

00 

X 

2  i'Ü 

IV^i 

X 

2V     p 

für  X  ■ 

=  0  wird  V  =^  0  und  für  t  =  o. 

wegen 
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Vi 


ms 


wird  t^  ^  K 


Sucht    man    audcrerseita    eine    Function,    die    der    Diflfereutia!- 
gleichuug  genügt  und  dabei  dio  Bedingungen  erfüllt; 


0  =  tjQ  für  i  ^^  o\  und  »  =^  t^y  für  ^  —  a 


so  erbält  maii 


W    —     i-^Q, 


Danach  ist  ^Vf  die  mittlere  Oberfiächentemporatnr  für  jede  Zeit; 
sie  Süll  wie  früher  ^  t>  angenommen  werden. 

ludem  man  beide  addirt,  wird 

1)     tj  =  .-„+,_    /     ^^ih 

tijiic  Function,  die  den  Eedingangen  genügt: 

V  -=  i\^  -|-  F  für  t  ^:  iß  und  ??  ^  /?ij  für  x  ^  r». 


Offenbar  stellt  sieh  Thomson  vor,  dass  die  glühende  flüssige 
Erdf^  sich  sehr  schnell  niit  einer  dünnen  Krnste  von  niedrigiT  uud 
i^-unstanter  Tempemtur  bedeekt  hat,  was  sich  wohl  daraus  rechtfertigt, 
daas  auch  heute  noch  ein  glühendes  Lavafeld  sich  in  wenigen  Tagen 
mit  einer  Schicht  überzieht,  die  es  zugänglich  macht. 


Geht  man  von  der  Formel  aus: 


CO 


so  wird: 


(j7^;.)" 


iir^h" 


Setzt  man  wie  früber : 
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so  wird: 


€l^'       "linkt  \J  J  ' 


2  ^H  2  Vt* 


=iÄ{/'"-'""'+/'"-""'l 

ar  g 

"'2  V«  24^W 

7 


also  schliesslich: 


L     4W-|.«      4**j 


2)      ,    =  -7^-  .  e    4« 
dx       \nkt 

and  daraus: 


4ik< 


Sondert  man  aus  der  Grundformel  den  Factor  ab,  der  allein  von 
t  abhängig  ist,  —  also: 

und  leitet  ihn  nach  t  ab,  so  erhält  man : 


^        ^  '         4*<      __  ß         AU      \ 

1  ((.-A)*     -''-J>!     («+i)»     -1^1^*1 


2«y«  V 


also 

d. 

<it  ~"  2y'«fc '  2«yi 


— ^,__: . p    I  dX{  -—e       ^*    +  e       ^' 

2y7rÄJ    2«y«c/         l 
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2Vnk    2t 


7.l,A(-'-i^-)' 


4« 


-/-(^g^-" 


Akt      { 


macht  man  die  früheren  Einsetzungen: 
X — A  x-{-X 


2iht  '        2V^•^ 

so  wird: 

ffo F_  .  2iü 

^  ""  2T/7i/I''2^yi 


<ZA  =  2Yht,dz 


'^AJ  1^(22^—1)6-''  -  Aia(222— l)e-i»*  I 


2  Vw  2  ^i/ 

2  ^ki  2  Vt< 


2iVn;t/    ^  t-fTtJ      ^         ^ 

also  schliesslich: 

3)      ^-^=--i^.^-     r4-«  =  Ä:  — 
tZ<  f\f7i    2  Vit  dx^ 

Die  aufgestellte  Formel  genügt  also  der  Differentialgleichung  und 
den  gestellten  Bedingungen. 

Bei  Anwendung  der  Formeln  ist  als  Zeiteinheit  ein  Jahr  zu 
nehmen.  V  setzt  Thomson  =  7000°  Fahrenheit,  eine  Annahme, 
die  wohl  nicht  zu  hoch  erscheint,  wenn  man  hedenkt,  dass  die  Schmelz- 
temperatur verschiedener  Metalle  zwischen  3000^  und  4000°  Fahren- 
heit liegt,  dass  die  Temperatur  einer  in  der  Luft  brennenden  Wasser- 
stoff-Flamme 5866°  Fahrenheit,  und  die  einer  Hydrooxygen-Flammc 
1250000  ist  (Tyndal). 

Die  Längeneinheit  ist  bei  Thomson  ein  englischer  Fuss;  den 
Coefficienten  7c  aber  setzt  er  ==  400. 

Zur  Bestimmung  des  k  benutzt  Thomson  vioyährige  Beobach- 
tungen der  periodischen  Temperaturveränderungen  in  verschiedenen 
Tiefen  unter  der  Erdoberfläche.  Die  Methode  dieser  Bestimmung 
ist  von  Everett  angegeben  in  einem  Aufsatze,  der  sich  unmittelbar 
an  den  von  Thomson:  „on  the  periodical  variations  of  Underground 
temperature"  Trans  Roy.  Soc.  Edingb.  March.  1860  —  anschliesst. 
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Everett  geht  von  der  Formel  aus: 

t.=-^  +  P,sin(27r^+£,)-fP2Sm(47c^+£;2)  +  ... 

darin  ist  A^  die  mittlere  Jahrestemperatur  ^  für  irgend  ein  anderes 
Glied  ist  das  Maximum  oder  Minimum  «  +  P  oder  — P\  P  ist  also 
die  halbe  Amplitude;  E  ist  die  Phasenverzögerung.  Die  Reihe  con- 
vergirt  sehr  schnell,  so  dass  nur  die  ersten  Glieder  festgehalten  wer- 
den. P  und  E  sind  beide  von  der  Tiefe  abhäDgig,  in  der  beobachtet 
wird.  Setzt  man  nun  die  im  Laufe  eines  Jahres,  und  für  eine  be- 
stimmte Tiefe  durch  Beobachtung  von  v  gefundenen  Werte  in  die 
Formel  ein,  so  kann  man  daraus  -^oi  ^\  ^  bestimmen.  Er  weist 
dann  weiter  nach,  dass 

A^  ^  A lg  fit  ^  i/iiTic  . 

wobei  A^-n  der  Zuwachs  der  Phasenänderuug,  Algfii  der  logarith- 
mische Zuwachs  der  Amplitude,  wenn  man  von  den  Beobachtungen 
in  einer  Tiefe  zu  denen  in  einer  anderen  Tiefe  übergeht,   x  der 

Unterschied  der  beiden  Tiefen  und  -  das  k  in  der  Thomson'schen 

c 

Formel  ist. 

Zur  Auswertung  von  h  benutzt  Thomson  Beobachtungen  von 
Forbes,  die  während  mehrerer  Jahre  an  drei  verschiedenen  Stand- 
orten ausgeführt  worden  sind.  Es  ergiebt  sich  daraus  Ar  =  235,1  im 
Sandstein ;  =  260,5  im  Sand ;  =  690,7  im  Basalt  Der  Mittelwert 
davon  ist  nahezu  400.  In  den  Beobachtungen  von  Forbes  dient  der 
französische  Fuss  als  Längeneinheit;  da  aber  der  englische  Fuss  nur 
wenig  von  dem  frauzösischen  abweicht,  so  kann  immerhin  dieser  Wert 
für  den  englischen  Fuss  als  Einheit  festgehalten  werden.  Wenn  aber 
Thomson  meint,  dass  das  k  wohl  für  alle  Tiefen  und  für  alle  Tem- 
peraturen dasselbe  sei,  so  erscheint  das  sehr  gewagt;  indessen  da 
nicht  genügende  Beobachtungen  existireu,  die  eine  nähere  Prüfung 
möglich  machen,  so  soll  400  als  allgemeiner  Wert  von  k  beibehalten 
werden. 

400  ist  also  die  Wärmemenge,  welche  durch  einen  Quadratfuss 
des  Erdbodens  hindurchfiiesst,  wenn  die  Temperaturdifferenz  für  jeden 
Fuss  1"  F.  beträgt  und  wenn  als  Maass  die  Wärmemenge  dient, 
welche  nötig  ist  um  einen  Cubikfuss  Gestein  um  1^  F.  zu  erwärmen. 
Nun  nimmt  nach  Thomson  die  Temperatur  für  jede  50  Fuss  Tiefe 
um  1®  F.  zu  oder  für  je  27  Meter  um  1^  C,  was  mit  den  gewöhn- 
lichen Annahmen  tibereinstimmt;  also  lliessen  in  Wirklichkeit  durch 
jeden  Quadratfuss  8  obiger  Wärmeeinheiten. 
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Um  sich  eine  Vorstellung  von  dieser  Wärmemenge  zn  machen 
wird  es  nötig  sein  sie  durch  die  gebräuchlichen  Maasse  auszudrücken. 

In  der  Entwicklung  der  Differentialgleichung  geht  k  aus  dem 

Ausdruck  —  hervor,  wobei  x  die  Wärmemenge,  die  durch  den  Quer- 

QC 

schnitt  1  hindurchgeht,  wenn  der  Temperaturunterschied  pro  Längen- 
einheit =  1,  Q  die  Dichtigkeit,  c  die  specifische  Wärme.  Nimmt  man 
Grade  C.  statt  der  Grade  F.,  so  ändert  sich  der  Wert  von  k  nicht, 
da  es  sich  dabei  nur  um  das  Verhältniss  zweier  Wärmemengen  han- 
delt   Schreibt  man  dann  Meter  statt  Fuss  (1  Meter  =  3,28  Fengl), 

2 

so  wächst  der  Zähler  im  Verhältniss  von  1:3,28,  der  Nenner  von 

3 

1:3,28,  und  da  die  Temperaturdifferenz  pro  Längeneinheit  im  Ver- 
hältniss von  1:3,28  abnimmt,  so  erhält  man  das  neue  k,  indem  man 

2 

das  alte  durch  3,28  dividirt,  das  giebt  k  =^  37.  £s  fliesst  also  durch 
einen  Quadratmeter  jährlich  37  mal  so  viel  Wärme  als  nötig  um 
1  Kubikmeter  Gestein  um  1^  C.  zu  erwärmen.  Nimmt  man  als  Maass 
die  Wärmemenge,  welche  nötig  ist  um  1  Kubikmeter  Wasser  um 
1^  C.  zu  erwärmen,  so  wird: 

,  Ä 

k.QC=  J- 

Man  erhält  also  das  k  für  die  neue  Einheit,  wenn  man  den  frühe- 
ren Wert  mit  gc  multiplicirt. 

Nun  hat  Forbes  die  specifischen  Wärmen  der  drei  Gesteins- 
arten durch  Begnault  bestimmen  lassen  und  Thomson  giebt  in 
seinem  Aufsatze  die  zugehörigen  Producte  aus  specifischer  Wärme 
und  Dichtigkeit  an: 

=  0,5283;    0,3006;    0,4623 

der  Mittelwert  daraus  beträgt  0,43;  also  wird  , 

Ä;  =  37.0,43  =  16. 

Die  Temperaturdifferenz  beträgt  1®  für  je  27  Meter,  also  fliesst 

1  ß 
durch  einen  Quadratmeter"  ^  mal  so  viel  Wärme  als  nötig  ist  um 

16000 
1  Kubikmeter  Wasser  um  1^  C.  zu  erwärmen  oder  — 27~   Galerien 

«=  592  oder  ungefähr  600  Galerien. 

Es  wird  in  Folgendem  gezeigt,  dass  diese  Wärmemenge  mit  der 
Zeit  abnehmen  muss,  aber  es  ist  auch  wohl  selbstverständlich,  dass 
mit  fortschreitender  Abkühlung  sie  kleiner  wird,  und  es  ist  in  Folge 

Teil  LIV.  23 
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die  Frage   zu  stellen,  ob  durch  Vermindernng  dieser  Wärmemenge 
die  Oberflächentemperatur  merklich  geändert  werden  kann. 

Nach  James  Kroll  (cUmate  and  time)  empfängt  ein  Qoadrat- 
fuss  der  Erdoberfläche  bei  beständig  senkrechter  Incidenz  der  Sonnen- 
strahlen, nach  Abzug  des  Teils,  der  durch  die  Atmosphäre  zarück- 
gehalten  wird,  während  eines  Tages  =  12  Stunden,  eine  Wärmemenge 
äquivalent  2796767  Fusspfünd  engl,  oder,  da  ein  Quadratmeter  nahezu 
11  Quadratfuss  engl.,  1  Meterkilogramm  =  9  Fusspfünd  pro  Qoadrat- 

2796768.11  ^^  ^ 
meter  ö M.  K. 

Die  Wärmemenge,  die  von  der  halben  Erdoberfläche  binnen  12 
Stunden  aufgenommen  wird,  ist  dieselbe  als  diejenige,  welche  in  dcr- 
selben  Zeit  die  Fläche  eines  grössten  Kreises  bei  senkrechter  Incidem 
erhält.  Da  nun  ein  grösster  Kreis,  die  Erde  als  Kugel  angesehen, 
sich  zur  halben  Oberfläche  verhält  wie  1:2,  so  nimmt  ein  Quadrat- 
meter pro  Tag  durchschnittlich  auf: 

2796768.11.1^,  ,^        2796768.11.1  ^  ,    . 
^972 ^-  ^- 9727425"^  ^^^^"^^"^ 

und  pro  Jahr 

2796768.11.1.365  _,  ,    .         ,        ^       ^Aanc^nf^  n  i    • 
Calonen  oder  etwa  1467000  Calonen. 

Davon  betragen  60Ö  Calonen  etwa  ^j^^ 

Da  die  mittlere  Temperatur  der  Erdoberfläche  constant  ist,  so 
muss  sie  gerade  so  viel  Wärme  in  den  Weltraum  ausstrahlen  als  sie 
Wärme  empfingt.  Fällt  ein  Teil  der  aufgenommenen  Wärmemenge 
fort,  so  muss  die  Oberflächentemperatur  bis  zu  einem  neuen  Gleich- 
gewichtszustand sinken.  Setzt  man  die  Ausstrahlung  =  a  und  pro- 
portional dem  Unterschied  zwischen  der  Temperatur  der  Erdober- 
fläche und  der  des  Weltraums  •,  die  von  der  Sonne  empfangene  Wärme 
=>  « ,  die  aus  dem  Inneren  der  Erde  zufliessende  =  e  und  rechnet 
man  absolut  genommen  die  Temperatur  des  Weltraums  =  o,  also  die 
der  Erdoberfläche  =  273^  C,  so  wird: 

a  ==  C.273  =  s-^e. 

Fiele  nun  der  Wärmefluss  aus  dem  Innern  fort,  so  müsste  sich 
die  Temperatur  der  Erdoberfläche  um  x^  erniedrigen;  es  würde 

c.(273  — a:)  =« 
also 

273—0;  8  e 

^„o      =  ~r~    oder    3ß=-—T-',2i3 
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und  da  e  sehr  klein  im  Yerhältniss  zu  « 

«--.273 
s 

e  1  273 

-  war  244Ö»   ^^  'würde  also   die  Teraperaturerniedrigung  öttt^^  C. 

das  ist  etwa  5  ®  betragen. 

Nimmt  man  aber  die  Temperatur  des  Weltraums  nach  Pouillet 
vom  gewöhnlichen  o  Punkt  aus  gerechnet  «  —  142®,  so  würde  die 

142  1 

Temperaturemiedrigung  nur  ötIq  ®  C.   oder  ungefi.hr  jy  ®  C.   aus- 
machen. 

Der  Unterschied  also,  der  durch  die  fortschreitende  Abkühlung 
der  Erde  in  der  Oberflächentemperatur  hervorgebracht  werden  kann, 
ist  unter  allen  Umständen  ein  höchst  geringer. 


Es  bleibt  noch  der  innere  Wärmezustand  der  Erde  in  Betracht 
zu  ziehen.    Die  zugehörigen  Formeln  waren 


2V     P 

1)     t,  =  t;^-f-—     /      e-'*dz 
inj 

3)      —  «I —  . ß     4kt 

Nimmt  man  in  1)  x  sehr  klein,  t  sehr  gross,  so  kann  man  e-** 
ohne  grossen  Fehler  -«  1  setzen ;  es  wird  also 

X  X 


r   e'-^^dz=^  I    dz 


V  —  Vq 


V.x   ^       V  —  Vq 


inU  ^  inkt 

Die  Temperatur  nimmt  für  50  Fuss  Tiefe  um  1®  F.  zu. 

23* 
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Für  «  =  50  wird  also  »— ro  =  l;  V  war  aber  =  7000,  ir  =  400, 
daher: 

1  7000  35«.  10«       1225 

50  ~  ViÖÖTjrt  *  ^  400. ITT  ~  1256*^^ 

also  nahezu  »  10«,  das  heisst  es  sind  seit  dem  Zustand  der  Erde, 
welchen  Thomson  als  Ausgangspunkt  genommen,  10«  Jahre  ver- 
gangen. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  aus  Gleichung  2),  wenn  man  darin 

dv       1  -i^ 

^  ==  KQ  setzt,  da  e    ***  wieder  ==»  1  wird. 

Aus  2)  ersieht  man,  dass  für  ein  gegebenes  «,  von  der  Ober- 
fläche aus  gerechnet,  die  zugehörige  Temperaturzunahme  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Zeit  umgekehrt  proportional  ist. 

Nimmt  man  a?  =  1  und  t  =  4.10*;  16.10*;  4. 10^;  10«,  so  er- 
hält man  als  zugehörige  Temperaturen  in  1  Fuss  Tiefe  1^;  s^;  Jq*; 

^^  F.,  das  heisst  4.10*  =  40000  Jahre  nach  Beginn  der  Krusten- 
bildung betrug  die  Temperatur  in  1  Fuss  Tiefe  1®;  u.  s.  w. 

^^      dv  V  X         -f^^  V 

3)     —  « j=.—-e    •***  =  — —,-=36-'* 

d^  tyn    2Vkt  tyn 

stellt  die  Abkühlung  dar.  «€-'•  wird  ein  Maximum,  wenn  die  Ab- 
leitung 

c-'*-2z2ß-'*  =  e-''(l-222)  =  o,   also  wenn  «^  =  | 

Für  kleinere  Werte  von  z^  ist  wegen  1  —  2s*  >>  o  die  Ableitung 
>  o\  also  wächst  der  vorgelegte  Ausdruck  bis  zu  dem  Werte  für 

2*  =  ö ;  von  da  an  nimmt  er  wieder  ab. 

Das  Maximum  der  Abkühlung  findet  also  nicht  an  der  Ober- 
fläche statt,  sondern  in  derjenigen  Tiefe,  für  welche 

«*       1  /—  /- 

«8  =.  —  =  ^  .    also  für  oj  =  20y2^.  «  28y^ 

Der  Fortschritt  des  Maximums  der  Abkühlung  nach  der  Tiefe 
ist  also  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit. 

Heut  nach  10«  Jahren  findet  die  grösste  Abkühlung  in  einer  Tiefe 
von  28.10*  Fuss  =  280000  Fuss  -=  89000  Metern  oder  11  Meüen 
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statt.  4.10^  Jahre  nach  Anfang,  also  3.10^  Jahre  nach  heute,  ist 
die  grösste  Abkühlung  bis  zu  einer  Tiefe  von  22  Meilen  vor- 
gedrungen. 

Es  beträgt  für  1  Jahr  die  heutige  grösste  Abkühlung,  das  heisst 
also  die  Abkühlung  in  einer  Kugelschaale,  welche  sich  in  einer  Tiefe 
von  11  Meilen  unter  der  Oberfläche  befindet: 

Wn   1/2  10M,4.yjr.  2,71828       10^.2.3       60000     '^• 

die    betreffende   Schaale    kühlt    sich    jetzt    in    einem    Jahre    um 
1 


60000 


0  F.  ab. 


Was  kann  nun  die  Folge  einer  solchen  ungleichmässigen  Ab- 
kühlung sein?  Es  ist  anzunehmen,  dass  der  innere  Kern  der  Erde 
heute  noch  flüssig  ist:  denn  wenn  Thomson  meint,  dass  die  Erde 
von  Innen  heraus  erstarrt  sei,  weil  wohl  anzunehmen,  dass  die  Erd- 
massen beim  Erstarren  sich  verdichtet  haben,  und  dass  sie  in  Folge 
dessen  gesunken  seien,  so  übersieht  er,  dass  es  sich  nicht  um  eine, 
sondern  um  eine  Beihc  von  Flüssigkeiten  handelt;  wenn  diese  sich 
nicht  vollständig  durchdrangen  oder,  um  es  anders  auszudrücken, 
wenn  sie  sich  nicht  gegenseitig  auflösten,  so  mussten  sie  sich  je  nach 
dem  specifischen  Gewichte  in  Schichten  übereinander  lagern,  und  es 
ist  in  dem  Fall  nicht  anzunehmen,  dass  beim  Erstarren  die  Verdich- 
tung gross  genug  gewesen,  um  ein  Untersinken  hervorzubringen. 
Läge  nun  die  Schicht  der  grössten  Abkühlung  innerhalb  der  Flüssig- 
keit, so  könnte  für  den  tiefer  liegenden  Kern  keinerlei  Wirkung  dar- 
aus hervorgehen;  es  müsste  aber  zwischen  dem  flüssigen  Kern  und 
der  festen  Schaale  ein  hohler  Eaum  entstehen,  der  um  so  grösser 
wäre,  je  näher  die  grösste  Abkühlung  der  Oberfläche  läge;  die  feste 
Schaale  erschiene  dann  als  eine  Hohlkugel,  die  bei  der  geringen 
Krümmung,  wenn  sie  nicht  schon  eine  hinreichende  Dicke  erlangt 
hätte,  zertrümmert  werden  müsste;  die  einzelnen  Bruchstücke  aber, 
da  sie  auf  einen  engeren  Kaum  zusammengedrängt  würden,  müssten 
sich  in  mannigfaltiger  Weise  übereinander  und  gegen  einander  ver- 
schieben. Läge  die  Schaale  der  grössten  Abkühlung  innerhalb  der 
festgewordenen  Massen,  aber  noch  in  der  Nähe  des  flüssigen  Kerns, 
so  müsste,  wegen  Incompressibilität  des  flüssigen  Kerns  die  Schaale 
zerreissen,  und  die  Flüssigkeit  durch  die  Spalten  hindurch  gepresst 
werden;  —  läge  sie  weit  ab  vom  flüssigen  Kern,  so  brauchte  ein 
Zerreissen  nicht  mehr  einzutreten,  weil  die  tieferen  festen  Schichten 
zusammengedrückt  werden  könnten;  —  in  allen  Fällen  aber  müssten 
die   oberen  Schichten  nachsinken.     Es  wäre  vielleicht  möglich  auf 
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diesem  Wege  die  valcanischen  Erscheinnngen  an  der  Erdoberfläche, 
ihre  Abnahme  mit  der  Zeit,  und  die  ganze  Confignration  der  Erd- 
oberfläche selber  zu  erklären. 
Die  Abkühlung  war  allgemein: 

di  2Vnk   <* 

Ist  a  der  mittlere  Ausdehnungscoefficient  der  Erdmassen,  so  be- 
trägt von  Xi  bis  x^  die  Ausdehnung  während  eines  Jahres: 

r    dv  ^  r    aV     X    -^^ 


aV 


■iH'-'^l 


2Vnk   tl 


Für  X  «  85000  M.;  k  -=  37;  t  «  10»  war: 

^       1 
4Jet^  2 

wird  X  doppelt  so  gross,  so  wird 


ä- 

und  so  fort; 

also  wird 

im  ersten  Fall 
-^             1 

im  anderen 

V2,718... 

1 

(2,718...)* 

Der  Ausdruck  e    ^^  nimmt  also  mit  wachsendem  x  sehr  schnell  ab. 
Setzt  man  nun  an  der  unteren  Grenze  x^  =  o,  so  wird 

setzt  man  an  der  oberen  Grenze  «a  =»  r  «  dem  Radius  der  Erde, 
so  wird 

e    4«  =  o 
also  wird  die  Ausdehnung  des  ganzen  Erdradius 


— i/i 
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Nimmt  man  bue 


"       100000 

\va3  etwa  der  AusdebnuDg  des  Glases  entspricht,   so  beträgt  dioso 
Verkürzung 

7000    l/jT "  ^      M  f 

lOOtXJO  V  ^.W^-  ^  42000  ^^^^"^ 

odt^r  da  der  Erdradius  Idi  Mittel  =  63Ö7000  M.,  so  betrügt  die  Ver- 

küTi^QÜg 

^741^0000  ^o'"  Erdradius. 

Es  nmg  noch  der  Einfluss  erörtert  werden,  welchen  diese  un- 
gleich massige  Contractioü  auf  die  RotÄtionsgcsch windigkeit  der  Erde 
ausübt.  Da  äusscro  Kräfte  nicht  ins  Spiel  kämmen,  so  mnss  die 
Winkelgeschwindigkeit  dem  Trägheitsmoment  umgekehrt  proportional 
sein. 

Setzt  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  =  1 ,  so  ist  ihr 
Trägheitsmoment,    wenn    man    sie    wie    früher    als    Kugel    ansieht, 

Das  Differential  dieses  Ansdrncks  nach  r  ist  -^M.dr\  das  ist 

also  tJas  Trägheitsmoment  einer  Kngelschaale  vom  Radius  r  und  von 

der  Dicke  dr  \  mithin  das  einer  Schaale  vom  Eadins  {r  —  a?)  und  der 

%% 
Dicke  cfe:    -o~  -  {r~w)^dx 


An{T—x)'^ilx\   \k{^—^)A 


darin  ist  der  erste  Factor  die  Masse,  die  bei  einer  Contraction  un- 
verändert bleibt  5  der  zweite  aber,  da  die  Contractioß 

geht  über  in 


-"Vi' 
'.('—'"VI''") 


Es  geht  also  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Erde  im  Laufe  eineB 
Jahres  über  in 

l  in(r  —  se)^dix.tj{r  —  x  —  aVy—e    ^^M 

und  man  erhält  somit  die  Gleichung 
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wobei  g?  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  Aufaug  des  Jahres,  <p*  die  zu 
Ende  des  Jahres  ist. 


Das  Trägheitsmoment  zu  Endo  des  Jahre«  ist  also: 


1 


0 

=  ^  1^^  —  2a  r|/^^  I  r^yi^t  —  r^.m  +  r. mV^ -  ^^  J 

Dabei  ist 

/.  ^  *■  

0 

_  je* 

gesetzt;  es  ist  zwar  früher  gezeigt,  dass  «    ^*^  mit  wachsendem  ^  soif 
schnell  abnimmt,  so  dass  zum  Beispiel  f iir  ic  =^  850000  Meter 

-^       1 

wird;    indessen    da    unter    anderen    r^  t  c    ^^^d-^   vorkommt,  und 

r>6.10^  so  könnte  das  Verfahren  bcdouklich  erscheinen,  vmm 
mehr  als  das  Intervall  von  r  bis  x?  —  x ,    Es  möge  deshalb 


0 

gesetzt  werden. 


Es  bleibt  dann  nur  zu  zeigen,  daas  r^  i  e    ^  ds&    verachwindeml 


klein  ist.    Setzt  man 


2Vkt        ' 


so  wird 
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CO  ^  00  00 

J  J  2Vxit/ 


2VW  2V*F 


24^iT  2V*F 

Nimmt  man  der  oberflächlichen  Schätzung  wegen  r  «=  6.10^,  so  wird 

^.2500 


4Ä:«""  4.37.108  ~   4 
also 

1 


2)t<r«e    **'  ==  2663 .  lO^^^^söö  5    l^ge  =  0,4343 ;    log6»500  _  io85,7 . . . 

/*      2664.10*^ 
<     ^01085    ?  'ii^d  das  erscheint 

r 

wohl  genügend  klein,  am  es  vernachlässigen  zu  können. 


Das  gefundene  Trägheitsmoment  setzt  sich  zusammen  aus  dem 
Trägheitsmoment  zu  Anfang  des  Jahres  und  aus  der  Abnahme  während 
des  Jahres.  Wertet  man  die  Abnahme  aus,  wobei  für  r  6366740, 
für  die  anderen  Constanten  aber  die  früheren  Werte  zu  nehmen  sind, 
so  findet  man,  dass   diese  Abnahme  im  Yerhältniss  zum  ursprüng- 

liehen  Trägheitsmoment  >>  j^  und  <  jöü- 

Da  das  Trägheitsmoment  der  Winkelgeschwindigkeit,  —  die 
Winkelgeschwindigkeit  aber  der  Taglänge  umgekehrt  proportional, 
80  ergiebt  sich,   dass  die  Taglänge  in  einem  Jahre  der  Gegenwart 

um  weniger  als  :r^  Secunden,  und  in  3000  Jahren,  welcher  Zeitraum 

etwa  der   Geschichte   der   Menschheit   entspricht,    um  weniger    als 

18   „ 

jq5  Secunden  abgenommen  hat.    Es  erhellt  daraus,  wie  sehr  man 

berechtigt  ist  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  als  constant 
anzusehen,  obgleich  doch  nie  bezweifelt  werden  konnte,  dass  sie  im 
Laufe  der  Zeit  wachsen  muss. 
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Schliesslich  sei  es  erlaubt  zu.  bemerken,  dass  die  gefandenen 
Resultate  keinen  Anspruch  auf  Unumstösslichkeit  machen  sollen,  oder 
auch,  bei  der  Unsicherheit  der  Grundlagen  machen  können.  Immer- 
hin gentigen  sie,  trotz  aller  Unsicherheit,  um  zu  zeigen,  dass  so  lange 
die  Sonne  uns  unveränderlich  ihre  Alles  belebenden  Strahlen  zu- 
sendet, auch  der  Oberflächenzustand  der  Erde  im  Ganzen  als  unver- 
änderlich anzusehen  ist. 
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xxn. 
Kationale  sphärische  Dreiecke. 

Von 

Herrn  Dr.  Franz  Bessell, 

Professor  an  der  Kgl.  Hochschule  in  Hannover. 


1.  Wenn  man  sich  erlaubt  einen  Winkel  rational  zu  nennen, 
sobald  sein  Sinus  und  Cosinus  es  sind,  so  darf  man  auch  sagen,  ein 
Winkel  sei  rational  gleichzeitig  mit  dem  Tangens  seiner  Hälfte. 
Auch  wird  es  zu  Missverständnissen  kaum  Anlass  geben  können, 
wenn  man  einen  solchen  Hälften-Tangens  mit  demselben  Buchstaben 
bezeichnet,  wie  den  Winkel  selbst. 

2.  Ein  sphärisches  Dreieck  heisst  rational,  wenn  seine  sämmt- 
lichen  Seiten  und  Winkel  es  sind,  um  dergleichen  zu  finden,  ge- 
stalten wir  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  so  um,  dass 
wir  sämmtliche  darin  auftretenden  trigonometrischen  Functionen  durch 
die  entsprechenden  Hälften-Tangenten  ersetzen. 

3.  Bezeichnen  wir  demnach  nicht  nur  die  Seiten  und  Winkel 
eines  Dreiecks,  sondern  auch  deren  Hälften-Tangenten  mit  a,  *,  c, 
A^  By  C,  so  erhalten  wir  zunächst  für  die  Napierschen  Gleichungen 
folgende  vier: 

A(B+  C)  (l  —  bc)  =  (1  —  irC)(l  -|-5c) 
A{B^C)(b  +  c)  =  (l+BC){b  —  e) 
a(l-bc){l+BC)  =  {b+c)(l—BC) 
a(l  4-*c)  {B—  C)  =  (b  —  c)  iB+  C) 

Da  jede  derselben  5  Elemente  enthält  und  in  Bezug  auf  jedes  Ele- 
ment linearisch  ist,  so  folgt  sofort,  dass  ein  sphärisches  Dreieck 
rational  ist,  sobald  irgend  4  Elemente  desselben  es  sind. 
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4.  Um  daher  beliebige  rationale  Dreiecke  zu  finden,  hat  man 
nur  nötig,  irgend  eine  der  4  sogenannten  Fundamental-Gleichungcn, 
als  welche  jedesmal  4  Elemente  mit  einander  verbinden,  in  rationa- 
len Zahlen  aufzulösen.  Bevor  wir  jedoch  darauf  in  allgemeinerer 
Weise  eingehen,  mögen  einige  Special-Fälle  betrachtet  werden,  zu 
deren  Erledigung  das  bisher  Mitgeteilte  ausreicht. 

5.  Für  gleichschenklige  Dreiecke  hat  man,  wenn  wir  etwa  a  =  2» 
und  demnach  \4  =  B  nehmen, 

2a        l  —  AA  ,      ^       1  +  aa    1—AA 


1  —  aal  +  AA 


und     C- 


1  +  «^ 
1  —  aa 


2A 


6.  Für  Dreiecke,  in  welchen  2  Seiten  und  folgeweise  anch 
2  Winkel  sich  zu  180^  ergänzen,  kommt,  indem  wir  a&  =^  1  nnd 
AB  ««  1  setzen. 


1—aa    \+AA 


2a 


1  —  AA 


und     C 


2A 


I  +  cm'I+AA 


7.  Für  Dreiecke,  in  welchen  der  sogenannte  Modulas  (das 
Sinus-Verhältniss)  gleich  1  ist,  findet  sich,  bei  -4  =  a  und  B  =b, 

a  +  b  1  +  ab 

—  Nebenbei  bemerkt  construirt  man  Dreiecke  des  Modulus  1  auf  der 
Kugel  sehr  leicht  dadurch,  dass  man  in  einem  beliebigen  Zweiecke 
die  Entfernung  der  Mitten  seiner  beiden  Seiten  zwischen  diesen 
irgend  wie  in  der  Weise  verschiebt,  dass  die  Endpunkte  des  ver- 
schobenen Bogeus  auf  den  Zweiecks-Seiten  liegen  bleiben.  Auch 
kann  man  mit  demselben  Bogen  eben  so  zwischen  den  Schenkeln 
des  andern  Zweiecks  verfahren,  welches  das  erstere  zur  Halbkugel 
ergänzt.  — 

8.  Wenden  wir  uns  zur  allgemeinen  Aufgabe.  —  Die  4  Funda- 
mental-Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  in  der  oben  angedeu- 
teten Weise  umgestaltet  sind  folgende: 

{aa+l)(BB+l)Ab  =-  (AA+l){bb+l)aB 

aa{l+bbcc){l+AA)  +  2aabc(l-AA)  =  ibb-{-cc)(l+AA)--2bc(l-AA) 

AA(BB+CC)(l+aa)  +  2AABCa-aa)  «  (l+BBCC){l+aa) 

—  2BC(1— aa) 
(a+*)(l— a*)^CC  =  (a'-b)(l+al)A  +  a{l+bb)(l—AA)C. 

9.  Eine  wirklich  vollständige  d.  i.  sämmüiche  möglichen  Fälle 
ohne  Ausnahme  abgebende  Lösung  in  rationalen  Zahlen  ist  zwar  zur 
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Zeit  wohl  für  keine  der  vorliegenden  4  Diophantischen  Gleichungen 
zu  erreichen,  aber  als  Surrogat  dafür  leicht  zu  finden  ist  eine  ganz 
stattliche  Beihe  von  sogenannten  particularen  allgemeinen  Lösungen. 
Dies  sind  solche,  deren  jede  eine  unendliche  Menge  Einzel-Fälle 
(jedoch  keineswegs  alle  möglichen)  in  sich  schliesst,  insofern  nämlich 
als  die  Auflösungs-Formeln  willkürliche  Zahlen  enthalten. 

10.  Betreffs  der  ersten  der  4  Gleichungen  in  Nr.  8  (der  Beprä- 
sentantin  der  Gleichung  der  Sinus-Verhältnisse)  habe  ich  nur  eine 
einzige,  aber  dafür  auch  sehr  bequem  gestaltete  particulare  Lösung 
entdecken  können.  Darin  bleiben  2  Seiten  (oder  auch,  wenn  man 
will,  2  Winkel,  ganz  beliebig.  Seien  dies  etwa  a  und  b.  Alsdann 
darf  man  setzen : 

_2a(&^~l)_  («2+l)(^l) 

^  -  (a2— 1)(^,^+1)     ^^^     ^  ~       2&(a2  — 1)' 

woraus  sich  weiter  mittels  der  Gleichungen  in  Nr.  3  ergiebt: 

_   a  —  b     4:ab  +  {a^  +  l)(b'^+l)  ,     ^  _   (b  —  a)(l  +  ab) 

Numerisches  Beispiel: 

a^h    b-h    o^U.     ^-h     B^{1     C=H. 

Wollte  man  statt  der  Seiten  die  Winkel  A  und  B  als  gegeben  an- 
sehn, so  braucht  man  nur  die  grossen  Buchstaben  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  zu  vertauschen  und  zugleich  jede  dieser  4  Zah- 
len durch  ihre  Beciprokc  zu  ersetzen.  —  Uebrigens  bemerkt  man 
leicht,  dass  diese  Formeln  zu  keinem  eigentlich  brauchbaren  Eesul- 
tate  führen,  wenn  man  eines  der  willkürlichen  Elemente  90®  sein 
lässt 

11.  Eine  reichere  Ausbeute  als  die  erste  gewähren  die  mittleren 
beiden  Gleichungen  der  Nr.  8;  doch  genügt  es  eine  davon  zu  be- 
trachten, aus  demselben  Grunde  wie  der  so  eben  unter  Nr.  10  an- 
gedeutete. Wir  wählen  dazu  die  erste  und  schreiben  dieselbe  in 
folgender  Form: 

2  _  b^  —  ^bccosA  +  c^ 
«   —  l  +  '2bcco'^A  +  b^c^ 

oder,  indem  wir  noch  etwas  mehr  kürzend  cos -4  =  k  setzen,  so: 

^_  b^'-2bck  +  c^ 
""  "  l+2bck+b^c^ 

12.  Eine  vollständige  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  würde 
etwa  verlangen,  dass  man  bei  gegebenem 
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Ä:  = 


AA 


1  +  ÄÄ 


die  Zahlen  b  und  c  so  bestimme,  dass  der  dem  aa  gleichgestellte 
Bruch  ein  Quadrat  sei.  Wir  beschränken  hier  diese  Forderung  da- 
hin, dass  sowohl  der  Zähler  als  der  Nenner  jenes  Bruchs,  jeder  för 
sich  genommen  ein  Quadrat  werde.  Dazu  ist  nötig,  dass  man  habe 
sowohl 

b  =  (m^  —  w*)t*»  c  =  —  2n(ire-J-Ärn)M 

bc  =  (f4*  —  V*)«;,  1  =  —  2v((A  —  kv)i) 

WO  nun  m,  n,  u  und  fi,  v,  v  rationale  Zahlen  bedeuten  sollen,  und 
zwar  u  und  v  vollkommen  willkürliche,  während  die  Paare  f»,  n  und 
^,  V  so  zu  wählen  sind,  dass  werde 

13.  Die  Lösung  dieser  Diophantischen  Gleichung  ist  die  Haupt- 
sache ;  und  zwar  darf  man  sich  dabei  auf  ganze  Zahlen  beschränken. 
Wir  fassen  diese  Aufgabe  auf  als  einen  speciellen  Fall  folgende  all- 
gemeinere: 

X  (y8f*+ V)(y3f*H-M(y4i»+V) 

und  setzen  irgend  3  der  linksseitigen  Factorcn  am'\-ßn  einzeln  ge- 
nommen irgend  einem  von  dreien  der  rechtsseitigen  yfi-^öv  propor- 
tional, etwa 

«1»^+ A«  ="  P(Yi(*'+  ^1^)»         a^m  +  ß^n  =  <z(y2f*+  V)i 
wodurch  sich  die  gegebene  Gleichung  auf  die  einfache  lineare  Form 

reducirt,  die  nunmehr  in  Verbindung  mit  irgend  zweien  der  eben 
geschriebenen  hinreicht,  um  sowohl  das  Paar  m,  n  als  das  Paar  ft,  v 
zu  bestimmen.  Dabei  sind  die  3  Proportionalitäts-Factoren  p,  ^,  r 
an  einander  gebunden  durch  die  2  Relationen: 


^ißiYiP 
^2ß2Yia 


=  0    und 


^ißAp 


und  daher  ist  ihr  Yerhältniss  folgendes: 
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Beispiel.  Nimmt  man  in  der  vorliegenden  Gleichung  (Nr.  12, 
am  Ende)  als  die  3  linksseitigen  Factoren  diese  m-^Jsn^  n,  »»+w 
und  als  die  rechtsseitigen  fi— ifcv,  v,  f*+v  und  zwar  auch  in  der 
hier  stehenden  Ordnung,  setzt  somit 

m-\'kn  =p{fi  —  kv)^     n  ^^^  qv^     m-f-n  =»  r(|it+v) 

80  können  diese  3  Proportionalitäten  gleichzeitig  nur  bestehen,  wenn 

piqir^  (1— il-):(l+fc):(l— Ä;) 
Setzt  man  daher 

p  =  (1-&)A,      q  =  {X+k)X,      r  =.  (1-Ä:)A 

wo  l  einen  neuen  willkürlichen  Proportionalitätsfactor  bedeutet,  so 
kommt 

uH\\  — ifc)2(l-|-/;)(w— n)  =  vV  — V) 

Da  aber 

n^v{X-{-k)X     und     7n+n  =  (|[t  +  v)(l  — Äj)A 

also 

m—n^\ji(l—k)-^v{X  +  ^lc)]X 

ist,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  des  Paars  fi,  v 
die  lineare  Gleichung 

un\l  -  Ä;)«(l  +  k)  {fi(l  -^k)  —  v(l  4-  3Jfe)}  =  v\ik  —  v) 

Setzen  wir  also  etwa  direct  d.  i.  ohne  Heranziehung  eines   neuen 
Factors 

^i^un\l  —  k)\l+k){X'^^k)-'V^  und  v^u^\^(\—k)\l^k)'-v^ 

80  ergiebt  sich  weiter 

m  ^  un\\—k)^(\  +  k)^-'vn{\-'^k)  und 

n  =  un\i-k)\i+k)^--vn{\+k) 

Numerisch  sei 

Ä;  =  I,     A  =-  5,     w  =  J,     ?'  =  1 
so  kömmt 

1^  =  27,    v  =  3,    m  =  36,    n  =  24 

Und  in  der  Tat  ist 

^  .  (36  + V) .  24 .  60  .  12  =  1 .  (27  —  1) .  3  .  30 .  24 

14.  Hat  man  ein  Paar  geeigneter  Zahlenpaare  w,  n  und  f*,  v 
gefunden,  so  sind  die  daraus  resuftirenden  Dreiecks-Seiten 


2v(/i  —  kv)    V       2n(m-(-Ä?«)    u 
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n(m-f-Ä?n)    u        fi^ — v^   v 

v(fi  —  kv)  '  V        m^ — n^'  u 

m^-f" '^1^^'f^ -\-n^    u 

Sollte  ein  b  oder  c  negativ  ausfallen,  so  kann  man  solches  durch 
seine  entgegengesetzte  Reeiproke  ersetzen,  was  einer  Verminderung 
des  betreffenden  Bogens  um  180^  gleich  kommt  Die  beiden  noch 
übrigen  Elemente  B  und  C  bestimmt  man  entweder  aus  den  Napier- 
schen  Analogien: 

^  ^    ahc  —  a  +  Ä-f-c  ,      ^  ahc  —  a-f-Ä-f-c 

B  ^  A.  -r— 7 '  ,   ,^        und     C^  A.  -r—i — T,^  ■ 

aoc-^a  —  b-f-c  (wc-\-a-\-b  —  c 

oder  wohl  eben  so  bequem  und  wegen  der  damit  verbundenen  Qon- 
trole  besser  aus: 

Numerisch  benutzen  wir  das  am  Schluss  von  Nr.  13  hingestellte 
Beispiel,  in  welchem  überdies  selbstverständlich  der  gemeinschaftliche 
Factor  3  der  4  Zahlen  m,  n,  fi,  v  zu  unterdrücken  ist.  Maa  findet 
dann 

«-W,    *  =  M,    ^  =  4;    A  =  i,    B^U,    C=W. 

15.  Weil  sich  die  4  Factoren  jeder  Seite  der  Gleichung  am 
Schluss  von  Nr.  12  oder  vielmehr  derjenigen  am  Anfang  von  Nr.  13 
auf  4  verschiedene  Weisen  zu  dreien  zusammenstellen  und  überdies 
jede  solche  Zusammenstellung  auch  noch  eine  Permutation  ihrer 
3  Elemente  gestattet,  so  lässt  sich  die  vorliegende  Diophantische 
Aufgabe  im  Allgemeinen  auf  4  X  4  X  6  also  96  verschiedene  Weisen 
lösen.    Einige  derselben  mögen  hier  noch  Platz  finden. 

Die  einfachste  ist  wohl  die  aus  den  3  Positionen 

hervorgehende,  welche  führt  zu  den  Werte-Paaren 

m  =  fft  «=  k(u^-^v^)    und     ?*  «=>  v  =  v^ — u^ 

Aber  sie  .leidet  an  demselben  Uebelstande,  wie  der  am  Schluss  von 
Nr.  10  an  den  dortigen  Formeln  gerügte,  nämlich  keine  Anwendung 
auf  rechtwinklige  Dreiecke  zu  gestatten  *,  denn  wenn  man  ^  =  1, 
also  k  =  0  setzt,  so  wird  2»  =  qo  ,  also  der  Bogen  b  «  180^. 


1 
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IG.    Von  dem  UeMstaude  frei  sind  unter  amleru  folgende  Fälle: 
I.     fn-\-kft  =:  ^-|^i>,    tn^tt  ^  fjt  —  kv,     iK  ^  V,     woraus 

n  =^  t*  —  ?*ä^  V  ^  y-  —  w^, 

IL     m-\-kn  =  #1  — V,     m  +  Ti  ==  ft  — ^v,     if  ^  V, 

III.  «i  +  hl  =  ^  +  V,     y/i  +  ,*  =.  fi  —  Afv^     n(Ä:  —  1)  —  v(l"  + 1), 

IV.  2(m  +  A^)  =  ^  +  i^.     2(wi.  +  j*)  =.  ^  —  1^^     ,,  (/,  ^  1 )  =  v^ 

V.  77*  +  Im  =  V,     2(m^ii}  =  fi-\-p^     2tt{i  —  k)  ^ii  —  v^ 

TT,     T/i^n  =  ^  —  A'V,     /ifi^T?  ^=  lA — ^v,     2/f  ^^  v(l  —  k)^ 

„,  =  i.a^  G  +  2fc)  +  n^li  1  ^  ^-^) ,     f*  =  n^(  1  —  Ar  +  JIi3  _  j^,3 j  ^  4,,^^ 
»  ^  2?^^tAr  —  1 )  +  ii^(fe  —  1)%        V  =  2*4^(1  —  Je)  —  4^7^. 

Vn.     m  -j-n  =  ^ —  ^  "4"  *%     /"  — ^^^  -^  f*  +^^-^1     2^*  =:^  v(l  —  /.'), 

m  ^  2i^ß  +  k)  —  ff:^{k  --1)%     ^  =  nHl  +  k  ^  3A*^  +  P)  -  4 »*", 
n  ^  2t^»(l  —  i5^)  +  7*3(1  _  ^Y^        ^  _  2^*^(1  —  k)  +  4r^. 

yni.     m-f  ;*  =  |t*+*'^     w  — 77  =  2v,     2u  =  fi--v, 

n  =  ^(k—  1)  H-2fi^       V  =  2t^—  (1 + A*)7*«. 
IX*     »1  -|-  7i  "^  2 V,     77t  *—  /i  ^  —  f*  ~h  ''j     2n  =^  ^-\-v^ 

m  ^  v%^  —  ^  +  2l-u%    ft  =  2h^ — {3  H-  A-)7t«, 
„  *=  ^2(^,  + 1)  —  '2u\       v  =  2v^-  —  (1  —  JL-)7il 

T«U  LXr.  34 
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17.  Eine  kleine  Sammlung  von  rationalen  sphärischen  Drei- 
ecken, wovon  einige  noch  auf  anderweitigen  Wegen,  als  hier  mit- 
geteilt, gefunden  sind. 

a         b       c        A      B  C  a  b         c         A     B       C 
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18.  Zum  Schluss  darf  ich  wohl  noch  erwähnen,  dass  im  61. 
Bande  des  Grunertschen  Archivs  pag.  86  ff.  Herr  Hoppe  zwei  Wege 
angegehen  hat,  wie  man  aus  einem  gegebenen  rationalen  Dreiecke 
neue  in  unbegrenzter  Anzahl  ableiten  kann,  und  auch  die  betreffen- 
den Formeln  hier  wiederholen.  Unterscheidet  man  die  Elemente  der 
abzuleitenden  Dreiecke  von  einander  und  von  denen  des  Originals 
durch  beigefügte  ludices,  so  hat  man  zu  setzen 

«1  =  ö?    ^1  =  *i    ^^^  A     ^1  ""  ^' 

_  a  —  b     1  +  AB  ^a-^b     A+B 

^1""  1  +  ab'l  —  AB'      ^^  "  a  +  h'l'-AB' 

a^  =  a,     ig  "*=  ^j     ^2  =  ^1     ^2  =  ^y 

a-^A    1+Bb  _  a  —  A     b-\-B 

""«  °"  a  +  A  '  ~b  —  B  '        ^«  ~  1  +aÄ  '  b  —  ~B' 

Jeder  von  beiden  Rechnungswoisen  entspricht  eine  einfache  geome- 
trische Construction.  Um  solche  möglichst  kurz  beschreiben  zu 
können,  bedienen  wir  uns  folgender  Redeweise.  Wir  sagen  von  einer 
begrenzten  Linie,  sie  wandele  zwischen  zwei  unbegrenzten  Linien, 
wenn  sie  mit  je  einem  Endpunkte  in  einer  der  beiden  letztem  sich 
befindet   und  nun  sich  abwechselnd  um  den  einen  und  den  andern 


und 
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Endpunkt  sich  (bei  unveränderter  Grösse  und  Gestalt)  dreht,  so  lange 
bis  der  bewegte  Endpunkt  wieder  in  seine  Linie  trifft.  Wären  z.  B. 
die  beiden  Wege  ein  Paar  Parallelen  und  die  wandelnde  eine  gerade 
Strecke,  so  entstünde  auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  zusammen- 
hängenden gleichschenkligen  Dreiecken,  wovon  je  2  benachbarte 
immer  einen  Schenkel  gemein  haben,  während  ihre  Basen  abwechselnd 
auf  der  einen  und  der  andern  Parallele  liegen.  —  Hiernach  kann 
mau  die  erste  der  erwähnten  zwei  Constructioneu  folgendermassen 
in  Worte  kleiden:  „Wenn  man  eine  Seite  eines  rationalen  Dreiecks 
zwischen  den  Schenkeln  ihres  Gegenwinkels  wandeln  lässt,  so  bildet 
sie  mit  diesen  in  allen  ihren  möglichen  Lagen  wiederum  rationale 
Dreiecke  und  zwar  besitzen  alle  diese  Dreiecke  einen  und  denselben 
Modulus."  Auch  die  einzelnen  dabei  entstehenden  gleichschenkligen 
Dreiecke  sind  rational.  —  Die  zweite  Construction  geht  aus  der  be- 
schriebenen hervor,  wenn  mau  anstatt  einer  Seite  von  einem  ihrer 
Endpunkte  aus  den  an  ihrem  andern  Endpunkte  gelegenen  Winkel 
oder  vielmehr  dessen  Bogen-Maass  wandeln  lässt. 

19.  Selbstverständlich  gilt  letztgenannter  Satz  auch  für  ebene 
rationale  Dreiecke;  so  wie  auch  die  Anfangs  (Nr.  3,  8,  11)  gegebenen 
Formeln  für  solche  gelten,  wenn  man  darin  a,  &,  c  unendlich  klein 
werden  lässt.  Am  einfachsten  erledigt  sich  übrigens  die  Aufgabe, 
rationale  ebene  Dreiecke  herzustellen,  durch  die  Bemerkung,  dass  es 
gentigt  irgend  zwei  Winkel  -4,  B  eines  ebenen  Dreiecks  rational  zu 
macheu,  damit  der  dritte  es  auch  sei,  nämlich 

^~"   A  +  B 


Appendix. 

1.     Wenn  man  zwischen  den  Schenkeln  eines  ebenen  Winkels 

vom  Scheitelpunkte  aus  eine  beliebige  gerade  Strecke  wandeln  lässt 

180® 
und  der  Winkel  ist  ein  aliquoter  Teil  der  Halb-Ebene,  etwa  g)= , 

so  trifft  beim  nten  Schnitte  der  zur  Zeit  bewegliche  Endpunkt  der 
Strecke  in  den  Scheitelpunkt  zurück.  Man  erkennt  dies  sofort  dar- 
aus, dass  die  an  der  wandelnden  Strecke  gelegenen  Winkel  sämmtlich 
Vielfache  von  (p  und  zwar  der  Reihe  nach  das  1,  2,  3  fache  etc.  sind. 

Hierin  steckt  nicht  nur  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes,  dass 
die  Summe  des  Cosinus  der  Vielfachen  solcher  Winkel  Null  ist, 
sondern  diese  Summe   zerfällt  auch  von  selbst  in  zwei  Teile,   von 

24* 
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denen  jeder  für  sich  Null  ist.  Der  eine  liegt  auf  dem  einen,  der 
andre  auf  dem  andern  Schenkel. 

Ausserdem  lässt  sich  dies  Verfahren,  auch  wenn  der  Winkel 
kein  aliquoter  Teil  der  Ehene  ist,  allenfalls  zur  Messung  desselben 
verwenden,  indem  man  dann  zu  wandeln  aufhört  hei  einem  Schnitte, 
der  möglichst  nahezu  in  den  Scheitelpunkt  führt.  Hierhei  ist  darauf 
zu  achten,  wie  viele  Male  die  wandelnde  Strecke  den  Scheitelpunkt 
passirt.  Geschieht  dies  m  Male  und  ist  der  nahe  zu  Null  führende 
Schnitt  der  ?ite,  so  ist  der  Winkel  nahezu  =m.l80^:w.  —  Diese 
Operation  ist  insofern  interessant ,  als  dabei  die  Winkel-Schenkel 
quasi  als  Kreis-Peripherie  behandelt  werden. 

2.  Bildet  man  eine  Reihe  von  Zahlen  nach  dem  Gesetz,  dass 
jede  dritte  (c)  aus  den  beiden  vorhergehenden  (a,  b)  hervorgeht  in 

Gemässheit  der  Formel  c  =  ..  7"  ,>  so  constituiren  je  3  aufeinander 

folgende  derselben  ein  rationales  sphärisches  Dreieck  des  Modnlnsl. 

Nimmt  man  insbesondere  die  ersten  beiden  Glieder  der  Reihe 
einander  gleich  (a  =  5),  so  wird  die  Reihe: 

(a+l)^-(«-l)^       (a-fl)«+(a-l)«       (g-hlj^  +  Ca^l)^ 

(a-f-l)8— (g— 1)» 
(«+l)8+(a-l)"» 

etc.  Die  Exponenten  sind  die  Glieder  der  Reihe  des  goldenen  Schnitts 
1,  2,  3,  5,  8,  13  etc.  und  die  Zeichen  sind  im  Zähler  -j-  für  ungerade 
Wertender  Exponenten,  —  für  gerade.    Umgekehrt  ist's  im  Nenner. 
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xxm. 

Ueber  dreifach  gekrümmte  Cm*ven  und  deren 
Parallelen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Auf  reiu  analytischem  Grunde  lassen  sich  die  Anfangsgründe  der 
Curventheorie,  namentlich  die  Construction  der  den  Lauf  der  Curven 
bestimmenden  linearen  Gebilde  und  die  Variation  der  ihre  Lage  be- 
stimmenden Grössen  auf  beliebig  vielfache  Mannichfaltigkeit  erweitern. 
Die  Gesetze  des  Fortschritts  sind  so  einfach,  dass  durch  sie  die  Be- 
ziehung der  Raumcurven  zu  den  ebenen  Curven  eine  instroctive  Be- 
leuchtung empfängt,  indem  dieser  Uebergang  sich  als  Anfang  einer 
leicht  zu  tibersehenden  unbegrenzten  Reihe  darstellt. 

In  Betreif  der  Nomenclatur  erwähne  ich,  dass  ich,  wie  in  meinem 
frühern  Aufsatz  T.  LXIV.  p.  189,  ein  Gebilde  linear  nenne,  wenn  die 
Variation  der  Coordinaten  der  in  ihm  enthaltenen  Punkte  nur  durch 
lineare  Relationen  beschränkt  ist,  dass  ich  hingegen  die  Bezeichnung 
„eben"  in  diesem  allgemeinen  Sinne  als  coUidirend  verwerfe.  Ebenso 
halte  ich  auch  den  Gebrauch  des  Wortes  „Raum"  in  seinem  empiri- 
schen speciellen  Sinne  aufrecht,  lasse  denmach  weder  krumme  noch 
mehr  als  dreifach  ausgedehnte  Räume  gelten.  Um  gleichwol  für  die 
Begriffserweiterungen  kurze  Ausdrücke  zu  gewinnen,  wende  ich  die 
nicht  misszuverstehendon  Wörter  „ndehnung"  und  „«dehnig"  an. 
Hiemach  heisst  Ebene  eine  lineare  Zweidehnung,  Raum  eine  lineare 
Dreidehnung. 
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Die  Curventheoric  erweitere  ich  hier  nur  auf  eine  vierfache 
Mannich  faltigkeit-,  die  Anwendbarkeit  des  gleichen  Verfahrens  auf 
mehr  Dimensionen  wird  wol  zur  Genüge  erhellen. 


§.  1.    Die  Curre,  ihre  bestimmenden  Grössen  und  Crebilde. 

Es  sei  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xx^x^x^  ange- 
nommen. Grossenteils  kann  ein  Buchstab  x  alle  4  Zeichen  repräsen- 
tiren.  Wir  wenden  daher  die  ludices  1,  2,  3,  bei  «  und  andern 
Buchstaben,  welche  auf  die  4  Axen  Bezug  haben,  nur  an,  wenn  die 
Unterscheidung  notwendig  ist,  schreiben  auch  stets  SN  i^v  N-\-N^-\' 

Zwei  consecutive  Curvenpunkte  (x)  und  (a;  +  8«)  bestimmen  durch 
die  finale  Richtung  ihrer  Verbindung  eine  Gerade,  die  Tangente, 
mit  den  Richtungscosinus/. 

Zwei  consecutive  Tangenten  /  und  /+  9/  bestimmen  durch  die 
finale  Stellung  einer  durch  erstere  parallel  der  letztern  gelegten  Ebene 
eine  Ebene,  die  Schraiegungsebene. 

Zwei  consecutive  Schmiegungsebcnen  bestimmen  gleicherweise 
einen  Raum,  den  Schmiegungsraum. 

In  der  Schmicgungsebcne  steht  normal  zur  Tangente  die  Haupt- 
normale, im  Schmiegungsraumc  normal  zur  Schmiegungsebene  die 
Bi normale,  auf  dem  Schmiegungsraumc  normal  die  Trinormale. 

Die  consecutiven  Tangenten  bilden  einen  Winkel  8r,  die  conse- 
cutiven  Trinormalen  einen  Winkel  9x,  und  r  und  x  heissen  der  er- 
ste und  dritte  Krümmungswiukel.  Accente  sollen  die  Diffe- 
rentiation nach  T  bezeichnen. 

Es  sind  nun  die  Richtungen  der  4  orthogonalen  Geraden,  Tan- 
gente, Haupt-,  Bi-  und  Trinormale  nebst  ihren  Variationen  zu  be- 
stimmen.   Bezeichnet 

9«  =  y  Sdx^ 

das  Curvenelement,  so  ist  der  Richtungscosinus  der  Tangente 

dx 

Die  daraus  hervorgehende  Gleichung 

-£/•«  =  1 
differentürt  giebt: 

2fdf  -  0 
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daher  ist  die  Gerade,  deren  Richtungscosinus  den  df  proportiomrt 
sind,  normal  zur  Tangente.  Ausserdem  liegt  sie  in  der  Schmiegungs- 
ebene;  denn,  sind  deren  Gleichungen: 

so  ist 

SA/^O;      ^5/=ü;      -S^(/+8/)=0;       2B(f+df)=0 

woraus  : 

^.13/ =0;      JSBdf^O 

Folglich  ist  diese  Gerade  nach  Definition  die  Hauptnormale. 

Nun  ist 

dz 
dx^  ==  4sin»-^  =  2-2cosaT  -= 

folglich 

2:/"2  =  1 

und  die  /'  sind  die  Richtuugscosinus  der  Hauptnormale.  Die  der 
Binormale  mögen  g^  die  der  Trinormale  h  sein. 

Die  Binormale   liegt  in  dem  von  3  consecutiven  Tangenten  be- 
stimmten Räume,  dessen  Gleichung  also  ist 


frri-x 


daher  ist 

frrg\ 


0 


=  0 


oder 

Q  =  A/+f*/'+v/"  (1) 

wo  A,  fi,  V  unabhängig  von  der  Coordinatenaxenstellung  sind.    Mit 
Anwendung  auf  alle  4  Axon  erhält  man: 

oder  wegen 


fi  •=  0,  und  Gl.  (1)  giebt: 
Ferner  ist 


/"»^^  (2) 


£ff^  Z(ffy^Zf'^ 1 

also  nach  dem  Vorigen 
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,-z,»-''= 

V 

1  wird 

r-^l-f 

oder  A  =  V,  und  Gl.  (2)  wird 


Hiernach  variirt  ein  Pankt  auf  der  Hauptnormale  momentan  in  der 
Ebene  zwischen  der  Tangente  und  Binormale,  die  Hauptnormale  ver- 
bleibt also  innerhalb  des  Schmiegungsraums.  Aus  der  Theorie  der 
Raumcurven  ist  aber  bekannt,  dass 

r-^g^'-f  (3) 

und  '^  der  Torsionswinkel  ist;  diesen  nennen  wir  hier  den  zweiten 
Krtimmungs Winkel.  Dieselbe  Gleichung  (3),  die  wir  anf  dem 
Schmicgungsraum  anwenden  dürfen,  gilt  also  auch  hier,   und  v  ist 

""  8^' 

Die  Variationen  von  g  und  li  ergeben  sich  nun  einfach.    Zerlegt 
nach  den  4  orthogonalen  Richtungen  mtlssen  sie  die  Form  haben: 

g^=^af  +  ßf'+yg+8h  (4) 

1^'=^if+ßif'+yig+^ih  (5) 

Hieraus  ergiebt  sich: 

0  =  Egg'  =  y5     0  «>  Zhh'  =  i^ 
Zfg'    =  2:(/i7)'~  Sf'g  ==  0  =  a 

Sfh*  ==  s{fhy—  Sf'h  =  0  =  «1 

üf'k' «  £(rhY—  zrh  —  2(g^'—/)h  =  0  =-  ft 

Jetzt  hat  sich  Gl.  (5)  reducirt  auf 

Da  nun 

Sä»  =  Sdh^  (6) 

ist,  so  folgt: 

Wir  wählen  das  untere  Zeichen;  dann  wird 

h'^-gW  (7) 

und  infoge  dessen 

Zhg'  =-  SighY—  Sgh*  =  W  =^  6 
so  dass  Gl.  (4)  sich  reducirt  auf 

g*  =  hW-f'^'  (8) 
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Die  Differeutialformeln  tür  die  RicLtungacosmus  der  bcgleitendeu  Äxea 
lauten  ul&oz 

Bf   =/^3t  \ 

Bf'=gd&--fdt  { 

dff    =  AÖx  — /'5#  1 

Sh    ^        —gB%  ^ 

Der  regelmässige  FortscHritt  filllt  liier  in  die  Augon ;  os  zeigt  sich, 
dass  das  gewählte  Vorzeichen  von  dn  zur  Formgleiehheit  uotwondig 
ist  üoberdies  ist  die  Reihenfolge  der  begleitenden  Axen,  die  wir 
deshalb  mit  (1)  (2)  (3)  (4)  nnraeriren,  und  die  der  KrümmiiTigswiiikel 
r,  ^,  n  featzuhalten. 

Unter  den  6  Hauptobenen,  welche  die  4  begleitenden  Axen  ver- 
binden, zeichneu  sich  die  beiden  (1,  2}  und  (3,  4)  dadurch  aus,  dass 
sie  moraeutan  um  jo  eine  Gerade  rotireii,  während  die  4  nbrigen  nur 
einen  Punkt  mit  der  Consccutiveu  gemein  haben.  Die  Schmiegmigs- 
ebene 

(1,2)     X^(|-^)=0;     Ä{|-;.)=0 

üämUch  liegt  mit  ihrer  Consecutiven 

2(^4-Ä5x~/'a^)(|  — a;)  =  0;     ^(h  —  gdK}(i  —  x)  —  0      (10) 

im  SchmiegUDgsraume 

Zhi^-x)^Q  (U) 

und  schneidet  sie  in  der  Geraden 

d.  i.  in  der  Tangente,  Sie  bildet  daher  mit  ihr  einen  Winkel,  den- 
selben wie  die  Normalen  beider  Ebenen  im  Schmicgungsraume.  Die 
Normale  der  Urebenc  (1,  2)  ist  boliannt  als  Biuornmlc,  nicht  aber 
die  der  Conaecutiven  (10).  Hier  iat  erst  die  allgemeine  Aufgabe  zu 
lösen:  ein  Lot  auf  eine  gegebene  Ebene  analytisch  zu  bostimmoü. 

Die  gegebene  Ebene  sei 

2Uj?  =  0;    Sßx^Ö  (12) 

Alle  Bäume,  in  welchen  sie  Hegt,  umfasat  die  Gleichnug: 

Z{U+^B)x  -=0  (13) 

Die  Normale  eines  Raumes  ist  aueh  Normale  aller  in  ihm  enthaltenen 
Ebenen,  und  umgekehrt  ist  jede  Normale  einer  Ebene  auch  Normale 
irgend  eines  Raumes,  in  welchem  die  Ebene  hegt.  Folglich  umfasst 
die  Normale  des  Raumes  {13)  für  varürende  A,  ^  genau  alle  Normale^ 
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der  Ebene   (12).    Ihre  Richtungscosiuus  sind  proportional  \A-\-iiB, 
und  wenn  man  die  Variation  von  A,  fi  durch  die  Relation 

Zi.kA'^'^BY^l  (U) 

beschränkt,  so  sind  die  Richtungscosinus  der  gesuchten  Normalen  der 
Ebene  (12) 

=  IA+^B  (15) 

wo  A,  /*  von  1  Willkürlichen  abhangen. 

In  Anwendung  auf  die  Ebene  (10),  wo 

A  =^+Äax—/'8^;      B=='h—gd% 

zu  setzen  ist,  erfüllen  die  Ä  und  B  die  Gleichungen: 

2A^  =  V,     ZJ5««1;     £AB  =  0 

so.dass  Gl.  (14)  übergeht  in 

A2+|li«  =  l 

und  man  setzen  kann 

A  =  cos  7t ;    I*  =  sin  fc 

daher  werden  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  Normale 

=*  (flr+/»8«— /''ö^)cos7t+(Ä— ^ö«)sin7r 

Damit  dieselbe  im  Schmiegungsraume  (11)  liegt,  ist  die  Bedingung: 

0  =  i:h{(g  +  hBK^f'd^)cosJt+{h^gdH)smn\ 

=    Bk  cos  n-^- sinn  =  sin(7r+9x) 
woraus : 

7t  =  —  9x-,    cos  7t  =  1 ;    sin  7t  «  —  Sx 

Demnach   sind  die  Richtungscosinus  der  Normale  der   consecativeo 
Schmiegungsebene  im  Schmiegungsraume 

=  g+hdK  -/'8^  — (Ä  — ^8ä)8x  =  g—f'B& 

und   der  unendlich   kleine  Winkel   zwischen   den  zwei  consecutiven 
Schmiegungsebenen 

Analog  verhält  es  sich   mit  der  die  Bi-  und  Trinormale  verbin- 
denden Ebene 

(3,  4)    m^-x)  -  0;    ^/'(£-x)  =  0 

welche  mit  einer  durch  den  Punkt  (x)  gelegten  Parallelen  iher  Con- 
secutiven 
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EU+f'dT)a^x)=0^    ^(/'+i78^-/8^)(5-^)=0    (16) 
im  Normalraame 

mi-x) «  0 

liegt  und  sie  in  der  Geraden 

mi-x)^0',      Sf(i^x)^0;     Sgil--x)^0 

d.  i.  in  der  Trinormale  schneidet.  Die  Ebene  (3,  4)  hat  im  Normal- 
ranme,  wie  voraus  bekannt,  die  Hauptnormale  zur  Normale.  Für  die 
Normale  ihrer  Consecutiven  (16)  findet  man  ebenso  wie  oben  die 
Richtungscosinus 

=  (/+/'8T)sin«  +  (/'+^8^— /■aT)cos«  (17) 

Im  Normabraume  wird 

0  =  sin  ;r  —  8t  cos  n  =  sin  {n  —  3t) 

also  n  =  8t.    Der  Ausdruck  (17)  reducirt  sich  auf 

/'+9S9 

Daher  ist  8^  der  Contiugenzwinkel. 

Für  jede  Ebene  in  einer  linearer  Vierdehnung  giebt  es,  wie  leicht 
erhellt,  eine  einzige,  durch  einen  ihrer  Punkte  O  gehende  Ebene  von 
der  reciprokeu  Eigenschaft,  dass  jede  durch  O  gehende  Gerade  der 
einen  auf  jeder  durch  O  gehenden  Geraden  der  andern  senkrecht 
steht.  Jede  von  beiden  Ebenen  ist  nämlich  der  Ort  der  durch  O 
gehenden  Normalen  der  andern.  Zwei  solche  Ebenen  wollen  wir 
central-normal  nennen. 

Offenbar  sind  die  2  soeben  betrachteten  Hauptebenen  (1,  2)  und 
(3,  4)  central-normal  zu  einander.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  sie  den 
gemeinsamen  Drehungswinkel  ^  haben.  Hiermit  ist  die  geometrische 
Bedeutung  des  zweiten  Krümmungswinkels  gefunden. 

Um  ihn  analytisch  zu  bestimmen,  seien  a  und  g  die  Drehungs- 
winkel der  Haupt-  und  Binormale.    Dann  ist 

8a«=-S8/«  =  8T^'+8^«    \ 
Da  nun 

ist,  so  erhält  man  die  doppelte  Bestimmung: 

8-^2  =  ^(^'2  —  8/2)  =  Zidg^  —  dh^)  (20) 

woraus  beiläufig  die  Relation 
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^(8/'  +  V)  =  ^(d/'^  +  dh^)  (21) 

Jetzt  kann  man,  wenn  die  Coordinatcn  x  in  einem  Parameter 
gegeben  sind,  mit  Hülfe  der  Gl.  (9)  alle  16  Richtungscosinns  der  4 
begleitenden  Axen  leicht  snccessive  berechnen;  denn  es  ist 

Ss  =  y2dx^',  /«g 

Sa+f'd& 
öx  =  y  2(df^-df^^+dg^) ;     h  ^    --/n~- 


§.  2.     Parallele  Cnrven. 

Einer  Curve  «  ist  eine  andre  «"  parallel,  wenn  sie  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  (x),  (x^)  gemeinsamen  Normalraum  hat.  Daraas 
folgt  von  selbst  die  Gleichheit  der  Tangentialrichtung  und  der  con- 
stante  normale  Abstand. 

Sind  nun  t,  p^  q^  r  die  Coordinatcn  des  Punktes  (x^)  relativ  zu 
den  begleitenden  Axen  der  Curve  «,  so  ist 

Soll  dieser  Punkt  im  Norraalraum  von  ä  liegen,  so  muss  t  =»  0  sein, 

also 

xO==x+pf'+qg+rh  (23) 

Jetzt  ist  dieser  Normalraum  zugleich  der  von  »^,  wenn/^  =/  gesetzt 
wird.    Differeutiilt  man  hiernach  die  letzte  Gleichung,  so  kommt: 

fdgO  _  f(B8~-pdT)  +  f'{dp—qd&)+g(dq+pdd"-rdK)+h{Br-\-^K) 

Sofern  diese  Gleichung  für  jede  beliebige  Axe  gilt,  muss  einzeln  sein: 

dso^ds—pdx  (24) 

0  =  8^—58^  \ 

0  =  dq+pd&  —  r8K      I  (25) 

Die  3  letzten  Gleichungen  sind  diejenigen,   welche    die   Kichtungs- 
Cosinus  p^  <i,   r  der  Tangente,   Hauptnormalc   und  Binormale  einer 
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Raumcurve  bestimmen,  deren  Krümmungs-  und  Torsionswinkel  ^  und 
X  sind.  Eliminirt  man  q  und  r,  so  erhält  man  eine  Differential- 
gleichung 3.  Ordnung 

deren  Integral ,  wenn  p,  Pt,  P2  Particularlösungen  bezeichnen ,  von 
der  Form  ist 

f*p4-"iPi+«2i>2  (27) 

Die  Constanten  a,  «i,  a^  haben  keinen  Einfluss  auf  die  Gestalt  der 
Curve,  bestimmen  vielmehr  nur  ihre  Lage  im  Räume. 

Multiplicirt  man  die  3  Gl.  (25)   einzeln  mit;?,  5,  r  und  addirt 
sie,  so  kommt: 

pd2^-\-qdq-\'rdr  ««  0 
und  nach  Integration: 

p^  +  q^^r^  =  c^  (28) 

Sollen  nun  p^  q,  r  die  obengenannte  geometrische  Bedeutung  haben, 
so  muss 

P^+q^  +  r'  =  l  (29) 

sein.  Wir  substituiren  daher,  zur  Erhaltung  der  Allgemeinheit  cp^ 
cq,  er  für  p,  q,  r.    Dann  gehen  die  Gl.  (23)  (24)  (28)  über  in 

x^  =  x+c{pf'+qg+rh)  (30) 

8«o  =  9« — cp^T^  (31) 

und  in  Gl.  (29),  während  die  Gl.  (25)  (26)  fortbestehen. 

Setzt  man  in  den   Gl.   (25)  den  Ausdruck   (27)  für  ^,  so  gehen 

g,  r  bzhw.  über  in 

aq+a,q,  +  a,q,     ) 

Da  die  3  Axen ,  auf  welche  sich  die  Richtungscosinus  p^  p^^  p^  be- 
ziehen, willkürlich  sind,  so  kann  man  sie  orthogonal  wählen.  Dann 
erhält  man  das  orthogonale  System: 

p    Px    p^ 

9.    «1    «2 
r     ri     rg 

und  zur  Erfüllung  der  Gl.  (29)  die  Bedingung: 

a^+a^i+a^^  =  l  (33) 

Jetzt  stellen  die  Grössen  (27)  (32)  die  Richtungscosinus  von  Tangente, 
Hauptnormale   und  Binormale    einer   durch   den    Krümmungs-    und 
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Torsionswinkel  &  und  x  bestimmten  Raumcurve  gegen  eine  beliebige 
Axe  dar. 

In  den  Gleichungen  der  Parallele,  welche  nun  lauten 

seien  s  und  c  constant;  dann  findet  man: 

+  2aa^i:(pr+qg'[^rh)(p^f'+q,g+r,k)+  .  .  .  } 
--c^aHp^+q^+r^)+a,Hp,^+q,^+r,^)+a,Hp,^•i-q,^+r^^) 
+  2a«i(7JPi+ggi+rri)+  .  .  .  } 

Hiermit  verbunden  die  sichtlich  erfüllte  Gleichung 

bestimmt  eine  Kugelfläche  vom  Radius  c  im  Normalraume  als  nor- 
malen Querschnitt  des  Systems  von  Parallelen,  welches  durch  con- 
stantes  c  bedingt  ist.  Dies  System  ist  dann  die  Grenze  eines  vier- 
dehnigen  Canals  von  constantem,  kugelförmig  rundem  Querschnitt 
Man  kann  diesen  Canal  entstanden  denken  durch  Biegung  eines  vier- 
dehnigen  Quasi-Cylinders,  d.  h.  des  Ortes  einer  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt längs  der  Normale  ihres  Baumes  läuft 

Wir  wollen  indes  das  Variationsgebiet  der  a^  cti,  a^  noch  weiter 
beschränken,  so  nämlich  dass  jener  Canal  sich  auf  einen  körperlichen 
Canal  mit  kreisförmigem  Querschnitt  reducirt,  wie  er  durch  Biegung 
eines  wirklichen  geraden  Cylinders  entsteht. 

Diese  Aufgabe  wird  am  einfachsten,  und  doch  in  voller  Allgemein- 
heit gelöst,  indem  man 

02  =  0 

setzt    Da  alsdann 

wird,  so  kann  man 

o  =  cos(p;    &  =  sin^ 
setzen,  und  erhält: 

Ä«  =  X'\-c{(pf''\-qg+rh)co^ip+(p^f'-{-qig+r^h)sm(p\       (34) 

Erstens  nämlich  wird  dadurch  die  Aufgabe  gelöst,  d.  h.  der 
Querschnitt  ist  ein  Kreis.  Denn  betrachtet  man  s  als  constant,  mit- 
hin x^  als  allein  abhängig  von  c  und  (p^  so  zeigt  sich  x^  dargestellt 
als  lineare  Function  zweier  Unabhängigen 

ccos()p,    csin^ 
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folglich  liegt  der  Querschnitt  in  einer  Ebene,  die,  indem  sie  die  Kugel 

c  =  const 
in  einem  grössten  Kreise  schneidet,  eben  diesen  zum  Querschnitt  des 
Canales  macht. 

Zweitens  ist  die  Ebene  a^  =  0  ganz  unbestimmt  und  kann  in 
jeder  Stellung  gedacht  werden,  weil  man  für  a,  04,  a^  beliebige  Ortho- 
gonalsubstitutionen machen  kann,  folglich  vertritt  jede  Speciallösung 
sämmtliche  mögliche  Lösungen. 

Gl.  (34)  stellt  jetzt,  wenn  »  und  cp  variiren,  c  hingegen  constant 
bleibt,  die  Oberfläche  eines  gebogenen  Cylindei-s  dar,  wenn  statt 
dessen  c  von  0  bis  zu  dieser  Constanten  variirt,  den  gebogenen  Cy- 
linder  selbst.  Denken  wir  diesen  als  eine  Schnur  bestehend  aus  un- 
endlich vielen  Fäden,  die  parallel  neben  einander  gehen,  so  reprä- 
sentirt  jedes  Wertsystem  c,  gp  einen  Faden.  Betrachtet  man  zwei 
consecusive  Fäden  gn,  q)-{-d(p  für  gemeinsames  c,  so  ist  deren  con- 
stanter  Abstand 

und  zwar  findet  man  aus  (34) 

Die  Quadratsumme  der  Klammer  und  ihrer  Analogen  ist  ebenso  =^  1, 
wie  es  in  der  obigen  Berechnung  von  2(x^ — a-)^  sich  ergab.  Folg- 
lich wird 

dl  =  c'öqp 

und  ccp  drückt  den  Bogen  des  concentrischen  Kreises  vom  Radius  c 
im  Querschnitt  der  Schnur  aus.  Hiernach  sind  c,  9  die  Polarcoor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punkts  im  Querschnitt. 

Substituirt  man  9  —  Bft  für  qp,  wo  c  constant,  so  entspricht  ein 
constantes  (p  einem  Faden,  der  auf  jenem  concentrischen  Kreise  pro- 
portional dem  Bogen  der  Mittellinie  fortrückt,  mithin  die  Schnur  als 
Spirale  umwindet.    Demnach  ist 

xo  =  x+c  {(pf'+  qg  +  rh)  cos  ((p  —  €a)  +  (Pi/*+  q^g^  r^h)  sin  {q>  —  u)] 

Die  Gleichung  einer  gedrehten  Schnur,  deren  Fäden  durch  die  Bie- 
gung aus  Schraubenlinien  hervorgehen,  wenn  sie  wie  vorher  durch 
qp  =  const.  bestimmt  werden. 

In  einem  besondern  Falle  nimmt  der  Ausdruck  der  Canalfläche 
vom  kreisförmigen  Querschnitt  in  der  linearen  Viordehnung  dieselbe 
Form  an  wie  im  Räume.    Ist  nämlich 
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^  constant  =tgß 

woraus  hervorgeht 

^=  Qcosß]    x^Qsinß 

so  reducirt  sich  Gl.  (26)  auf 

und  hat  das  vollständige  Integral: 

p  =  acosp-f-^iSinp  +  a^ 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  (25): 

dp      — asinp-|- ajCOsp 

dgcos  ^  ""  COS  jS 

r  ^P^^^ß+^ij^ß  =  -  (öC08p4-a,sin^)tgi?  +  agCot/3 
oder  nach  Substitution  von  acos/3,  a^cos/S,  a^sinß  ftlr  a^  a,,  a^: 

p  s=  (acosp+ai8inp)cos/S-f*^8i'^i^ 

g  =3  —  asin^  +  ^cösp 

r  =  —  (acosp+ajsinp)sin/3+a«co8/3 

wodurch  die  Bedingungen  (29)  (33)  erfüllt  sind.    Setzt  man  jetzt  wie 
oben 

a  =  C08(p;     Ol  =  sing) ;     o^  =»  0 
so  wird 

p  =  co8(p  —  9)C08  ß\       <2  *=  "~  8in(^  -  q>)\      r  =  —  C08(^  —  ip)sin  /J 

und  die  Gleichung  der  Canalfläche  wird 

a;0  =  aj4-c{(/'cos/J— 7i8in/3)cos(p  — 9)— flf8in(^  — g))} 

Im  Räume  wird  j5  ==  0,  p  =  '^,  wobei  die  Form  dieselbe  bleibt 
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XXIV. 


Einige  Eigenschaften  von  Kugelbiischeln  und 
Kugelschaaren. 


Von 

Herrn  Norbert  Herz 

in  Wien. 


Wenn  die  Gleichungen  zweier  Kugeln 

sind,  so  werden  sich  diese  beiden  Kugeln  in  einem  Kreise  schneiden, 
dessen  Ebene  die  Gleichung  K^^  —  K^^O  hat  Man  nennt  diese  Ebene 
die  Chordalebene  oder  Radicalebene,  den  Kreis  den  Chordalkreis  der 
beiden  Kugeln. 

Durch  die  Gleichung 

iTi+A^g-Ä).  =-0  (2) 

ist  eine  Kugel  bestimmt,  die  durch  den  Chordalkreis  von  K^  und  K^ 
geht;  denn  für  die  Punkte,  für  welche  ifj  =  0,  ^g  =  0  erfüllt  wird, 
wird  auch  ^j  +  AÄ^,  =  0.  Bei  veränderlichem  A  giebt  die  Gleichung 
(2)  unendlich  viele  Kugeln,  deren  G^sammtheit  einen  Kugelbüschel  B 
bilden,  für  welchen  JTi,  K^  Grundkugeln  sind.  Die  Chordalebene  ist 
auch  ein  Element  derselben,  indem  für  dieselbe  A  =  1  wird. 

Jede  Kugel  des  Büschels  hat  die  Eigenschaft,  dass  das  Verhält- 
niss  der  Längen  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  derselben  an  zwei 
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andere  Kugeln  des  Büschels  gelegten  Tangenten  eine  constante  Grösse 
hat,  die  aber  für  Punkte  verschiedener  Kugeln  und  für  je  zwei  an- 
dere Kugeln  des  Büschels  eine  andere  wird.    Denn  der  Wert 

ist  das  Quadrat  einer  aus  dem  Punkte  x^y^z^  an  K^  gelegten  Tan- 
gente, d.  h.  die  Potenz  des  Punktes  a^yjZi  in  Bezug  auf  die  Kugel 
K\  und  da  für  jeden  Punkt  von  Kx 

also  ' 

ist,   so  ist  der  obige  Satz  für  die  Grundkugeln  bewiesen,   also  auch 

allgemein,  da  im  Büschel  je  zwei  Kugeln  zu  Grundkugeln  angenommen 

werden  können. 

K ' 
Da  für  die  Chordal ebene  A  =  —  1,  so  ist   ~  ,  =  1,    d.    h.    die 

Äa 

Längen  der  von  einem  Punkte  der  Chordalebene  an  alle  Kugeln  eines 

Büschels  gelegten  Tangenten  sind  gleich ;  ihre  Berührungspunkte  liegen 

auf  einer  Kugel,  der  Tangentenkugel,  deren  Mittelpunkt  der  in  der 

Chordalebcne  liegende  gemeinschaftliche  Punkt  aller  Tangenten  ist;  weil 

aber  die  Radien  der  einen  Kugel  Tangenten  der  andern    sind,  » 

schneiden  sich  die   beiden  orthogonal,   weshalb   die  Taugentenkugel 

auch  Orthogonalkugel  heissen  kann. 

Löst  man  die  Gleichung  (2)  auf,  so  ergiebt  sich: 
2J_   2J..a      ^«^  +  Aag  ft  +  Agg         o>V±iö, 

.  ?i!+ ^i'+ yi!z: r,'+A(«,^+p2'+y>'-V)  _  ^ 

■t"  1+A  ""  -" 

Hieraus  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  Kx: 

Für  den  Halbmesser  derselben  findet  man: 


'^'-{-'m'+^-'m'+i'm' 


oder: 


_  (°i'+<?i'+y.''-'-')+^(V+fe*+y«'-r,*) 
i+i 


(l+A)" 
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wenn  c*  =  («i  — 02)*+(ft— ft)*  +  (yi  — y«)*  die  Centrale  der  beiden 
Kugeln  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  siebt  man,  dass  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  eines  Büscbels  auf  einer  Geraden  liegen,  und  dass  A  das  Ae- 
gative  Teilverbältniss  des  Mittelpunktes  der  Kugel  Kx  in  Bezug  auf 
die  Mittelpunkte  der  Grundkugeln  ist. 

Aus  (4)  sieht  man  ferner,  dass  der  Badius  der  Kugeln  auch  ver- 
schwinden kann;  dies  geschiebt,  wenn 

und 

oder 

(5) 

Für  diese  Werte  von  A  gehen  also  die  beiden  Kugeln  im  Punkte  über; 
diese  heissen  Grenzpunkte  des  Büschels.  Selbstverständlich  gehen 
auch  alle  Tangentenkugeln  durch  die  Grenzpunkte. 

Aus  (5)  findet  man  leicht,  dass  die  Grenzpunkte  reell  oder  ima- 
ginär sind,  je  nachdem  sich  die  Kugeln  des  Büschels  schneiden  oder 
nicht    Nimmt  man  ausser  den  beiden  Kugeln  K^^  K^  noch  eine  dritte: 

an,  so  werden  dadurch  zwei  weitere  Büschel  i^^,  B^  und  zugehörige 
Grenzpnnkte  bestimmt.  Die  3  Chordalebenen  der  drei  Kugeln  müssen 
sich  in  einer  Geraden  schneiden,  die  auf  der  Centralebene  der  drei 
Kugeln  senkrecht  steht,  da  sich  ja  die  3  Kugeln  in  zwei  Punkten,  den 
Chordalpunkten  schneiden,  deren  Verbindungslinie  obige  Gerade  ist, 
welche  Chordale  oder  Radicalaxe  der  drei  Kugeln  heisst.  Uebrigens 
folgt  dies  auch  aus  den  Gleichungen,  indem 

Die  von  den  Punkten  der  Badicalaxe  an  alle  Kugeln  gelegten 
Tangenten  sind  gleich,  da  sie  es  für  je  2  sind;  die  aus  denselben 
gelegten  Tangentenkugeln  müssen  folglich  durch  sämmtliche  6  Grenz- 
punkte gehen,  welche  daher  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittel- 
punkt der  Durchstosspunkt  der  Radicalaxe  mit  der  Centralebene  ist. 

Durch  3  Büschel  ist  aber  noch  eine  ganze  Beihe  von  Büscheln 
bestimmt,  für  welche  nur  die  Bedingung  besteht,  dass  die  Chordal- 
kreise durch  die  2  Schnittpunkte  der  drei  Kugeln  gehen.    Die  Ge- 

25« 
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sammtheit  derselben  kann  eine  Kugelscliaar  beissen.  Die  Gleichung 
einer  Kugel  derselben  ist 

weil  sie  durch  den  Schnittpunkt  von  K^  «=  0,  iTg  =  0,  -ffg  =  0  gehen 
muss. 

Da  alle  Büschel  einer  Schaar  dieselbe  Radicalaxe  haben,  so  muss 
jede  Tangentialkugel  zu  BB^B^  auch  Tangentialkugel  zu  jedem  an- 
deren Büschel  sein,  woraus  folgt,  dass  die  Grenzpunkte  aller  Büschel 
dieser  Schaar  in  einem  Kreise  liegen,  welcher  der  Grenzpunktskreis 
heissen  kann. 

Man  ersieht  auch  hieraus,  dass  der  Grenzpunktskreis  Gbordal- 
kreis  für  ein  Büschel  ist,  dessen  Mittelpunkte  in  der  Radicalaxe 
sind,  und  für  welchen  die  Chordalpunkte  der  Schaar  Greuzpunkte  sind. 

Man  kann  nun  ein  Kugelbüschel  und  eine  Kugelschaar,  für  welche 
die  oben  leicht  ersichtliche  Reciprocität  besteht,  als  zugeordnet  be- 
trachten. Der  Chordalkreis  eines  Büschels  ist  also  Grenzpunktskreis 
der  zugeordneten  Schaar;  des  ersteren  Radicalebene,  Centrallinie  und 
Grenzpunkte  sind  für  die  letztere  Centralebene,  Radicalaxe  und  Chor- 
dalpunkte. 

Hat  man  4  Kugeln  im  Räume 

K^  =  0,    K^==  0,    Ä,  =-  0,    A4  =  0 

so  erhält  man  für  dieselben  4  Centralebenen,  welche  eine  dreiseitige 
Pyramide ,  das  Centraltetraeder  bilden.  Die  6  Radicalebenen  von  je 
zweien  der  Kugeln  schneiden  sich  in  demselben  Punkte,  denn  ihre 
Gleichungen  sind : 

Ä-j  — Äi==0    iTi  — Ä3  =  0    Äi  — Ar4  =  0 
ÜTg  — iTg^O     J^a— Ä4-O     Äs~Ä4«=0 

Da  nun  Äi  — ^4  =  (ATi— üra)+(irg-Ä3)  +  (Ä,— J:^)  ist,  also 
die  Radicalebene  (14)  durch  den  Schnitt  der  drei  (12),  (23),  (34) 
geht,  während  die  Ebenen  (13)  und  (24)  mit  den  Ebenen  (12),  (23) 
resp.  (23),  (34)  gemeinschaftliche  Schnittlinien  haben,  so  gehen  alle 
6  Radicalebenen  und  somit  auch  alle  4  Radicalaxen  durch  denselben 
Punkt,  welcher  das  Radicalcentrum  der  4  Kugeln  heisst.  Die  den  6 
Büscheln,  deren  Mittelpunkte  in  den  Kanten  oder  die  den  4  Schaaren, 
deren  Mittelpunkte  in  den  Flächen  des  Centraltetraeders  liegen,  zu- 
geordneten Schaaren  resp.  Büschel,  deren  Mittelpunkte  in  den  6  Ra- 
dicalebenen bzhw.  in  den  4  Radicalaxen  liegen,  haben  daher  eine 
gemeinschaftliche  Kugel ,   deren  Centrum  das  Radicalcentrum  der  4 
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Kugeiü  ist,  and  auf  welcher  auch  samratliclie  Greu'i^punktäkrüise  lie- 
gen, was  tlbrigoüs  scboa  daraus  folgt,  da§s  ihi'e  MittoIpuDktu  diu 
Orthogoualprojcctionen  des  RadicAlcentrums  auf  dio  Seiten  des  Coii- 
traltetraeders  sind. 


Projecti^ische    und   ptTspectivische    KugelbüscheL 

In  einem  Kugelbllschel  kaiiu  man  das  Teüverbältuiss  des  Mittel- 
punktes einer  Ku^'el  auch  als  das  TeilverhLLltniss  der  Kngel  in  Bezug 
auf  die  Grnndkngeln  ansehen;  dasselbe  hat  für  die  Kugel  Ki  den  Wert 
—  i;  das  Düppeherbältniss  von  2  Kugeln  K'i  und  Kx^  in  Bezug  auf 

diu  beiden  Gmndkugoln  ist  dann  «^  =  p  nnd  das  Doppoherhälttnss 
von  4  beliebigen  Kugeln  des  Büschels; 

Die  Kngeln  liegen  harnionisch,  wenn  ihr  Doppel  vor  hiiltniss  1  ist; 
demuach  sind  2  Kugeln  harmonisch  zu  den  Grundkugeln,  wenn  ihre 
Gleichungen 

K^  +AÄ'g  ^  U,     Kj^  -  IK^  ~  0    sind. 

Zwei  Kugelbüscbel  sind  projectiviseb,  wenn  jeder  Kugel  des  eiuon 
Büschels  nur  eine  Kugel  des  anderen  entspricht.    Wenn  daher 

die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  sind,  so  mu^s  für  dio  Projectivität 
zwischen  A  und  ^  die  Beziehung  bestehen: 

ak^  +  bl  +  €fi  +  d  =  U  (1) 

Sollen  die  Grundkugeln  sich  gegenseitig  entsprechen,  so  muss  für 
i  =  0  tmvh  pL  =  0,  also  d  =  0  und  für  k  =  x  auch  (i  ^  x,  also 
a  =  Üseiu;  dann  redndrt  sich  die  Gleicliuug  (1)  auf  die  folgende: 

hk-^üii  ^  0    oder    jlÄ+f*  ^  0  (2) 

und  die  Gleichungen  der  beiden  Büschel  werden: 

K,  +JLÄ£  ==  0 

Atj  —  Äkk^  =  0 

Zwei  Kugulbäschel  sollen  perspectiv i seh  seiu,  wenn  sie  eine  Kugel 
entsprechend  gemein  haben;  dann  müssen  sich  natürlii^h  die  Träger 
der  Mitteipuuktreihcn  schneiden;    für  diesen  Fall  wird  in  die  Glei- 
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chungen  der  beiden  Büschel  nur  JT^  ^  ä^  =  0  als  Gleichung  der 
perspecüvisch  gemeinsamen  Engel  zu  setzen  sein. 

Man  kann  auch  von  projectivischen  Eugelschaaren  sprechen,  in- 
dem jeder  Kugel  der  einen  Schaar  eine  der  anderen  entspricht.  Ihre 
Gleichungen  werden: 

ki  —  Akkf^  —  Btik^  =  0 

Die  Ghordalebene  von  je  2  sich  entsprechenden  Kugeln  zweier  pro- 
jectivischer  Büschel 

Äi  +  AJSr,  =  0 

kl  —  AXk^  =  0 
haben  die  Gleichung: 

K^+XK^  ^  ki'-Akki  _ 
l  +  A  1—Ak    ■"" 

oder 

(Äi  —  ÄTi)  +  kliK^ — k^) — Ä(Ki  —  k^y]  —  Ak^{K^  —  ibg)  =  0      (3) 

Die  sämmtlichen  Chordalebenen  umhüllen  eine  Fläche,  deren  Gleichung 

[(K^'^ki)^A{Ki^k^)y+4jHK,--k^)(Ki^ki)  =  0  (4) 

ist.  Für  perspectivische  Büschel  ist  K^  ^  k^  zu  setzen ,  daher  wird 
die  Gleichung  irgend  einer  Ghordalebene,  indem  in  der  Gleichung  (3) 
Äi  — A?i  wegfäUt: 

(K^  —  Äj)  —  A(ki  —  fcg)  -  AkiK^  —  Ä^)  =  0  (5) 

Hieraus  folgen  die  Sätze: 

Die  Chordalebenen  von  sich  entsprechenden  Kugeln  projectivischer 
Büschel  umhüllen  eine  Fläche  2ter  Ordnung. 

Alle  Chordalebenen  von  sich  entsprechenden  Kugeln  perspectivi- 
scher  Büschel  bilden  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  die  Radicalaxe 
der  drei  Kugeln  äj^  =  Jf^  =  0,  iT,  =  0,  ä^  —  0  ist,  und  das  mit  der 
Mittelpunktsreihe  der  beiden  Kugclbüschel  projectivisch  ist 

Daraus  folgt  ferner,  dass  auch  je  zwei  beliebige,  sich  entspre- 
chende Kugeln  der  Büschel  mit  der  gemeinsamen  Kugel  derselben 
dieselbe  Radicalaxe  haben. 

Anmerkung  1.  Haben  die  Kugeln  Jf)i  =  0,  k^  =  0  denselben  Mit- 
telpunkt, aber  verschiedene  Radien,  d.  h.  sind  die  Mittelpunktsreiben 
perspecüvisch,  nicht  aber  die  Kugelbüschel,  so  wird  K^ — k^^Ri^-^i^ 
und  die  Umhüllende  der  Chordalebenen  wird  dann  wieder  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung. 
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Anmerkung  2.  Fttr  die  Ebene  gelten  ganz  analoge  Sätze:  Die 
Chordalen  zweier  projectivischer  Kreisbüschol  umhüllen  eine  Kegel- 
schnittslinie;  sind  die  Büschel  perspectivisch,  so  bilden  die  Chordalen 
einen  zu  den  Mittelpunktsreihen  projecti vischen  Strahlenbüschel; 
haben  aber  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  coincidiren,  verschiedene 
Halbmesser,  so  ist  die  Umhüllende  der  Chordalen  ein  Kegelschnitt. 

Die  von  dem  Badicalcentrum  R  von  4  Kugeln  K^^  K^^  K^^  K^ 
auf  die  Seiten  des  Centraltetraeders  gefällten  Perpendikel  sind  die 
Axen  der  den  zu  den  4  Seiten  gehörigen  Schaaren  zugeordneten  Bü- 
schel. Bestimmt  man  auf  diesen  Normalen  perspectische  Punktreihen 
als  Mittelpunkte  von  Orthogonalkugoln  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  Ä,  so  bilden  die  Chordalebeuen  je  zweier  Büschel  im  ganzen 
6  mit  einander  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Träger  die  Kanten 
eines  Tetraeders  bilden  und  nichts  anderes  als  die  Radicalaxen  je 
zweier  Kugeln  mit  der  gemeinschaftlichen  Orthogonalkugel  sind.  Seien 
ÄCi,  Äcg,  ÄTj,  Rx^  die  Normalen  zu  den  Ebenen  K^K^K^^  K^K^K^^ 
K-^K^K^  und  K^K^K^  und  von  den  perspectivischen  Reihen  714,  w^, 
mg,  w»4  vier  sich  entsprechende  Punkte  als  Mittelpunkte  der  Kugeln 
^'i9  *2»  ^3»  Kt  so  sind  die  Kanten  des  obigen  Tetraeders  die  Radical- 
axen von  h^k^R^  k^Jc^R^  k^k^R,  kJc^R^  kJc^R^  kJc^R  und  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  keine  anderen  Linien,  als  die  Kanten  des  Central- 
tetraeders, weil  z.  B.  die  Chordalebenen  von  k^R  und  k^R  die  beiden 
Seiten  K^K^K,^  und  K^K^K^  des  Centraltetraeders  sind,  die  Radicalaxe 
daher  die  Kante  K^K^  derselben  sein  muss.  Je  zwei  der  entstehen- 
den Ebenenbüschel  erzeugen  nun  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung, 
und  zwar  entstehen  hier  12  Kegel,  die  ihre  Scheitel  in  den  Ecken 
des  Centraltetraeders  haben,  und  3  hyperbolische  Paraboloide  oder 
einfache  elliptische  Hyperboloide. 

Perspectivische  Punktreihen  auf  den  Normalen  entstehen  bei- 
spielsweise als  gleichzeitige  Schnitte  derselben  aus  R  beschriebenen 
Kugel  auf  allen  Normalen,  und  man  erhält  daher  den  folgenden  Satz : 

Die  Chordal ebenen  je  zweier  von  allen  jenen  Kugeln,  welche  den 
aus  je  3  von  vier  gegebenen  Kugeln  gebildeten  Schaaren  zugeordneten 
Büscheln  angehören,  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  aus  dem  Ra- 
dicalcentrum  der  4  gegebenen  Kugeln  beschriebenen  Kugel  liegen, 
gehen  durch  jene  Kante  des  Centraltetraeders,  welche  den  Ebenen 
der  den  beiden  Kugeln  zugeordneten  Schaaren  gemeinschaftlich  ist. 
Die  Schnittlinie  je  zweier  der  entstehenden  6  Chordalebenen  beschreiben 
bei  stetiger  Veränderung  des  Radius  der  aus  dem  Radicalcentrum  be- 
schriebenen, die  Mittelpunkte  bestimmenden  Kugel  12  Kegel  zweiter 
Ordnung  von  denen  je  3  eine  Ecke  des  Centraltetraeders  zur  gemein- 
schaftlichen Spitze  haben,  und  3  andere  Regelflächen  zweiter  Ordnung. 
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Sind  projectivische  Kugelbüschel  vorgelegt,  so  wird  man  Grappen 
Ton  je  drei  einander  entsprechenden  Engeln  haben,  zu  welchen  je  3 
Chordalebenen  gehören;  die  Aufeinanderfolge  dieser  Ebenen  giebt 
nach  dem  früheren  3  Flächen  zweiter  Ordnung.  Jede  gemeinschaft- 
liche Tangentialebene  derselben  ist  Chordalebene  für  eine  Kugel  A^ 
des  ersten  Büschels  und  die  zogehörige  A^  des  zweiten,  ebenso  zu 
zwei  Kugeln  -B,,  B^  des  zweiten  und  dritten  und  Q,  C\  des  ersten 
und  dritten  Büschels.  Da  es  nun  8  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebenen giebt,  so  giebt  es  auch  in  jedem  der  drei  Büschel  8  Gruppen 
von  je  2  Kugeln,  deren  Chordalebenen  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Kugeln  in  je  einem  der  beiden  anderen  Büschel  zusammenfallen.  Eine 
solche  Gruppe  ist  hier  im  ersten  Büschel  A^Cj^^  denn  die  Ghordal- 
ebenen  von  A^A^  und  C^C^  fallen  zusammen;  im  zweiten  und  dritten 
Büschel  sind  solche  Gruppen  A^B^  und  B^C^.  Die  Radicalaxen  der 
Kugeln  ^1,  A^  und  der  ihnen  im  3ten  Büschel  entsprechen  ^3,  so  wie 
der  einander  entsprechenden  Kugeln  B^B^B^  und  CiC^C^  liegen  in 
der  gemeinschaftlichen  Tangentialebene;  es  giebt  folglich  auch  in  je- 
dem von  drei  projectivischen  Kugelbüscheln  8  Gruppen  von  je  3  Ke- 
geln, deren  Radicalaxen  mit  den  beiden  ihnen  entsprechenden  Kugeln^ 
weiche  sich  in  den  anderen  Büscheln  ebenso  gruppiren,  zu  je  dreien 
in  einer  Ebene  liegen. 

Sind  zwei  Kugelbttschel  durch  die  Gleichungen 

E^+kKi  =  0 
K^'^-AkE^'^O 

gegeben,   so  sind  die  Chordalebenen  von  je  entsprechenden  Kagek 
mit  einer  festen  JT,  »  0: 

(E^-^E,)  +  k(E^--E^)=0 
(E^-^E^')--Ak(E^^  JST,')  -0 

Die  Radicalaxe  der  drei  Kugeln  Ex,  Ex'  und  E^  beschreibt  demnach 
eine  Fläche,  deren  Gleichung 


(jr«-z/),,  -^(jr«-ir,') 


ist,  und  welche  somit  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  sein  wird, 
im  allgemeinen  also  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  einfaches 
elliptisches  Hyperboloid,  welches  nur  dann  in  einen  Kegel  übergeht 
wenn  die  beiden  Radicalaxen  der  festen  Kugel  mit  den  beiden  Bü- 
scheln sich  schneiden,  welcher  Schnittpunkt  dann  die  Spitze  des  Kegels 
zweiter  Ordnung  ist;  die  obige  Fläche  wird  ein  Cylinder  sein,  wenn 
die  Radicalaxen  parallel  sind. 
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Bas  RadicaJcentmm  vou  4  Kugeln,  von  denen  zwei  Jr3=0,  K^=^ 
fest  sind,  und  die  beiden  anderen  zwei  projeeti vischen  Büscheln  an- 
gehören, beschreiben  daher  stets  eine  Cun^e  zweiter  Ordnung,  nämlich 
den  Schnitt  der  obigen  Regelflüehe  mit  der  C ho rdal ebene  K^—K^^Q, 

Nnn  werden  aber  die  beiden  m  K^  und  K^  gehörigen  Radical- 
ason  je  eine  Ik^gelfläche  zweiter  Ordnung  beschreiben;  da  aber  von 
ihrem  Schnitte,  dem  geometrischen  Orte  des  Radicalcentrnms  der  4 
Kugeln  eine  ebene  Ciirvo  der  zweiten  Ordnung  schon  gefunden  ist, 
so  muss  zu  demselben  entweder  noch  eine  zweite  ebene  Curve  ge- 
hören, oder  die  beiden  Flächen  müssen  sich  in  der  vorhin  gefundenen 
Cnn^e  bcrühretL  Sei  ein  Punkt  der  zweiten  Curve  Fj  so  baseu  sich 
durch  ihn  in  den  beiden  Regelflächen  je  2  Gerade  ziehen,  von  denen 
Je  eine  derjenigen  Geradenschaar  angehört,  aus  welcher  die  Fläche 
als  Gesammtheit  der  Eadicalaxen  entstanden  gedacht  ist-,  sind  die 
beiden  Chordalaxen  gi,  17, '  so  werdeu  sie  die  Chordalebene  K^—K^^Q 
in  zwei  Punkten  jji,  p^  schneiden,  welche  beide  Radicalcentra  der  4 
Kugeln  Üg,  K^,  Ä7  und  Ki-  sein  inüssten.  Dies  ist  unmöglich,  und 
es  muss  daher  entweder  P  in  die  in  der  Ebene  JiT,,— Ä^j=-0  gelegene 
Curve  C  fallen,  wodurch  diese  doppelt  gezählt  wird,  oder  es  müssen 
Pi,  Pjj  zusammen-  und  in  C  hineinfaUen  j  daim  haben  die  beiden  Regel- 
flächen eine  Erzeugende  gemeinschaftlich  und  folglich  noch  eine  zweite. 
DasB  dies  aber  lyer  nicht  möglich  ist,  ersieht  man  auf  folgende  Weise : 
Pp  ist  Chordalase  der  Kugeln  K.^,  Ky,  Ki'  und  ebenso  K^,  Ki  Ki*. 
Die  4  Kugeln  ^3,  A'^,  A^  A'i-  haben  demnach  ein  unbestimmtes  Ra- 
dicalcentrum,  ihre  Mittelpunkte  liegen  in  derselben  Ebenem  wenn  nun 
wol  in  2  projecti  vis  eben  Reihen  R  uud  R'  (den  Mittelpunktsreihen) 
^wei  Paare  sich  entsprechender  Punkte  liegen,  die  mit  2  anderen 
Punkten  {l\l\)  in  einer  Ebene  liegen  [das  Erzeugniss  der  beiden 
Reihen,  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  giebt  mit  P.!^P^  zwei  Schnitt- 
punkte;  die  durch  denselben  gehenden  zur  einen  Geradenschaar  go- 
hörigen  Erzeugenden  bestimmen  die  betreffenden  Puuktepaare  auf 
E%R^^  so  werden  die  4  Chordalaxen  parallel,  im  allgemeinen  aber 
nicht  zusammenfallen.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Die  Rcgeiflächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Chordalaxen  zweier 
beweglicher  Kugeln  von  projecti  vischen  Büscheln  mit  je  einer  von  2 
feston  Kugeln  beschreiben,  bertlhren  sich  in  einer  Curv^e  zweiter  Ord- 
nung, welche  in  der  Gbordalebene  der  beiden  festen  Kugeln  liegt,  «ud 
der  geometrische  Ort  des  Radicaicentrnms  der  vier  Kugeln  ist 

Wien  im  Februar  1880. 
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Untersuchungen  über   algebraische  Gleichungen. 


Von 

Alfred  Siebel. 

Fortfletcanif  Ton  N.  Vllt.  in  T,  LXI, 


(1) 


Artikel  TIL  (§  35-^8  46.)  * 

Bestimmung  der  roellen  WorKelu,  wobei  däS  F{x) 
in  §  2   von  der  Form  *^-''   ist. 


Construttion  der  Wurzeln. 

Die  reolle ü  Wurzeln  uEaerer  algebraischen  Gleichtiiig 
wten  Grades /W  =  0  lassen  sich  als  Äbscissen  der  Durch- 
schnitte zweier  Carven 


wo  &  >  0  constrdren. 
Die  erste  Curve  ist  convex  für  jedea  r,  da 

Wir  wollen  die  Couatauten  so  bestimmen,  dass  dies   aiicb  mii 
der  zweiten  der  Fall  ist 
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F"(x)  =  (Inb)*  (l  +  (Inb)  '-^  -I-  (/«6)>  ^?^*  + . . .) 

giebt  snbtrahirt: 

g"(x)  =  (/«*)» -fc/"(A)+  ((toi)»-  */•(*))  ^  + . . . 

für  jedes  x^h  wenn 

{lnhY--kf"{h)  >  0,     ilnb)^-'kf'"{h)  >  0,   ...   {]Lnh)^—1cf^{jk)  >  0. 
Sei 

/(iB  +  c)  =  c?oÄ*+<?ja:*-l+  .  .  .  C„_mX"»+  .  .  .  Cn 


wo 
(2)  ^  « >  0, 

ferner 

&n,m  das  absolnt  kleinste  unter  den  (pos.  neg.)  Gliedern 

der  Reihe  ä^,,  ä^-i,  ...  Arm, 

von  der  Form  fc,  =  +  C,a*    («  «  ?) 

so  ist: 

für  a;^«?:    /^'(aj)  >  0  und   g"(aj)  >  0   mithin  jede  der 
beiden  Cnrven  convex,  wenn 

Zn*  «  a  >  0,  d.  h.  6  =  e«  >  1 
fc  absol.  <;  oder  =  Äh,2. 

Die  Bezeichnungun  haben  wir  so  gewählt,  dass  die  Aehnlichkeit 
zwischen  den  vorliegenden  Formeln  und  denen  dem  Fall  F{x)  = 
Hx—hy  entsprechenden  zu  Tage  tritt,  und  werden  dies  auch  in  der 
Folge  tun. 


(3) 
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§  36. 
Trcunung  der  Wurzeln  in  pos.  Sinne. 

I.    Sei  x^  beliebig  gegeben  und  denke  man  sich  die  Curve 

(1)     wo  a>0    und    c  ^  rci 

construirt,    ferner  den  Punkt  5ß  mit  den  Coordinaten  x^  und  y,  = 

\  wo  h  absol.  <  oder  =  ^-«,2  ==  Ä^f  je   nachdem  /Ta^j^O 

J  sodass 

(  mx^)  >  0. 

Von  ^  ziehe  man  auf  der  pos.  Seite  der  Ordinate  die  Tangente 
$r  an  die  Curve  und  bezeichne  die  Abscisse  des  Berührungspunktes 

T  mit 

X, 

Es  ist 

F(x)-'%(x^)^(x^x^)r(x) 

d.  h. 

i^-  =  e«(x-x,)(o(a.__a.j)--i4.ea(x.-x)) 
Statt  «(ä  — xi)  führen  wir  die  Unbekannte 

z 

um  und  erhalten 

a;  =  a?i4--. 

a  >  0,    c'^Xiy    k  wie  in  (2). 

IL    Nach  Artikel  II.  §  6.  ergeben  sich  die  zur  Trennung  aus- 
reichenden Kriterien: 

1)  Genügt  z  der  Bedingung  tp(z)  ^  p{\ogip{z)  ^  \ogp),  so  liegt 
im  Intervall  (x^x)  höchstens  eine  Wurzel  von  f(x)  ==  0. 
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i. 


2)  Ist  w  eine  einfache  Wurzel  nnd  befindet  sieh  ^,  hinreichead 
nahe  aaf  der  negativon  Seite  derselben,  so  fällt  x  anf  die  positive  — 
mit  anderen  Worten ;  Ist  3^^  ein  aaterer  Näherungswert,  so  ist  x  eino 
obere  Gronie  von  w,  vorausgesetzt,  dass  ^^(s)—p  hinreichend  klein. 
(Vergl,  Art  m.  §  10.) 

Nach  §  B.  m.  2)  nnd  §  d,  I,  (5)  ergiebt  sich,  das8  es  genügt 
P  <C  1,  s  =  Vp  ifin  nehmen  *}, 


§  37. 

Der  Verlanf  der  Fnnctionen  t^  und  logps  (§  36.  U.) 

für  ;ät  >  0  erhellt  ans 

1)  Tr^^  =  g^+j73^^+^3*+.,.>0    (=0  für  z  =  u) 

2)  logt^^^O        für  a^l 

=  — X     „    s  =  ü 
dlogj^  _  _1_  ^g 

r^\0gU/ä  1  ,         „         .    ,    *. 

=         „         (1  +  3— fi')«*      <0     (=Ofar^=:0) 

Zugleich  erkennen  wir,  dass  und  wie  man  die  Bedingung  für  is 
m  %  36.  II.  leicht  mittelst  einer  Tabelle  über  ^fs  oder  besser  logV's 
erfüllen  kann. 


*)  AnEQerkang,     Krifeenen  TQr  dio  Trennting  in  negftCiTem  Sinne: 

1|  IflL  c  <  X,    so    liegt   Bwiichen   ;r|    und  dem  gFötatcn  der  Werte  e  and 

jfj —  keine  odor  eine  WurwJ  w. 

a 

2}  Ist  c  ^  w  ^  X|,  Bo  jj eine  tinterie  Grenze  von  a?  fnUs  x^  — w 

hinrdehend  klein,  wo  p  wie  in  L  (3)  und   -^  1, 
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Hülfstabßlle. 


z 

—  logifa 

z 

—  logt/;« 

a 

4-iog^* 

0,010 

4,298 

0,10 

2,272 

1,0 

0,000 

15 

3,945 

15 

1,905 

1,5 

0,511 

20 

3,693     , 

20 

1,641 

2,0 

0,924 

25 

3,498 

25 

1,432 

2,5 

1,285 

30 

3,338 

30 

1,259 

3,0 

1,615 

35 

3,203 

35 

1,110 

3,ö 

1,923 

40 

3,085 

40 

0,979 

4 

2,217 

45 

2,982 

45 

0,862 

5 

2,774 

50 

2,889 

ÖÜ 

0,755 

6 

3,305 

55 

2,804 

56 

Ü,658 

7 

3,818 

60 

2,727 

60 

0,567 

8 

4,319 

65 

2,656 

65 

0,482 

9 

4,812 

70 

2,590 

70 

0,402 

10 

5.297 

75 

2,529 

75 

0,327 

11 

5,777 

80 

2,472 

80 

0,256 

12 

6,253 

85 

2,417 

8ö 

0,188 

13 

6,725 

90 

2,366 

90 

0,123 

14 

7,194 

0,095 

2,318 

0,95 

0,060 

15     , 

7,661 

Anmerkung.    Ist  s  ■<  1  so   ist 

J  <  ^.  <  .^ 


und  es  befriedigt 

obige  Bedingung  tifz  <;  p. 


2+3  <  "  <  a+2 


§  38. 
Wahl  von  fy  und  n. 
(1)    Sei 

80  wird  in  §  36.  I.  einfacher 

p  =  Jcfx^  ^  ±CMa^Cn  =  ^s    (siehe  §  35,  (2)) 


daher 


(2) 


«'  = 


^ 


±üt,Cn 


^  —  ^1  +  ^  'V±C,ün 
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Bei  bestimmten 
hat  X  seinen  grössten  Wert,  wenn  dies  mit 

der  Fall  ist 


Differcntiirt  giebt 


^■'W  =  £-;i  ('*'-  «*'*)  =  Sri  <^»W' 


WO 

Die  beiden  ersten  Derivirten  hiervon  sind 

Gs*(z) 6'(a«  — («—2W 

Gs''(z) e'{z^ — («  —  4)z  —  («  —  2)) 

Aus  Vorstehendem  resultirt: 

1)  Ist  «  =  2,  so  ist 

<r«'(«)  ^ 0     wenn    z^O 

G?."(«)<0        „       „      „ 
F/izXO        „        i»>0. 
Daher  nimmt  F«(«)  von  «  =  0  bis  «  =  oo  ab 
(F,(0)  =  2,    /i(ao)«0) 

2)  Ist  «  >  2,  so  ist 

Gfs'(»)>0     für     a<«— 2 

<  > 

(Dies  ist  die  Abscisse  des  Wendepnnktes  der  Gorve  y  »  Gaiz)  and 
liegt  zwischen  «  —  3  und  8  —  2). 

Gb{z)  «  0  hat  nur  eine  pos.  Wurzel 

m 

Zt 

und  zwar  zwischen  «—2  und  *— 1  (siehe  das  Weitere  §  40). 
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(3) 


i^*'(^)>0     für     3<^, 

<  > 

folglich  wächst  Fs^iz)  You  3  ^  0  bis  s  =  z^ 

{\\ 
und  nimmt  ab  ,^    ^  =  ^f?  n    =  "^  +  °^ 

'  Sei,  je  Eachdem  f{z^)  (^  ch)  ^  0 

im  Intervall 

ff  =  rts  entspreche  s  =  ^ ^ 

■*'     «         w 

J^nes«  grössto,  vortnilhftfteste  a-  sei  bezeichnet  durch 

die  ungehörigen  u  nnd  ^  seien 

tfff  und  «a^ 
die  überhaupt  vorteilhaftesten  a^  3^  x 

U  Ö  P 

a,       S,       X. 

Dann  ist 

«  ü 

3jj  ^  dem  mittleren  der  Werte  t^^  2/,   s, 

u  Itl 

/..  ,  öji  =-    „  „  „         ,*      f^«^  a«  1  ^» 

W         {  , 

%  =  % 

Die  Intervalle  (a«  %')  bestimmen  wir  wie  in  Art.  IV,  g  14,  das 

a 

indem  wir  Nacbsttihendes  beachten. 


§39. 

I.    ZunfiehRt  ist  zur  Bestimmung  von  a  im  Art.  IV 
§  16.   Folgendes   nachzutragen. 
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Unter  Beibehaltung  der  ^üht^rea  Bezeichnungen  sei  die  Reihe 
der  bei  wachsendem  a  anfeinanderfolgendeii  Ausdrücke  für 

Kr—m    -  *  -   *r— f    -  ►  .    "*f^«j         «f— i    -  *  <   »r— m    •  ■  ♦   *rj 

WO  nach  §  14 

9>  >  >    -^.  >      >n 

r  — ^i_^m.,.   .^^   .*.   ^^  ^^  ^    ■  *  ■    _5*A^_0, 

Die  Intervalle,    in   welchen   e  =  r— *  .,.    bezeicbuen   wir   wie 

m 
früher  mit  (a^  ai')  .  .  .  und  seUen  statt  a^^r  znr  Abkürzung 


Zur  Verallgemeinerung  der  Formeln  sei 

m 

«0  =  0 

in 

mt 

werde  das  a  unter  allen  a  zwischen  <ij  und  a^'  bezeichnet. 

Ist  zunächst 

jf  <r  — 2  und  i  >0 

Og'   =  öi  =  llA,t  =  ß, 

ao    ist 


Cn-q 


WO 


■0_. !Ö_ 


^^'''-r{r~l)(«,^l)»V-'^ 

m 

tn 

*  —  *t,r, 

*l  «  a*.r. 

TiUI^T. 

:lf^ 
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Sei 


so  folgt 


wo 


daher 


wo 


m  "" 

''<5, 

m=^' 

a« 

at 

aP(Q-p)  = 

ö' 

'(;)' 

-P> 

tqiq-p)  c 

(i) 

1;)' 

^^rff-^rr**'* 

-P) 

n^^ 

_  ^ 

-5^.C«?-I' 

^9>P  ^  q 


—  =  —  ,    sei  =  B 


^«-^(^-1)'^"''  ^i  =  ~r^K-i)*«r-^ 


Wegen 


-<«<--      und       —  <^i<-^- 


ist  eine  obere  Grenze  von  B 


-=s(:-:Efn:-EirGr 


5'<B5:rw.<i, 


v^g(p-2)» 
■p(2-l)' 

da  2<|)<g. 

ff' 

(1)  -*  <  1. 

Hierans  folgt 

1)  a  >  1  bedingt  r  >  1 


d.  h. 


m  itt  itt 

Ist  a«  <^  a«',  SO  a^  <^  at    mithin    ci„  <C  «**  ■  - 


(2) 


at  =  at    .....    Äw  =  (iw  .  .  . 
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2)  T  <  1  bedingt  a  <  1 
d,  h. 

mm  m 

Ist  at  ]>  at    SO    fls  >  fljr'    SODlJt  ,  ,  ,   %  >  «-7'   -  .  . 


(3)         l 

a*  =-  »1'  . 

während 

"  1 

1)  falle 

2)  „ 

Diese  Formeln  gelten  anch  für 

Dieselben  besagen: 

ßg^         \         a  ist  ein  ganz  bestimmtes  a 

\  den  Fall  |  16.  (2)a  auage&chlosaon  (kns^h  för  jedes  a). 
Man  ündet 

im  V         in 

1)  wenn  um  <  a»  <^a,'  i  a  ^  at 
2)     ,,     Z  >a»,i>m   :  „  -=  a,,i    {§  16,  Bspl  n.) 

n.    Zur  Befitimmnng  von  a  in  g  38, 
Seien 

die  Ansdrücke,  welche  kn,2  —  ^'*  bei  wachsendem  a  der  Reihe  nach 
annimmt. 

Wegen  §  14.  ist 

>  >    ^,        >  >     >., 

Die  Bedeutung  von 
sei  wie  ad  L^  femef 

m 

ae* 
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Ist  «  >  2 


SO  ist 


*-* 


m 


-y-. 


Cn 


m 

at  '■ 


m 


Die  Verhältnisse 


ergeben  sich  ans 


a  a 

tf  «=  —      und  T  =  — 

tn  in 

aa  at 

sV  Cs,t 


<y«(»-0  = 


l\s        m 


f  «        m 


WO 


Cm« 


*/?-»-< 


Daher 


(1) 


m 


wie  ad  L,    tt  -_  m,     ö^  :=  ^ 


(6) 


a  ist  in  jedem  Fall  ein  ganz  bestimmtes  a. 


Die  positive  Wurzel 


§  40. 


m 


(siehe  §  38.)  von 

-(|-')''+r.(5-»)-+l.(i-')-'+- 
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WO  j  >  2,  liügt  zwisclieii  s  —  2  und  *~1,  and  ist  in  dies^^m  Intervall 
G'U)  <  0    und    GT'W  <  0. 
Nach  Euler  linden  wir  die  nähere  obere  Grenze  von  |: 


*— 1- 


G(M^t) 


Dieselbe  ist  grösser  als 


^  #— 1- 


1 


^-^—ß 
(,^i)^*i' 


s[s^2) 


#—1      *— 1 

und  es  entätehi  die  Frage,  ob  anch  |'  atets  >»  j. 
Es  ist 

wenn 

oder  «— 1  =  *  gesetzt 

um  so  mehr,  wenn 

Dies  i&t  der  Fall  fdr  i  >•  3,  während  t  =  2  und  i  =  3  die  vor- 
letzte llngleiehheit  erfüllen. 

Folglich  ist  auch  j'  eine  obere  Grenze  von  j. 

Die  grösste  Wurzel  von 

a^  —  *a  -^  « 

4  i.  

a+y*(*— 4) 


IS) 


ii^ 


2 


>f~2 


ist  eine  untere  Grenze,  da  ö(|j)  -=  *  >  0. 

Beides  zusammengezogen : 
m 
(3)  i  =  ^Ä  liegt  zwischen  |,  und  §'. 

m 

Hülfstabellß  über  ss 


« 

m 

S 

m 

3 
6 

1,36 
2,56 
3,67 

6 
7 

6 

4,75 

5,80 
6,83 
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§  41. 
I.    Beispiele  zur  Trennang. 

Bspl.  I.  (§  16.  Bspl.  !•) 
/(«)-=  ar*  -  8aB»-t-1998aj«-  14937aj  +  50C0  =  0, 

die  kleinste  Wnrzel  zu  trennen. 

+ 
Für  »1  =  c  —  0  ist  /(«i)  =  5000  >  0,    k^  kn.2 

^4  —  ITT '     ^«  "" 


411'     "'«  —  211998 

,0775 


k^^    k^    für     a-a,«j/^-0,i 


» 


a  —  o,,      t^B  =  Ä^.5000  «  0,0075,      «  =  0,116 

«  =  -  =  1,496. 

Zwischen  0  and  x  liegt  folglich  höchstens  eine  Wurzel,  und  da 
f(l)  <C  0,  so  in  (0,1)  eine,  in  (1 ;  1,496)  keine.  Dies  ist  naheza  das- 
selbe Resultat  wie  in  §  16. 

Bspl.  II.  (§  16.  Bspl.  P.) 
Die  zweitkleinste  Wurzel  der  Gleichung 

(0)  fix)  =  0    (wie  in  Bspl.  I.) 

zu  trennen  und  zwar  von  der  unteren  Grenze  a;^  «  1  aus. 
Die  nach  1  transformirte  Gleichung  lautet 

(1)  aj*  —  76a;»+1764Ä«  — 11177«— 8018  =  0 

f(xi) 8018  <  0,     k^k^  "■"-3J8Ö  ^  ^^^^  "* 

8018  »         m  m       c**  ^ 

i^a  ■—  qiaf) ^'5    «  *=  a  =  «8  entsprechend  z  =  »j  «=»  1,4,   d.  i. 


V. 


480 
8018.2,62-0.54 


a;  =  l+~  =  c«3,6 


während  sich  nach  §  16.  x  =  4,75    ergab. 
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Wir  fanden  in  §  16.  weiter,  dass  die  Gleichung  (0)  zwischen 

5  und  11,236 
12    „    15,75 

höchstens  je  eine  Wurzel  hesitzt 

Die  sich  analog  nach  dem  vorliegenden  Modus  ergebenden  Inter- 
valle sind 

(5;    9,38) 

(12;    14,8) 
also  wieder  kleiner  wie  in  §  16. 

Bspl.  III.  (§  16.  Bspl.  I«.) 

f(x)  =-  ar*  + 48«» +  462«»— 1753« -1-104  «  0 

Ein  Intervall  (0,  x)  mit  höchstens  einer  Wurzel  zu  bilden. 

iCj  «  c  -  0,    Aa?i)  =  104  >  0,     h^  &n,2 

a*  a»  «* 

^4  "*  Jl »  *^3  ^  äTift '        ^  ^ 


4P  ^       3!  48'        ^       21462 

12 


&4  «  fcj    fttr    a  «  04.8  ='79='  0,0833 


«4  =«4.8 
«  ^      «  «4.2  =  ^^  =•  0,1609 

24 

also  wegen  §  14.  Hülfesatz  I.  o,'  =  03  2  =«  —  =  0,311 

sodass  sich  h  wie  folgt  darstellt: 

..  1  24 

«"^  r2  77 

Ä  =        A4  Ä;s  Ä^ 

m  8  m 

Weiter  ist  o,  =  c«y7  >  03.2  >  o»  =  0. 


Daher  nach  §  39.  ü.  (6), 


»  24 

a   ■=   a   =    08,2   "=    yy 

i|;«  —  ifcg .  104  =  0,0109,      e  «  0,14 
a;  »  X  »  -  =.  0,45, 


d.  i  wieder  annähernd  dasselbe  Resultat  wie  in  §  16. 
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Bapl.  IV.  (§  16.  Bspl.  IL) 
/(«)  =  aj«+6«fi+9a^-6flj»— 15fl!»+0.a;4-5  =0. 

Ein  Intervall  (0  x)  zu  berechnen,  das  nicht  mehr  als  eine  Wurzel 
in  sich  schliesst. 
Man  findet 

10  "* 

«4  —   ^   ■=  06,4  <  «4  "=  ö>ö9  <  04'  =>  +  *  1 

folgUch  nach  §  39.  II.  (6)^: 

a  —  5,59 

und  ist  daher  die  Feststellung  der  Intervalle,  in  welchen  k^k^xoiA 
A;»Ä;5,  sowie  die  Untersuchung  dieser,  d.  h.  die  Ermitttelung  von 

05  und  de  erspart. 

m 
a  —  «^  —  2,6 

jB  =  jB  =  -  =  0,465, 
a 

kleiner  als  das  in  §  16.  gefundene  x  =  0,492. 

Bspl.  V.  {§  16.  Bspl.  III.) 
/[a!)Äa!i*-2a!"4-aji«+3«!»+5««— 3«*4-aj«+0.«  +  l=0 

X  wie  vor  zu  bestimmen. 
Es  ergiebt  sich 


V 


12 

—  «14,2  =  Oj  —  ^  - 


2 


«14  >  «1?    daliör   a  =  o,,    *»  ==  ^ 
X  «  aj  —  0,36, 
>«  in  §  16.  —  0,245. 
IL    Vorstehende  Beispiele  zeigen,  dass  das  x  nach  §  38. 

j  <  JB  nach  §  16. 

sein  kann  und  wollen  wir  im  Folgenden  versuchen,  einfache  Merk- 
male für  das  Eintreten  des  einen  und  des  anderen  Falles  aufzustellen. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Sieht li   Unttrtuekun^en  über  ai^ehr&hckt  Gkkhungm,  409 

Die  Bedingungon,  mit  döncn  wir  uns  zu  beaehäftigen  haben,  sind 


^  =>  ^^—^  <  1, 

Die  late inischeu  Buchstaben  bei  dem  vorliegenden  „Modus  n.'' 
mögen  dnrcü  die  entsprechenden  deutschen  ersetzt  werden;  da  wo 
Verwechselungen  mit  den  gleichlautenden  Uezeichnuiigen  bei  dem 
früheren   „ÄTodus  I/'   stattfinden  können.     Hiernacb  crgiebt  sich  die 

m 

Bedeutung  von  o,  |,  ^,  ^t  ...  Statt  zm  ...  werde  Mrzer  . , .  Ji  gesetzt, 

m 
Äa  =  0,  üi  —  0. 

§42. 
Sei  wie  früher  die  nach  c  Transformirte  von  fiz)  =  0 

Diejenigen  Glieder  unter 

welche  dasselbe  Yorzeichen  wie  cn  haben,  seien 

(1)  C„_r  .  a=^      .  .  .    Cn^q  .0^   ...   Cn^t  X^ , 

SO  dass 

ri  ^  r    ,  .  .  ^  12  .  .  .  ^  *  J  2 

der  Fall,  dass,  wie  in  g  41.  BapL  IL 

die  Anzahl  der  Glieder  in  (1)  =  1 
lässt  sich  leicht  erledigen. 

Es  ist  nämlich 


I- 

1 
— 1' 

en-r 

ICn-, 

wo 

h' 

V 

Daher 

>1 

Ar  Jedes  §>0, 

mitbin  auch  fttr 

i- 

i,  d. 

k 
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§  43. 

Die  Anzahl  der  Glieder  in  §  42.  (1)  sei  ^2. 

I.    Aus  Art  IV,  §  13.  folgt: 

Zwischen   a^  =  c   und  x  liegt   liöchsl^^ns   eine  Wurzel 
von  fix)  =  0,  wenn 

X  =  a5i-|-a(«  —  1) 
^^^  ^       a  >  1      a^(''\    ^^.— 

f  f  *        r  11  /  X  >     ^»^         ^  /''\    ""  ^  . 

i       g  =  \    ,    falls  (prW  ^ ~T  =  l  i  ) •  ~1 ' 

ferner  aus  §  16.  (siehe  §  39.  I.) 


V ^ /   '^^  Key  •  r(r-l)(m"-l)%-^ '  ^'    ^^"'1 


a 


(2) 

,         Cn-r*Cr,r-* 

^     -      C^-f 

(3) 

l     a  =  oo    wenn     C  >■  a 

f             *" 

n. 

Aus  §  36.  resultirt: 

^  Zwischen  «i  =  c  und  j  hat  /«  =  0  hächstcus  eine  Wurzel 

wenn 

5--X+I 

(1) 


g>0,    Q«=«!^.f-J 

Cn 


ferner  aus  §  39.  IL: 

Hat  C  die  Bedeutung  wie  in  I.,  ^^  . , .  wie  in  §  41.  IL 

(2)         <ß  ^  i^*— ,      y  «  -^—  >  /J    (wc^eii  §  3a  n.  (D), 


•Vr^.      'V§ 
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io  Ist 


a  =  ot    wenn    C<Zß 


III.    Daratellnng  von  v  (§  41.  U.) 


(1) 
wo 


X %  Ä — 1 


Bio  Ausdrücke,    welche  die  rechte  Seite  in  (1)  annimmt,  wenn 


man 
a  = 


«0  i      ^u      ^ti      ^3 

a$,r    und  a  ^  Qt^    Qr,    at  setzte  seien    f    f^,    «5,    d^ 
tf  ateOt  sich  wegen  L  (B)  und  U  (S)  wie  folgt  dar: 
1)    i=  2 
Da  ff  =  0,  (5  =  0,  80  ist 

.^   (;;,    falls   C$x- 
Fall  Anfeinanderfolge  Ton  a]  ß^  y  Ü 


h 


m 


m. 


0        Ä        ^        y        00 

6'    ^ 

C      ...... 

c   .    .    .    . 
c     . 


0         (3  a         y  X 

C .    .    . 

c      

c  .    .    .    . 


i}         ß         y         a         m 

Ü 

C       ...... 


«'s 


"e 


«'s 


»ß 
04 
«ß 
% 
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Man  findet 

8-1 

wo 


wo 


^4 


VAt^s 


wo 


«r.l' 


r-2 


i^j  wie  vor. 


m  tr 

t 


wo 


JS-.(r_2)   ...    (r-f  +  I^Kr- 1)*-'       <,*< 


m 


Bei  gegebenen  <  und  r,  unabhängig  yeränderlichen  Coefficienten 
oq,  01  . . .  cn  kann  man  sich  die  t^^  ...  «e  als  Functionen  von 


r — ( 

'  =  Cn|/  - — ; 


ausgedrückt  denken,  mithin  setzen 

unter  V  eine  stetige,  endliche  Function  verstanden. 
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Die  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Achsen   hierdurcli  dargestellte 
Curve  setzt  sich  aus  Bögen  voa  vier  der  Cnrven 

zasammen. 


§  44. 

I.    Untcrandiaiig  der  Bedingxingeti  »i  >  1  . , ,   »g  >  1. 

<  < 

E$  Ist 

%  >  1    j0  aachdem    Fi(s)  >  0 
<  < 

Für  p  <  r  ist  .ip  =  ( p  —  i)^p (1  ^ ^_p)  >  0 

■icht  =r — H 
„>r  „     „    ={p  — 1)^  >0 

-1"-'  =0 

F,(»)  =  0  hat  a)  keine  Wurzel  >  I 

b)  eine  solche       ;:/ 

c)  2         „  «,'  und  »i" 

ad  a)  ist  %  ^  1  for  jedes  «,  mltUD  fQr  jedes  C 

>  >  < 

ft)!         {   „c)  <1    „    V<«<»"„       „     C,'<6<Ci". 

>•   •   • »      «    C:<C]'    oder 


wo 
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Fall  a)  findet  z. B.  statt,  wenn  «  =  1  ^  *  —  2,  r  >  4^  *  =-  B,  r  >  7; 
Ä  =  4,  r  >  14. 

b)  wenn  «  =  r  — 2  und  >  1,  d.  L  f  =  2  und  r  >  3, 

Für  r  =  4  und  r  =  5  erhält  man  s/=  2,12  bezügU  =  2,87. 

c)  wenn  «>  1  und  < r— 2,  d.  h.  « >  2  und  r >  £+1. 

Ist  z.  B.  e  «  3,  r  «  6  so  */  -  1,83,  z^'  =  3,25 

7  1,  -  3, " 
4            7                 2,..  3,., 

8  2,.  4... 

vj  >  1  wenn  FjW  >  0 
<  < 

«  (rm)A^(g— 1}'"— g?rW,     wo  ^  =  r 


A«,  =  ,«!'^^(m-lJI 


e 


ir'j(a)  «=  0  hat  Eine  Wurzel  %'  >  1  und  es  ist 
(2)  v^<l    wenn  e<C^'«f^^ 

Ist  z.  B.  r  =  3  80  «j'  =  1,8 

4  „  2,8 

f,s>l     foUs    F8W>0 

„    wie  F,(a),    ra  "  e 
-F,(l+y)  =  (r-l)»' 

FjW  =  0  hat  höchstena  2  Wurzeln  >  1. 
Sind  dieselben  »»'  nnd  a»",  die  entsprechenden  C:  Cj'  and  <^",  m 
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Ir»  >  1  wenn  C3'  <  (7  <  Q" 
«  =  = 

<        »        C7  ^  C3'    oder  C  s^  Cg". 

Ist  speciell  «  =  3,  so  il<  =  5,73 

i^sW (r-iy+r..r-i+  Qö,73.(«-l)8^1. 

Diese  Gleichung  hat,  falls  r  <  18  zwei  Wnrzeln  >  1,  getrennt  durch 

2 
l  +  ;rZi'      ^^^    z.  B.  r  =  4,  5,  6,    so  ist  a,'«  1,44;  1,2;  1,2   und 

V«5,53;  2^9;  1,8. 

»4  >  1  wenn  F^ft)  >  0 

=  '^^a— 5*»    ^  wie  in  §  43. 
^lih)  '^  0  hat  a)  keine  oder  b)  2  pos.  Wurzeln  «4'  und  «4". 
ad  a)  ist  174  >  1 

b)  <  1  wenn  Q'  <  C  <  C4" 


(4) 


wo 


sonst  y  1 

Fall  a)  findet  z.  B.  statt,  wenn  t  =  3  und  r  «  4,  5,  6,  15. 
Ob  Fall  b)  möglich  ist,  sei  dahingestellt. 


(5)  Vß  >  1   wenn  OD 

(D  ist  nur  abhängig  von  r  und  0- 


(6)  t;«  >  1    falls    £;  >  1. 

<  < 

(£  wie  Z>  constant). 


n.    Die  Bedingungen  t?  >  1  in  besonderen  Fällen. 
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a)  «  =  2. 

Ist  r  =  3,   80  ist  7i(C)  >  1  für  jedes  C,   also  auch  für  C  =  y 
d.  i.  V^(y)  >  0,  folglich  v,  -  V^iC)  >  1  für  C  >  y,  sodass  r  >  1, 

Ist  r«4;  5;  6  80  ist  v  >  1   wenn  logC  >  log  C,'   =»   0,79  —  1  ; 
1,003-,  1,58. 

Im  Folgenden  hahen  wir  es  mit  Fall  I.  *)  in  §  43.  III.  za  tun: 
C^O        a        ß        y        CD  • 

»    =         »6  Vj  »1  Vf 

^  Es  möge 

Ci        Cii        Chi        Civ 

jedes  C  in  den  sich  folgenden  Intervallen  von  C  repräsentiren,  sodass 
0  <  C/  <  er  u.  8.  w. 

b)  *>  2,  r  =  «+l. 

Es  ist  1)   Vi  —  ViiC)  >  0,   mithin    2)    V{ß)  >  0,   3)  r(y)  >  0 
und  4)  V(Ciii)  >  0. 

Aus  3)  und  I.  folgt  5)  V(Civ)  >  0. 

Ferner  ist  wegen  £  >  0:  6)  V(a)  >  0  und  7)  V(Ci)  >  0. 

Aus  2),  6)  und  I):  8)  V{Cji)  >  0. 

„  7),  8),  4),  5)  :  t.  =  7(C)  >  1.  ^>  x. 

Ebenso  in  den  Fällen  <  =  3,  r  «=  5  und  <=»  4,  r  =  6. 

c)  t  =  3,  r  =-  6. 

Man  findet  logCi'  =  0,52,  logCV'=  2,27,  log  C^'«  2,31,  log/S  = 
0,08—1,  logy  =  l,37. 

Daher 

ß<C,'<y<(7," 
und 

Y  <  ^.' 

V(0)  =  V{a)  =  V£  >  1,     K(/5)  >  1,     V(y)  <  1,     K(oo )  >  1. 


*)  Ob  die  F&lle  II.  und   III.    eintreten  können,    lassen   wir   dahingestellt 
sein. 
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1)  ^  =  V{C)  =  1     f ür    Ci'  und  C^' 

2)  <    wenn    C/  <  C  <  C^' 

3)  >      „        C  <  C/  oder  >  C^\ 

ad  1),  2),  3)  l<\. 

> 

In  dieser  Weise  lässt  sich  leicht  für  beliebige  t  und 
r  ein  für  alle  Mal  feststellen,  ob  Modus  I.  oder  IL 
grössere  Intervalle  liefert. 


.  §  45. 

I.    Die  Anzahl  der  Glieder  in  §  42.  (1)  sei  beliebig,  ferner  «>  2, 
und  ct,  hinreichend  klein,  und  zwar: 

t 

(r\  Jn_  1 


(at  ^  0  <)ar^t,r  -V\A~-  '  ~m <  «^' 


9r(«r-<,r) 
t 


Nach  §  39  {  TT    (ß)i  ^s^ 

V        m  0        m 

a  =^  Or  _^,  a  =-=  Qt. 

Es  folgt  hieraus: 

(1)    ^  ==  ^^  =.  y  £  ^  1   je  nachdem  £  >  1    (§  43.  III.) 
<  < 

Bsple. :  1)  «  =  3,  r  =  5.     2)  <  =-  3,  r  «  6. 

E>  1  daher  t;  >  1,    x  >  j    (§44.  IL) 
Anwendung.    Ist  /(w)  =  0,    /'(eo)  >  0, 

>0  teils  >.  <0  >0 

SO  gilt  (1)  für  jedes  c  =  ar^ ,  welches  hinreichend  nahe  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  Wurzel  oo  liegt. 

£benso  wenn 

/'(«)  <  0,   /"(a>)  <0^^^^/'(a))  >  O^^^.^^^Aö>)*'<='*J  >  0. 

<0  teils  >,  <0 

Teü  LXV.  27 
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n.  Jode  Gliederzahl  sei  >  2,  jedoch  nehme  bei  Modns  11, 
k  ^  i,i,a  und  die  Ausdrücke  kr  und  h  an.  [BapL  V.  in  |  4L  L): 
d,  hp  es  sei  für  jedes  der  q  in  |  42. 


m 


Aq^ 


Q- 


5l' 


T-t 


Dio  analogen  Bedingniigen  bei  Modus  I.  sind  zusammcogofasst  in 


Aq>Q 


' "  0'-' 


SO  hat  (1)  die  Bedingungen  (2)  mr  Folg«,  aodaaa  hei  Modus  I.  eben- 
falls  nur  k  =  hf  und  h  =  h  in  Betracht  kommen. 

Der  vorliegende  Fall  ist  somit  auf  den  in  g 43.  zurück- 
geführt 

§46. 

Wendet  man  §  3.,  Krit.  III.  Bpeciell  auf  die  Curven  F{;^)=^'^^\ 
SC»)  "F(aj)— Är/W  an,  wo  a>0,  k^  (oder  <;)  Ä^.t  faUs 
fi^t)  "s^  0  (siehe  §  35.  (2)),  so  erhält  man  folgende  Kriterien 
zur  Annäherung  an  die  Wurzeln: 

1)  in  poa.  Sinne. 


g'K)    ,  ^fi^) 


Ist  äTi  ^  i?,  a  >  Q  und  G{%)  =  ¥—  ",;   (g  + 


F{^) 


■KO,  »0 


liegt  zwischen  a^  und  ib  ^  3^  +  -OiCj)  keine  Wurzel  von  f{x)  =  0. 
2)  in  neg.  Sinne. 
Ist  a^i  >  c,  a  <  0  und  ff(a)  <  t>^  so  hat  /(ic)  =  0  zwischen 


%  und  Ä  ^  (  '  '  d'       -^^ 


keine  Wurzel,  je  nachdem  «j  v  ö. 
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SpeeielJe  Ldsungeu  aindr 
wo  k  wie  obcE,  und  zugleich  A/'{ir,)  <  i^'(x,)  {d.  i,  %'(xj)  >  0). 


Die   bisherigen    Kriterien   lasse q    sich    aucb    auf   transccndcnte 
Gleichungeü  ausdoliucii,  wir  kommeu  hierauf  näher  zurück. 


11* 
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XXVI. 
Neuer   Ellipsograph. 

Von 

Herrn  D.  Sidersky,  stud.  pbil.  in  Berlin. 


Das  Instrumeut  hat  den  Zweck,  eine  Ellipse  entweder  nach 
gegebenen  Achsenlängen,  oder  wenn  eine  Achse  und  ein  Brennpunkt 
gegeben  sind,  za  construiren. 

Dasselbe  beruht  auf  folgender  kinematischen  Betrachtung: 

Man  nehme  zwei  einander  gleiche  Linien  AB  =^  CD  (Fig.  1.) 
und  verbinde  sie  mit  einander  durch  zwei  andere  (längere  als  die 
ersten)  einander  kreuzende  Linien  AD  =  BC^  so  wird  man  leicht 
bemerken,  dass,  wenn  man  eine  der  kürzeren  Linien,  z.  B.  AB^  fest- 
hält und  die  zweite,  nämlich  CD,  in  Bewegung  bringt,  das  Viereck 
ABCD  immer  ein  gleichschenkliges  Trapez  bildet,  dessen  Schenkel 
AB  und  CD,  und  dessen  Diagonalen  AD  und  BC  sind.  Bezeichnet 
man  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  mit  E,  so  wird  AE  =  CE 
und  BE  =  DE  sein;  weshalb 

AE+BE  =  AE  +  DE  =  AD, 

d.  h.  die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  E  von  A  und  B  ist 
immer  constant  und  zwar  gleich  einer  der  Diagonalen  AD  =  BC. 
Also  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  E  eine  Ellipse,  deren 
X-Achse  ==  AD  «=  BC,  und  deren  Brennpunkte  A  und  B  sind. 

Der  Ellipsograph  besteht  aus  vier  platten  Stäben,  welche  paar- 
weise gleich  sind,  von  denen  AB  =  CD  die  kürzeren,  und  AD^  BC 
die  längeren  sind.    Die  Breite  aber,  sowie  die  Stärke  sind  bei  allen 
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gleich,  und  zwar  die  Stärke  =  ^  der  Breite.  An  einer  der  Ecken 
hat  jeder  Stab  eine  kleine  Chamieröifnung ,  und  zwar:  AB  und  BC 
in  -ß,  AD  und  CD  in  D.  In  einer  geringen  Entfernung  von  dieser 
Oeffnung,  wie  in  Fig.  2.  dargestellt  ist,  hat  jeder  Stab  einen  langen 
prismatischen  Schlitz,  dessen  Breite  =  J  der  Breite  des  Stabes  ist, 
so,  dass  durch  die  Kanten  des  Schlitzes  die  Breite  des  Stabes  in 
gleiche  Teile  geteilt  ist.  Dieser  prismatische  Schlitz  verlängert  sich 
bis  zu  einem  kleinen  Abstände  von  der  Ecke  des  Stabes.  Die  Stäbe 
AB  und  BC  (Fig.  3.)  sind  mittelst  eines  nach  Fig.  5.  eingerichteten 
Charniers  in  B  verbunden.  Ebenso  sind  AD  und  CD  durch  ein 
solches  Charnier,  über  dessen  Eigenschaften  noch  weiter  gesprochen 
wird,  in  D  verbunden.  Die  Verbindung  der  Stäbe  AB  und  AD  in 
A,  sowie  die  Verbindung  der  Stäbe  BC  und  CD  in  C,  ist  aber  auf 
eine  andere  Art  eingerichtet,  nämlich  durch  dazu  geeignete  Vorrich- 
tungen. Letztere  bestehen,  wie  Fig.  4.  anzeigt,  aus  zwei  auf  ein- 
ander liegenden  Kuben  a  und  a„  die  in  den  prismatischen  Schlitzen 
der  Stäbe  genau  einpassen,  aber  auch  herumgeschoben  werden  können. 
Auf  der  oberen  Ebene  des  obenliegenden,  sowie  auf  der  unteren  Ebene 
des  untenliegenden  Kubus  ist  eine  dünne  Platte  befestigt,  deren  Breite 
dem  Kubus  gleich  ist ;  die  Länge  aber  ist  der  Breite  des  Stabes  gleich 
und  hat  an  einem  der  Enden  eine  rechtwinklig  ausgebogene,  quadrat- 
förmige  Verlängerung,  in  welcher  eine  kleine  Schraube  c  sitzt.  Jeder 
Kubus  liegt  in  dem  Schlitze  jedes  Stabes  und  die  auf  ihm  befestigte 
Platte  bedeckt  ein  wenig  die  Breite  und  die  Stärke  des  Stabes  (von 
einer  Seite).  Mittelst  der  Schraube  c  kann  der  Kubus  a  an  einer 
beliebigen  Stelle  des  Schlitzes  befestigt  werden.  Die  beiden  Kuben 
a  und  «1,  von  welchen  a  im  Schlitze  des  Stabes  AD^  und  «j  im 
Schlitze  des  Stabes  AB  herumgeschoben  wird,  sind  miteinander  durch 
ein  einfaches  Charnier  verbunden,  wodurch  AB  und  AD  um  den 
durch  diese  Vorrichtung  festgestellten  Punkt  A  sich  frei  herumdrehen 
können.  Ebenso  sind  BC  und  CD  durch  ein  in  ihren  Schlitzen 
herumgeführtes  Charnier  verbunden.  Also  kann  man  die  Länge  der 
Entfernungen  AB,  CD,  AD  und  BCy  ganz  beliebig  bestimmen. 

Die  Lage  der  Stäbe  ist  folgende:  AB  und  BC  liegen  auf  AB 
und  unter  CD,  und  kreuzen  einander ;  und  zwar  liegt  AD  unter  BC. 
Im  Kreuzungspunkte  E  der  Schlitze  der  Stäbe  AD  und  BC  sitzt 
eine,  aus  zwei  auf  einanderstehenden,  in  die  Schlitze  genau  passen- 
den, durch  ein  Charnier  mit  einander  verbundenen  Cylindem  be- 
stehende Vorrichtung  (Fig.  6.),  bei  welcher  von  oben,  d.  h.  über  dem 
in  BC  gehenden  Cyliuder,  ein  Griff,  und  von  unten,  nämlich  unter 
dem  in  AD  gehenden  Cyliuder  eine  Stelle  für  Bleistift,  Reissfeder  etc. 
angebracht  sind.  Das  festsitzende  Charnier  B,  und  das  in  den  Schlitzen 
der  Stäbe  AB  und  AD  herumführende  Charnier  A,  besitzen  von  unten 
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zwei  Stifte  (oder  Nadeln),  welche  dazu  dienen,  das  Instrument  auf 
dem  Papier  festzuhalten. 

Um  die  Ellipse  nach  den  gegebenen  Achsen  zu  zeichnen,  macht 
man  AD=:BC=  der  grossen  Achse,  und  AB  =  CO^  dem  Ab- 
stände der  beiden  Brennpunkte  der  betreffenden  Ellipse  (was  leicht 
zu  finden  ist,  wenn  die  Achsen  bekannt  sind).  Dann  setet  man  die 
Stifte  A  und  B  in  die  Brennpunkte  ein  und  bringt  den  Punkt  E  in 
Bewegung,  wodurch  der  untensitzende  Bleistift  (oder  Reissfeder)  die 
Ellipse  beschreibt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  E  in  die  Endpunkte  der 
grossen  Achse  fallen  soll,  die  Punkte  ^1,  iJ,  <7,  D  und  E  in  einer 
graden  Linie  liegen  müssen,  d.  h.  je  zwei  Stäbe  mtlssen  die  andern 
zwei  vollständig  bedecken.  Das  kann  aber  nur  in  einem  Falle  ge- 
schehn,  nämlich,  wenn  A  seine  Stellung  zwischen  B  und  €  nimmt 
d.  h.  wenn  E  in  den  bei  A  befindlichen  Endpunkt  fällt.  Im  zweiten 
Falle,  d.  h.  wenn  B  zwischen  A  und  D  kommen  ^oU^  kann  der  Stab 
AD  wegen  des  Charniers  li  nicht  genau  unter  BC  hinuntergehen 
und  die  Ellipse  wird  nicht  mit  einem  Male  beschrieben  werden  kön- 
nen. Um  dieser  Unbequemlichkeit  auszuweichen  sind  für  B  und  D 
geeignete  Chamierc  nach  Fig.  5.  eingerichtet;  d,  h.  jedes  Cbarnier 
ist  von  beiden  Seiten  kurbelartig;  die  äusseren  Teile  des  Stiftes 
nämlich,  die  in  den  Ocffnungon  der  Stäbe  sitzen ,  liegen  in  einer 
graden  Linie,  der  mittelste  Teil  aber  ist  durch  zwei  Querlinien  mit 
den  äusseren  verbunden,  so  dass  AD  zwischen  die  Qncrlinieu  kom- 
mend, vollständig  genau  auf  AB  und  unter  BC  liegen  kann.  Dit^ 
Länge  der  Querlinien  ist  etw^as  grösser  als  die  Hälfte  der  Breite  der 
Stäbe  und  die  Charniure  sind  so  eißgericlitet,  dass  sie  bei  leichtem 
Druck  in  Bewegung  kommen. 
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xxvn. 
Miscelleu^ 


% 

Bemerk  Uli  gren  betrefTend  die  Aufidguiif  etues  Knoteus 
In  rlerter  Blmensloii. 

Im  LXXSnfl-  Bande  der  SitKuitgsberichte  der  k.  böbmisehen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  erschien  kürzlich  ein  Artikel  von  H*  Diir^ge: 
„Uebör  die  Iloppe'sche  Knotcncnrvo.'*  Sic  scLliesst  sich  an  meiaen 
Artikel,  T.  LXIV.  dos  Archivs  S.  224.  „Gleichung  der  Curve  eines 
Bandes  mit  nnauflösbarem  Knoten  nebst  Anflüanng  in  4.  Dimension*', 
an  und  unters  acht  mehrere  Fragen,  auf  die  jener  nicht  eingegangen 
war.  Namentlich  ist  darin  der  Nachweis  geftihrt,  dass  die  Cnrve  bei 
Uebergang  in  den  Kreis  im  Dreidimensionenraum  einmal  und  nur 
einmal  einen  Deppelpnnkt  bilden  niuss,  und  dieser  analytisch  dar- 
gestellt. Wird  hierdurch  die  Untersuchung  wesentlich  vervollständigt, 
so  scheint  mir  dagegen  der  vorhergehende  Nachweis,  dasa  der  allen 
4  Coordinaten  beigegebene  Factor  f(t),  welcher  zur  ErhaJtung  der 
uuverändertcn  Länge  der  Gurve  dient,  nicht  unendlich  gross  wird, 
eher  entbehrlich.  Der  gedachte  Fall  würde  der  einer  Curve  sein, 
die  in  einen  Punkt  degenerirt,  was  schon  ohnedies  unzulässig  ist, 
und  sichtlich  nie  eintritt,  weil  für  keinen  Wert  von  t  alle  Coordina- 
ten unabhängig  von  u  werden. 

Sehr  erwünscht  musste  es  mir  sein,  dass  der  Verfasser,  und 
zwar  gleich  anfangs,  einen  Fehler  zur  Anzeige  bringt.  Die  4.  Coor- 
dinate  ist  nämlich  angegeben  io  —  «sinf/l[0-  Da  dieser  Ausdruck 
wahrend  des  üebergangs  nie  auf  seinen  Anfaugswert  zurückkommt, 
so  ist  die  Curve  ebenso  lange  nicht  geschlossen. 
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Der  Fehler  ist  am  einfachsten  dadurch  zu  berichtigen,  dass  man 

setzt : 

w  =  sin«sinf/'(0 

Da  jedoch  alsdann  die  Coordinatc  im  Intervall  der  u  jeden  Wert 
zweimal  annimmt,  so  wird  der  Nachweis  erfürdcrlich,  dass  den  2  Wer- 
ten von  u  kein  Doppelpunkt  entspricht,  d.  h.  dass  nicht  gleichzeitig 
X,  y,  z  ihre  Werte  behalten,  wenn  mau  —  cosi*  für  cos 74  substituirL 
Die  2  Werte  von  x  haben  die  Differenz 

costt(3+cosi)/(0 

die  nur  für  m  ==  R  oder  «  =  3R  verschwindet.  Für  beide  aber 
fallen  die  2  Werte  von  u  selbst  zusamroeu,  so  dass  kein  Doppel- 
punkt entsteht. 

Ferner  ist  ein  Einwand  zu  untersuchen,  der  mir  mündlich  zu- 
gekommen ist.  Man  kann  nämlich  fragen,  ob  das,  was  von  der  Cnn-e 
als  Repräsentant  des  Bandes  nachgewiesen  ist,  sich  auch  auf  das 
körperliche  Band  anwenden  lässt. 

Wir  denken  das  Band  als  eine  Schnur  von  kreisförmigem  Quer* 
schnitt,  jene  Curve  als  ihre  Mittellinie.  Die  bisher  angenommene 
Undohnbarkeit  kann  hier  um  der  Biegung  willen  nicht  beibehalten 
werden.  Dann  ist  der  Factor  f{i)  liberflüssig  uud  sei  ^1.  Ausser- 
dem steht  einer  Torsion  der  Schnur  hei  unverändertem  Querschnitt 
dann  nichts  entgegen. 

Zuerst  ist  zu  fragen,  ob  die  Gestalt  der  Mittellinie  eine  Durch- 
dringung verschiedener  Teile  der  Scbrnir  zur  Folge  hat  Da  die 
Minima  der  Sehnen  zwischen  Punkten  der  Mittellmic,  die  durch 
endlichen  Bogen  getrennt  sind,  nnr  endlich  oder  null  sein  können, 
letzterer  Fall  schon  bei  der  Bestimmung  der  Mittellinie  ausgeschlossen 
ist,  so  kann  bei  hinreichender  Dünne  der  Schnur  eine  DurchdringBng 
nicht  eintreten.  Bei  Sehnen,  welche  zugleich  mit  dem  Bogen  ver- 
schwinden, ist  der  Fall  der  notwendigen  Durchdringung  nur  denkbar, 
wenn  der  Bogen  einen  Rückkehrpunkt  enthält.  Ein  Rückkehrpnnkt 
setzt  voraus,  dass  9«,  3y,  dzy  Bw  zugleich  verschwind en.  Für  c^w?— 0 
wird  cost*  =  0,  gleichzeitig  hiermit 

8a;  =»  +  i{d-\'€Qnt)du 

folglich  tritt  während  der  Variation  der  Curve  nie  ein  Eückkehrpunkt 
ein;  zu  Anfang  und  zu  Ende  derselben  ist  dies  schon  vorher  bekanuL 

Eine  zweite  Frage  ist,  ob  das  stetige  Angrenzen  der  Teile  der 
Schnur  während  der  Variation  fortbestehen  kann.  Die  Anordnung 
der   Körperelemente   zu  Anfang   und   zu   Ende   kann   man,   solange 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


Mhcellen,  425 

man  von  der  Schliessung  absieht,  so  denken,  dass  die  Schnur  aus 
unendlich  vielen  Fäden  besteht,  die  der  Mittellinie  parallel  sind,  und 
ihren  Abstand  von  derselben  nie  ändern.  Im  Artikel  XXIII.  ist  ge- 
zeigt, dass  eine  gleiche  Construction  auch  bei  4  Dimensionen  ftlr 
eine  beliebige  dreifach  gekrümmte  Curve  möglich  ist.  Lässt  man 
also  die  Anordnung  während  der  Variation  fortbestehen,  so  wird  das 
Angrenzen  der  Elemente  weder  longitudinal  noch  transversal  verändert 

Die  Anordnung  bedarf  jedoch  einer  Modification,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  Anfang  und  Ende  der  Schnur  fest  verbunden 
sind.  Ist  die  Mittellinie  ein  Kreis,  wie  sie  zuletzt  werden  soll,  so 
sind  offenbar  auch  alle  Parallelen  Kreise,  Anfang  und  Ende  jedes 
Fadens  fallen  zusammen.  Dass  auch  die  Parallelen  der  ursprüng- 
lichen Mittellinie  nach  zweiter  Erreichung  des  Querschnitts,  von  dem 
sie  ausgegangen,  in  ihrem  Ausgangspunkte  eintreffen,  ist  wenigstens 
kein  Grund  ersichtlich.  Ist  es  nicht  der  Fall,  so  ist  der  stetige 
Uebergang  aus  dem  ursprünglichen  Zustand  in  den  schliesslichen  un- 
möglich. Ja  sogar  der  Fall  ist  unzulässig,  wo  zwar  alle  Parallelen 
geschlossene  Curven  sind,  aber  erst  nach  einer  oder  mehreren  Win- 
dungen um  die  Schnur  ihren  Ausgangspunkt  wiedererreichen. 

Nehmen  wir  an,  dass  eine  vom  Punkte  (c,  q>)  ausgehende  Paral- 
lele zur  Zeit  t  nach  Durchlaufung  der  Schnur  in  den  Punkt  (c,  qp+^) 
fällt,  wo  ^  positiv  oder  negativ,  <  oder  =  oder  >  4R  sein  kann, 
so  lässt  sich  der  Endpunkt  durch  Rotation  des  Endschnitts  s  ^l 
um  den  Winkel  — 6  auf  den  Anfangspunkt  (c,  q>)  zurückführen,  und 
wenn  man  zugleich  allen  Querschnitten  eine  proportionale  Rotation, 

d.  h.  um  den  Winkel  — j    erteilt,  so  erhält  man  diejenige  tordirte 

Lage  der  Schnur,  in  welche  sie  kommen  muss,  wenn  sie  von  der 
circulären  Ringform  aus  bis  zu  der  Knotencurvo  deformirt  wird. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  anfänglich  gegebenen  Knotenform 
aus,  so  sind,  wenn  {xyz)  der  laufende  Punkt  der  Mittellinie,  (x^^z^) 
der  entsprechende  einer  beliebigen  Parallele  im  Abstand  c  ist,  die 
Gleichungen  der  letztern: 

a-ß  =  jc  -j-  cC-STcos  cp  —  -Xi  sin  (p) ;  etc.  (1) 

und  zwar  bedeuten  anfänglich,  also  im  Räume,  X  und  X^  die  Rich- 
tungscosinus der  Haupt-  und  Binormale,  g)  den  Torsionswinkel. 

Wir  müssen  nun  auf  den  Fall  Rücksicht  nehmen,  dass  eine  Pa- 
rallele einen  geschlossenen  Faden  nicht  repräsentirt  oder,  wenn  es 
der  Fall  ist,  mit  der  Mittellinie  im  Kettennexus  steht,  geben  also, 

wie  oben  gezeigt,  durch  Substitution  von  9^  —  y  ^ör  <P  ^üll^n  Normal- 
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schnitten  die  genügenden  Rotationen,  welche  den   AoscMass   ohne 
Eettenncxns  herbeiführt.    Dann  werden  die  Gleichungen  eines  FadecLS: 


,  =  z+tf  I  JTeosfqp  — y j  — Xjgiüf *p— jjj;  etc. 


m 


Dieselbe  Form  besteht  fort,  wenn  bei  der  Deformation  die  Mittel- 
linie in  4.  Dimension  ausweichend  rlreifacli  gekrümmt  wird.  Denn 
in  dem  cit.  Art.  XXIIL  ist  gezeigt,  daas  die  Parallele  einer  dreifacli 
gekrümmten  Cnrve  Gleichungen  von  der  Form  (1),  nur  mit  andrer 
Bedeutung  von  X,  JT,,  qtj,  hat  und  durch  Hinzufügung  eines  dem  Bo- 
gen proportionalen  Incrementea  zu  (p  in  eine»  die  tlrcüne  in  con- 
stantem  Abstand  umwindende  Curve  übergeht.  Die  Grösse  d  Ist  dann 
Function  der  Zeit  t  und  verschwindet  am  Ende  des  ganzen  Vorgangi» 

Betrachtet  man  jetzt  in  GL  (2)  *,  qp,  c  als  Parameter,  ao  wird. 
wenn  9  von  0  bi8  /,  tp  von  0  bis  4R,  c  von  0  bis  zum  Hadins  des 
Querschnitts  variirt,  für  jeden  Zeitpunkt  des  Uebergangs  der  durch 
(2)  bestimmte  Punkt  (^oyo-ü)  das  ganze  Volura  der  Schnur  erzeugen, 
und  die  raaterieli  identiselien  Elemente  die  ganze  Zeit  hindurch  in 
gleicher  Ordnung  auf  einander  folgen.  Hiermit  ist  auch  die  zweite 
Frago  erledigt  und  bewiesen,  dass  die  körperliche  Schnur,  als  dehn- 
bar and  tordirbar,  aber  mit  unvcränderliehcm ,  normal  bleibeudeui 
Querschnitt  gedacht,  die  Bedingungen  der  Knoteuauflösung  erfüllt 

R.  Hoppe. 


ZnrUckfUhmnir  der  volMändigen  Oleicfiuug  vierten  Uraftei 
auf  eine  reclproke  Gleichung  zweiten  Gradeü. 

Die  Gleichung  vierten  Grades  sei 


Hat  man 

Bo  erglebt  aich 
Setzt  man  in  Nr.  1) 


1  —  Ä*   1 

2)      y^  5 


3)    y 
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30  entstellt  uach  Fortscbafung  der  Nemner: 

IHese  Gleichting  nacb  x  geordnet  giebt 

a)  a:*-f-(M:*i — j -\ ^ [ ^- -^a 

Diese  Gleicbung  ist  mit  der  Gleichnug  Nr.  1)  identisch,  wena 

6)  4(2a+ö)  +  a»  — «*  — 4ä 

7)  2^+(«  — f*)ü        "  2c 

Am  6)  folgt: 

2*+y  =  — ^-| 

oder  W(3au  mau 

4ä  — a^  ^  il  setzt: 

Aus  Nr.  9)  uüd  7)  crgiobt  Bich 

^- Si — 

oder  wenn 

o^l  —  8o  ^  B  gesetzt  wird, 

10)   .  =  ^. 

Setzt  man  die  Werte  von  2*+©  und  n  ans  Nr.  9)  und  10)  in  Nr,  8) 
ein,  so  ergiebt  sich 

oder  geordnet: 

12)     t^^(2Ä--a^}^  +  U^-2aB  —  Ud)t*--B^  =  0. 
Aus  wdclier  Gleichung  i^  bestimmt  werden  kann. 
Aus  Nr.  2)  und  3)  bat  man: 

=^+^r"+^    -i±*   , 

oder 


x+v  2 
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14)     X-  =>  i(-(«TO  ±  V±  ^t-m^+v)  +  (a +  0*). 
Führt  man  für  v  und  2»+«^  di©  früher  gofundenen  Werte  ein 

15)      X  ^  {  (-  iaTt)  ±  \/±  ?i-^i!±^  -  2{t^^Ä)  4-  (a  +  f)») 
oder  nach  einer  einfachen  Umformung: 

=-  i(~(«±0  ±)/±    y  -«2_(2^_,,tjy 

x*  -  6aj8 + 12a;«  —  14a: + 3  =  0, 
^6  _  12«*+  432<« — 1600  -  0 ;     «»  =  4. 


Ist 

80  wird 


Die  Werte  von  x  werden 

2±-v/3    und    l±eV2. 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  vierten  Grades  eiini  reduelrte  \^ 
also  a  =  0  wird,  ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  Rcsolvent^  i*  =  4^ 
setzt 

16)  26+2&Ä*+(i»— 4d)««— c«  =  0    und 

17)  a;-  }(±2±|/T7-«*-2Äy 

Die  Gleichungen  Nr.  16)  und  17)  sind  dieselben  wiu  bei  der  Än- 
pöre'schen  Formel. 

Ich  füge  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Zerlegung  der  Glei- 
chung vierten  Grades  in  Factoren  zweiten  Grades  bei. 

Wenn 

x^'\-ax^-\-bx^'\'CX'-\'d  =  {x^'\-uX'\'p){x^-\^t^-\-q} 
ist,  so  muss: 

18)  tt+ü  =  a 
qu-\-j)v  =  e 

UV  =  b — (p+<z)  und   j>,q=^d  sein. 

Damit  die  Gleichungen  in  Nr.  18)  zusammen  bestehen  können^  moss 
die  Determinante: 

I    ap— c,        (p  —  q)^ 


19)      1      ,  , 


=  0 


sein,  alsdann  ist 
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20)  .*+a..+te»+«.+d  =  (x»+fcp+/')(x»-^f^+«). 

Setzt  man  in 

«*— 6a;3+12a;«  — 14«  +  3  =  0,   da  d  =  3.1 

/)  =  3   und  g  =  1, 

so  ergiebt  sich 

4     4 

—  8,    8       "' 
also 

a?*— 6a;»+12a;»— 14x+3  «  (a:«— 2a;  +  3)(a;»--4aj+l). 

Ist  die  Gleichung  vierten  Grades  reducirt,  also  a  =»0,  so  hat  man 
nach  Nr.  18)  und  19)  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die  folgenden 
Gleichungen: 

21)    (p — q)^(p+q—b)  «  c^  und  p.q^  d    oder 
((p  +  «)'-4p«)(p+3-ft)«c*. 
Setzt  man  |)-|-^  <»  «  und  beachtet,  dass  pq^  d^  so  erhält  man: 

22)    (««— 4d)(a  — 6)  =  c« 
oder  geordnet: 

23)    a'  — &a»— 4ti«+4Ärf— c2«0. 

Man  hat  alsdann 


24) 


a^+ba^+cx+d  ^  V**'"j7=r^^+^)v**+jS^*'^  V 


Ist  a  nicht  gleich  Null,  so  hat  man  wegen 

(ap  —  c)  (aq — c)  =  a^d  —  acz-^-c^ 

die  Kesolvente 

a^d'-acz+c*  «  (a«— 4cO(»— i) 

oder  geordnet 

2«  — J««+(ac— 4rf)«— a«rf+46d— c«  =  0. 

Kiel,  den  15.  Nov.  1879. 


Ligowski. 


LSsung  einer  Olasse  von  Aufgaben  der  Sphftrik. 

Es  seien  a,  &,  c  die  drei  Seiten  und  a,  ß^  y  ^^  entsprechend 
gegenüberliegenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  in  welchem 
gegeben  sind 
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a  +  a««2i4  a+a  ^  2A 

I)    ß-\.b  =  2B       oder       II)    ß+b  =  2B 

y  +  c  «  2C  y  — c  =  2C 

a+o«2il  a  — a=2^ 

oder    III)    ß'-br^2B      oder      IV)    ß  —  b^2B 

y—c^2C  y  —  c^^C 

so  setze  man 

im  Falle  I): 

A+B+C      n 
2 4+^ 

_  2V8in3c08U— ^)C08(^  — ^)  C08(C^^ 

^  cos  -4  cos  B  cosC 

tgg)  =  tg^cosS;    tgi?  =  tgÄcosS;    tg^  «  tgCcosf 

im  Falle  II): 

A+B+C_n 
2 =  4+^ 

2  l/sin  ^  sin(^  —  6)  8in(-B  —  d)  cos(C—  tf ) 


so  wird 


cos§ 


sin^sin^cosC 


so  wird 


tgC 
tg<p  =  sinStgil;    tgi|  =  sinjtgi?;     *«^  =  ^ 


im  Falle  III): 

A+B+C       n 
2 4 +^ 

^  2l/co8 3^os(^  —  ö)  cos{BS)  8in(C—  ^) 
^ ^  "**  sin-4  sin  -B  cosC 


so  wird 
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a  ^  q^  —  A  '      h  ^  fi-'B  *      c  =  C  — ^ 

im  Falle  lY): 

A-\-B  +  €       -_% 
2  '^^      4 

.  __  2ycöä"asin(a  — ^)smfd— B)sin(jf— €?) 

tffjl  iSLB  ta€ 

80  wird 

Zur  aügemeiüen  Eutwickelung  bedeuten   «,  i',  f"  drei  Werte, 
welche  entweder  +1  oder  —1  sind. 

Ist  nun  gegeben: 
J>  ß-j-ffl  =  2A  j    ß+i'b  -  2j?;    j'  +  ^''^  =  2€ 

m  set^e  man; 

femer: 

^  sina  ^_  sln6  sin<r  ^ 

•^  »in er       sin^       siny  "^ 

so  folgt  aus  2)  ttud  3) 

Nun  setze  mau  ans  2)  die  Werte  von  cf,  a,  ^,  £,  j^,  c  in  die  Cagnioli- 
sche  Gleichung 

cos  a  cos  Ä  cos  y  +  cos  ö  cos  i?  cos  ü  ^  sin  a  sin  ß  —  sin  a  sin  6 

so  erhält  man: 

(cos  -4  cos  B  cns  ^  cos  iy + sin  ^4  ain  B  sin  q?  sin  i7)cosÜco8  ^ 

—  (sin  j4  cos  jy  ain  90  cos  ij  -|-  cos  ^1  ain  B  cos  qp  ain  ?;)sinCsin^  = 

(sin  ^  sin  i?  cos  g?  cos  ij  -|-  cos^  cos  Bein  <p  sin  1/)  (  — ^ — ) 

+  (cos  A  sin  B  sin  ip  cos  ^  +  sin  A  cos  B  cos  ^  sin «?)  ( — k —  ) 

oder 
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l  +  tgAtgBtg(ptgri  —  (tgAtgtp^tgBt^7j)tgCige'  - 

tg^tgi^  +  tg<ptgiy/l-g6^        tgiJtgq^  +  tg^ltgt?  /1  +  gg^ 
cosCcos^         V     2     /    •"         cosCcos^         \     2     / 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  W^tU^  von  tgtp,  tg??,  tg^  aus  4) 
ein,  Bo  erhält  man: 

Es  ist  jetzt  zu  setzen  im  Falle: 


e  =  1 

e  =  1 

f    =  1 

e 1 

I)    «'-=1 

II)      £'=1 

III)     «■  =  -! 

IV)     s'  =  -l 

s"=l 

«"=  -  1 

«"=  -  1 

*"=  - 1 

Da  die  weitere  Behandlung  dieser  eijizolucn  FftUe  eine  ganz  ähülichc 
ist,  so  wird  es  ausreichen,  den  ersten  derselben  durchzuföhreB. 

Im  Falle  I)  erhält  man  aus  5)  die  Gloicbuug: 

oder 

Hieraus  folgt: 

(iS)'-!  =  ig^Aig^C+tg^Btg^Ü+\^Klt^^B-\-2tg^AtgiBtg'C 
_^^Jt^igBigC 


■  cos^  cmB  cosC 

Sei  der  Kürze  wegen  die  linke  Seitu  =  tg***^,  so  wird  nach  leichter 
Umformung: 

tg*^ .  cosM  cos^-ö  cos^C  =  (sinC  ±_  sin  ^1  sin  B}^  —  cos*^  cos^if 

Setzt  man  hier 


Digitized  by  VjOOQ IC 


^^         2  4 

80  erhält  man  entweder 

tg*|  cosM  co8^^  cos^C  =  4  sin  J  €0S  M  —  ^  cos(B  —  d)  cos  (€—  S) 
oder  ^  4  cos  ^  sin  (A  ~  ö)  shi  (ö  —  B)  sin  {vi  —  B\ 

Ans  d€X  ersten  Gleichung  folgt: 

2y  aii  ^cöä  {Ä  —  ^)  cos  (i*—  d)  cos  ( C—  ^) 


tg£-' 


cos  ^l  cos  iJ  cos  6' 


Die  zweite  Lösung  ist  zu  vorwerfen,  da  sie  auf  ein  Drcicrk  führt 
mit  den  Seiten  a,  b^  e  und  den  Winkeln  te  — o,  f?,  te  — y. 

Auf  dieselbe  Weise  lassen    sich    die   Lösungen  für  die    andern 
Fälle  herleiten-  MeiaseJ. 


Die  Suntine  gleichartiger  Potenzen  ¥ou  den  Worzoln  einer 

alg'ebrais^hen  Gleichnng^  ah  Function  der  Coeffieieaten  derselben 

Gleielniu^  und  umgekehrt.    (Neue  Methode  der  Ableitung). 

L    Bezeichnen  wir  die  Summe  der  Yariationen  rter  Classe  von 
den  Elementen  e^,  f^  -  —  ^»^  ^^^  ^V: 

bezeichnen  wir  ferner  die  Summe  der  Yariationen  rter  Classe  von 
deo  Elementen  £i,  f s  * . .  ft-^i,  €;+i  ...  in  mit  Kr,t:  so  haben  wir 
dann  die  IdeBtitSt 

n+i="i%«F*,^  (1) 

als  mathematischen  Ausdruck  des  Satzes,  dass  aus  den  Yariationen 
^tcr  Classe  die  VariatioDcn  (i-|-l)ter  Classe  gebildet  werden,  indem 
man  zu  jeder  Yariation  jedes  Element  setzt,  das  sie  noch  nicht  ent- 
hält.   Ferner  haben  wir 

V%^V\^+JnuVk-i.y,  (2) 

Wenn  nämlich  i«  als  1  ter,  2ter  ,  . .  ^-ter  Factor  zu  allen  Comploxionen 
von  Fjt_i,H  hinzugefügt  wird,  so  engtet en  die  Yariationen  Arter  Classe, 
welche  f«  enthalten.  Die  h  Complexionen  fcten  Grades  aber,  welche 
von  derselben  Complexionen    {k — l}ten  Grades  entstehen,    sind  ein- 

TmI  LXT.  äS 
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ander  gleich,  und  folglich  ist  ksuVk-i,u  gleich  der  Summe  der  Va- 
riationen Ä;ter  Classe,  welche  f«  enthalten.  Da  Vk,n  hingegen  die 
Summe  der  Variationen  Ä;ter  Classe  repräsentirt,  welche  das  Element 
£u  nicht  enthalten;  so  ist  die  Richtigkeit  von  (2)  klar. 


Aus  (2)  folgt 


Vk,u  =  Vk     —ksu  Vk-i,uy 
Vk^i,u  =  F*-i-(fc~l)f«F)k-2.t., 

Vk-2.u  «  F*-.2  — (A;-  2)BnVk^3,n 


Vermöge  dieser  Relationen  geht  (1)  über  in 

Fik+i  =  VkSBu—kVk-iSBu^+kik-^l)  Vk-.22:Bu^'-k{k^l)ik^2)  Vk-^2Bu* 
+  ...  +('-lMk-l)  ...  2.1  Ubu^^^  (3) 

II.    Betrachten  wir  jetzt  fi,  «^  •  •  •  f«  als  Wurzeln  der  Gleichung 

Da   Vr  '^  r !  Cry  SO  hat  man  als  Gonsequenz  von  Relation  (3) 

(A^fl)Q^+l  =  Ck2Bn-a-^i2Bu^+Ck--2i:Bu^- ... +i-l)^^tn^-^^> 

Schreiben  wir  nun  nach  einander  0,  1,  2  ...  ib  —  1  an  die  Stelle 
von  ky  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung  £bu^  =  2r  gesetzt  wird 

3G,  =  Ci2:i-C,2;,+  Zs 


oder 


£^  =  C^^i  — 2C2 


folglich 


Zi  =  C,2?i_i  — C8Ä-2+C32:*-8—  ...  +(— l)*-'ift 


2?» 


Ct 

1 

0 

0 

2C, 

«?. 

1 

0 

3C7, 

C, 

Q 

1 

kCk    Qk-1     C5k-2    ft-8  . 
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Ck=' 


k\ 


Et     Zt. 


0         0 

2         0 

£,       3 

Sk—2      2J»-3     . 

J. 

Farkas, 

Mittlerer  yerticaler  Druck  des  symmetrlsehcn 
Pendels  auf  seine  Axe. 

Ich  betrachte  hier  als  symmetrisch  ein  jedes  Pendel,  dessen 
sämmtliche,  zur  Axe  senkrechte  Schichten  ihre  Schwei*punkte  in 
einer  und  derselben  Ebene  der  Axe  haben. 

I.  Ist  Q  der  Abstand  des  Schwingungspunktes  von  der  Axe,  und 
bekommt  das  ruhende  Pendel  eine  momentane  horizontale  Winkel- 
geschwindigkeit w,  so  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwingungs- 
punktes Qw.  Setzen  wir  gw  =  V2as,  wo  a  die  Acceleration  bedeuten 
möge,  so  hat  das  Pendel  dann  bei  einem  Ausschlagswinkel  (p  die 
Winkelgeschwindigkeit 

0=  -l/2a{«  — p(l — cosgp)}» 

Ist  m  die  Masse  einer  unendlich  dünnen,  zur  Axe  senkrechten 
Scheibe  und  r  der  Abstand  des  Schwerpunktes  derselben  von  der  Axe, 
so  ist 

die  Fliehkraft  derselben,  deren  Richtung  mit  der  Geraden  zusammen- 
fällt, welche  vom  Schwerpunkte  auf  der  Axe  senkrecht  steht.  Die 
verticale  Gomponente  dieser  Kraft  und  des  Gewichtes  der  Scheibe 
sind  /cos  9  und  macos^go-,  folglich  ist  der  verticale  Druck  der  Scheibe 
bei  dem  Ausschlagswinkel  cp 


^  amr  / 
2—yQ0Bq>' 


MC089  + 


7na  C0S*q>, 


Der  verticale  Druck  des  ganzen  Pendels  ist  also 

q  =  2 (cos^H ^jcosgp-j-PcosV, 


28» 
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WO  P  offenbar  das  Gewicht  des  ganzen  Pendels  bedentet.    Ist  o  der 
Abstand  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Pendels  von  der  Axe,  so  ist 

aSmr  =  öP.     Schreiben  wir  noch  zur  Abkürzung =  »,    als- 
dann haben  wir 

g  «  2P  -  (cos  g>^u) cos  rp  -j- Pcos^(p  *). 
Die  Dauer  dieses  Druckes  ist 


Der  mittlere  verticale  Druck  Q  während  der  Zeit  i,  die  erforderlich 
ist,  um  zu  dem  Ausschlagswinkel  q>  zu  gelangen,  ist  gegeben  durch 

t 

folglich  haben  wir 

(1) 

Pa\/2     /*  y r-        .  P\/q    r     cos*a> 

Q  =•  -r  1/ —    /    COSa>Vco8qo+wrfqp+7  1/ ö"  /      /       ■         -cUp. 
t    r   agJ  ^'        ^^      "^^  tr   2a^    Vcos<p+u  ^ 

Dies  darf  auch  so  geschrieben  werden 

Pc      /*3 cos'y -f  2t^cos y  —  1  ,    j.~l/-?.    /*       ^^ 


0 
9> 


/*      sin^y 
VcosopH 


P(,-.)    ,  _::=.^^. 


tY^aQ  y      Vc08  9>  +  i 

wovon  man  sich  wohl  sehr  leicht  überzeugen  kann.    Femer  hat  man 

3cosV+2wcos(p  — 1  ^        ^  -  .        , r— , 

Vcos9+M 


dtp 


VcOS9  +  tt 

also 


-i/?^ 


*)  a  >  0,  da  im  Falle   a  :=^  0    die  verticale   Componente    des   Gewicht« 
coDBtant  P  ist. 
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(2) 

Q  =  P+— 1/— 8iii9)ycoß9>+tt \ ^    f  -j==^==:d(p 

^    t    r   aQ        ^^         ^^  iY^    J    i/cosgj  +  i«    ^ 

II.  Untersuchen  wir  jetzt  die  zwei  besonderen  Fälle,  wenn  näm- 
lich 8<C^Qy  s^^Q^  wo  im  ersten  Falle  das  Pendel  rahig  hin  und 
her  schwingt,  im  zweiten  aber  dasselbe  beständig  im  Kreise  hemm- 
länft. 

1.     Gesetzt  8<^q   und   zwar  «  =  ^(1— cosa),    so  hat  man 

?4  = =  —  cosa,  und  für  eine  halbe  Schwingung  erhalten  wir 


2  _p_p_^:z4  r 


sin*g) 


dfp. 


(3) 


"^^agJ    Vcos  9  —  cos  a 
Schreibt  man  sin^  «»  smösini);,  so  kommt 


Q^  «  P^4^P^—Jr  sin«^  J  sin«!/;  |/i  _  ginS?  ginS^  ^^ 

0 

oder 

Qi==P~2p(l-^)sin^X 

1.3  .  jDi    1/1\>3.5  .  .«    1/1.3\«5.7  .  M    1/1.3.5\*7.9    .  .« 
^^274^^^  2^2(2)  r6^^^'2-3to)  6r8^^'^'2-A25:6)  8IÖ^"^'2-  ' ' ' 

Aus  (3)  liest  man  unmittelbar  den  Satz: 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  ruhig  hin  und  her 
schwingenden  physischen  Pendels  ist  während  einer 
halben  Schwingung  kleiner  als  sein  Gewicht. 

Wenn  (>  =  tf ,  dann  wird  Qj  «  P,  das  ist:  ' 

Der  mittlere  verticale  Druck  des  ruhig  hin  und  her 
schwingenden  mathematischen  Pendels  ist  während 
einer  halben  Schwingung  gleich  dem  Gewichte  des- 
selben. 

2.  Ist  8  >  fe^  dann  findet  man  für  einen  halben  Umlauf  sehr 
leicht 
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2 


oder 


I2.3.4;  \2ä/  "^  '^^ 

Der  mittlere  vcrticale  Druck   des   bernmlatifendeD 

(  physischen  t»       ,    1      ■    .       .1.         s      -  1.    il 

\         ..  ..      ,  Pendels    ist    während    eines    nalbeii 

(  mathematischen 

TT     1      r       (  kleiner,  als  ,       n       *   u*   j  n 

Umlaufes  {     .  das  Gewicht  desselbeit 

(  eben  so  gross,  wie 

X  Farkaa. 


Reehenseheiim  fllr  die  Yerwandlang 
einer  Quadratwurzul  In  einen  Kctteubrueb, 

Die  Verwandlung  der  yi>  in  einen  Eettonbruch  beruht  der 
Hauptsache  nach  bekanntlich  darauf,  dass  der  Kadicaud  D  in  diT 
Form 

dargestellt  werden  kann.    Es  ist  nanükh  nur  nötig: 

Ott       =:  Öfi^l — r», 

einzusetzen.    Zugleich  gelten  dann  auch  die  Formeln: 
2aM  •=  9hÄ?h  ~  rn     und     a„ -1  +  ein  =  0«^», 

Für  n  =  1  sei  a^  die  grösste  in  ^  D  =^  V^öM-AA  enthaltene 
ganze  Zahl  a^  =  [V^]  ^J^d  9o  sei  immer  =  1* 
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Es  folgt  nun  aas: 

4-yz)+aH-i 
s« 

-*-+l  ^ 

für  xn  der  Wert: 

an 

a. 

439 


etc.  .  .  .  und  ergiebt  sich  somit  die  Entwickelang  einer  Quadratwurzel 
in  einen  regelmässigen  Eettenbrnch,  wenn  man  für  die  Elemente  k 
immer  die  grössten  in  den  Brüchen  enthaltenen  Zahlen  wählt,   also 

Ist  nämlich  -   ein  positiyer  echter  Bruch,   so   wird   ä^+i  >  0; 

sind  8k  und  on-i  positive  Grössen  und  letztere  ^oq,  so  gilt  das- 
selbe auch  für  dn^i  und  on- 

Denn  aus 

ao+«*-i  "=  SnÄn  +  C 
kann 

Oh-1  <idnkH 

geschlossen  werden,  weil  oq  >  * ;  ^o  ist  nämlich  entweder  >  8h  und 
dieses  >  s,  oder  dn  >  oo?  dann  aber  ist  kn  notwondift  =  1  und  nun 

muss  f  <1  ^0  sein,  weil  schon  on-i  ^  oq  vorausgesetzt  war.    Aus  der 

Ungleichung  on-i  <  8nArn  ergiebt  sich  a»(=  SnÄ^—oii-i)  als  positive 

Grösse  und  weil  -  >'  0,  muss  nun  auch  8nf  i  positiv  sein,  folglich 

2>^8n8n+l-=«n*<X> 

mithin  auch: 

Oh  <^  Oq. 

In  Bezug  auf  dn+i  ist  noch  zu  bemerken,  dass  es  <^  2ao,    aber 

n 

>  oq  — Oh  (=  2rn)  sein  muss,  denn  aus  a»-}-8i»4.i  <  oq  würde 

an^+(2anH-8H+l)8Hfi  <  V 
folgen.    Nun  ist: 
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also 


20«  =  dnhn  —  Tn 

und  das  stets  posiÜTe 

2oH+8n+l  >  8n, 

da  hn,  zam  Mindestens  =  1  ist,  folglich  mflsste  am  so  mehr 

D  =  aH*+3«-8»+i  <  oo* 

sein,  was  nicht  statt  hat. 

Aas  diesen  Relationen  lässt  sich  ein  neues  Bechonschema  fttr  die 
Entwickelang  einer  Wurzelgrösse  in  einen  Eettenbruch  aufstellen, 
welches  namentlich  bei  grösseren  Badicanden  bequem  ist,  indem  die 
Erhebung  der  Grössen  a  aufs  Quadrat  hier  unnötig  wird. 


y2>=.yao»+8o8i-flo 


Schema. 


8i 


2ao 


1» 


8, 


2a^ 

8,^ 


h\      83 


<H  =  («1— »'s) 
2as 
83«^ 


etc. 


nicht 
nie 


^1  ^t  »"s 

80  =  1,  82  =  8o  +  riA;i,  83  =*  8i-}-r2*2 

V-D=  {ao,J:i,  Ä?„  ÄJ3  ...  2ao  ...) 

Jedoch   ist   zu   beachten,   dass   die   Quotienten   k^^   k^   . 

K}  .&]■■•  "■'*"■' K-}[*¥^]  -  -^ ""  •> 

Null  oder  negativ  werden;  andernfalls  erhielte  man  einen  unregel- 
m&ssigen  Kettenbruch. 

Die  Divisionen  sind  so  lange  fortzusetzen ,  bis  ein  Rest  «  0 
wird,  dann  hat  man  entweder  die  halbe  oder  die  ganze  Periode;  im 
letzteren  Fall  erkennt  man  den  Abschluss  der  halben  Periode  daran, 
dass  zwei  auf  einander  folgende  Diyisoren  8«  und  8114.1  einander  gleich 
werden. 

Ans  den  Gleichungen,  welche  das  angegebene  Schema  reprfisen- 
tiren: 


8,  =  Z)«V 
d^^rJc^  +  1 

83  =  r^j+81 

84  — »•3Ä;3  +  82 

85  =  uK  +  ^^ 


2ao  =  ^ifh+^x 

2a,  =  8iÄ?i  —  »"i  =  82^2  -|-  rj  ■ 
2«,  «  ^^—r^  =  8sÄ:3  +  r3 
203  =  88Ä:s  — r3  =  84*4 +»-4 
2a^  «  dJe^—U  «  hh+^h 
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folgt  nämlich,  dass  die  Divisoren  8  und  die  Reste  r  sich  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  wiederholen  (letztere  jedoch  mit  entgegengesetzten 
Zeichen). 

1)  sobald  irgend  ein  r==0  wird 

etwa  rj  =  0,  so  84  «  Sg  und  falls  k^  =  k^  gewählt  wird 

also  r^  =»  —  rg,  dann  aber 

85  =  —  rjc^+^i  =  81    etc. 

2)  sobald    zwei    auf  einander   folgende   pivisoren 
gleich    sind 

etwa  83  =  84.    Nun  folgt,  falls  A?^  =  k^  gewählt  wird,  aus 

2ö8  —  88Ä3  — rjj  =»  88fcj  +  r4 

für  r4  der  Wert  —  rj,  also 

85  ■=  —  »"s^^s+S»  —  82    etc. 
Beispiel  1)    21  «=(4)^+5,    oo  =»  4,    8,  «  5,    80  =  1 


y21 


1 

3 

3 

1 

4 

2 

4 
—2 

j         316-2 

2 

—3 

11818 

y21  =  (4,  1, 1, 2, 1, 1,  8  .  . .) 

Beispiel  2)    29  =  (5)«+4,    oo  =  5,    9i  =  4,    8«  =  1 


y29  = 

5 

3 

2 

3 

5 

10 

8 

^     ^^ 

1 

5 

4 
5 

1          4 

6 

8 

2 

1 

— 1 

-2 

5 

mono 


y29  =  (5,  2,  1,  1,  2,  10  .  . .) 

Dass  die  Elemente  k  in  der  andern  Hälfte   der  Periode  in  der 
Tat  wieder  dieselben  werden,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge,  ergiebt 

sich  aus  dem  Satze,  dass  die  grösste  in       ^  —  enthaltene  Zahl  = 


der  grössten  in 


enthaltenen  ist. 
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Es  sei 


'a^-\-an- 


']=' 


dann  ist  k-' —  genau 


L    a.    j 


r^^-^i^ik.i 


es  kann  aber  nicht  >  k  sein,  da  wie  oben  gezeigt,  0^  — a«-i  <  9i« 
ist.    Mithin  ist  auch 


['i^i-'-f'^']- 


In  der  Theorie  der  reducirten  Formen  von  positiver  Determi- 
nante D  (vgl.  Dirichlet  Zahlentheorio  §  78)  beruht  das  Verfahren 
benachbarte  reducirte  Formen  zu  finden  daratif,  dass  der  mittlere 
Coefficient  on  einer  der  Form;  j  +  8„^j,  a«_i,  T^wl  benachbarten 
Form  so  zu  bestimmen  geeuclit  wird,   dasa  a^  ^  ö»_imod;8«  und 

«0—8n   <  On  <  CfoH-l    ißtj 

ö>i+i  wird  dann  ^  — ö — —* 

um 

Hier  ist  nun  sowohl 
als  auch 

durch  Einführung  der  Grösse  r«  bereits  bestimmt,  also  ersdieint 
jener  Algorithmus  vereinfacht. 

Wie  sich  aus  vorstehendem  Schema  die  Periodicität  und  Sym- 
metrie der  Teilnenner  k  ohno  weiteres  erkennen  Hess,  so  köimen 
auch  andre  hieher  gehörige  Sätze  mit  Hilfe  dieser  Relationen  be- 
wiesen werden,   z.  B,    der  Satz,   dass  p* — q^D^=^d   wird,   wenn 

-   ein  Näherungswert  des  Kettenbruchs  -^D, 

Beweis  mittelst  Schluss  von  n  auf  »+1, 
Es  gelte: 
[aoÄ?i...Ä;n-2][aoA;j...Aw3]  — [A^.,.fe„^a][i;i..J*«-s]I>  =  (— l)»-ä^-3 
und 

[a^k, ...  kn-ij'-ikt ...  kn-iyn  ^  (-ira«. 

Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  kn^  und  addirt: 
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nnd  ansserdem  das  2^»  fache  von  £,  worin 

E  =  [aoi,...fcH-i][ao*i-*«-2]  — [*i...«^-i][A,...*»-2]ö 
=  kn-i  (—  l)»-i  aH_4 + (—  1)«-»  a»_2- 
=  (-l)"-»o»_i 

ist,  so  erhält  man  links: 

K*,  ...*„]«-[*,  ...M*ö 
und  rechts: 

(-  l)-+Mo»-i  -  *»»aH+ 2*Han-i } 

=  (-l)"+M8«-i-*«*ö«+«r»(*H8»+r«))  =  (-l)«+»aH+i 

däs  ist  * 

Denkt  man  sich  die  Divisionen  des  Schema  für  2ao  auf  einander 
folgende  Radicanden  aasgeführt,  so  wird  man  die  Frage  nach  den- 
jenigen Radicanden,  für  die  eine  besonders  kurze  Periode  eintritt, 
leicht  beantworten  können,  doch  kann  dies  auch  ans  der  Relation 

gefolgert  werden,  welche  gelten  muss,  wenn 

VZ)  =  yV+^-  («0,  ^1,  h  ...  ^  2ao  ...) 
eine  Periode  von  n-{-l  Elementen  haben  soll; 

kn  ==  Ä^,      Äfn— 1  =  ÄJj    ... 

Königsberg,  den  4.  November  1879. 

Hermes. 


7. 

Heber  das  Cresetz  der  Säulen verjttngung. 

Schüleraufgabe. 

(Fig,  1.)  AB  sei  die  Axe  einer  Säule,  ABCD  ihr  halber  Längen- 
durchschnitt. Dann  gelten  nach  Vignola  für  die  einzelnen  Strecken 
dieser  Figur  die  Werte: 

J3C=18,    ilJ3  — 295-5 

DA  =  15,     BG  =  98-5  =  ^AB 
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(nach  einer  beliebigen  Einheit  gemesBon). 

Die  CorvB  CD  igt  nach  folgendem  Gesetze  gebildet: 

Die  Geraden  DF  und  CE  treffen  sich  nahczn  in  einem  Punkte 

0  der  in  G  aaf  AB  errichtotcn  Senkrechten. 

Ein  beliebiger  Strahl  des  Strahlenbü schab  vom  Mittelpunkte  O 
treffe  die  Axe  AB  in  X    Man  verlängere  OX  um 

ÄÄ'  =-  EC  ^  FD  =  19i, 

Es  ist  dann  X'  ein  Pnnkt  der  Begrenznngscurve  OD. 

Da  nun  DF  nnd  CE  die  im  ersten  Drittel  G  der  Säulenaxc  auf 
derselben  errichteten  Normalen  nicht  in  zwei  zusammen  fallenden 
Punkten  O,  sondern  in  zwei  getrennten  {DF  in  O^,  CE  in  O^) 
treffen:  kann  die  Aufgabe  vorgelegt  werden^  die  CoiBcidenz  der  Punkte 

01  und  Oj  herzustellen,  indem  von  oincm  der  gegebenen  Verhfiltniss- 
werte  Umgang  genommen  werde. 

Es  werde  zunächst  gefordert,  dass  statt  DA  —  15  ein  solcher 
Wert  gewählt  worde,  für  welchen  BF  und  CE  sich  in  einem  Punkte 
O  der  im  ersten  Drittel  G  der  Axe  errichteten  Normalen  treffen. 

Man  erhält  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  QBE 


BE  =  yi9i=^— 18»  =  7*0553368 
Femer  ist: 

GO-GE=^  SÜiBE 
Die  Rechnung  gibt: 

GO  =  233-2991 

Nachdem  nun  GO  heatimmt  ist,  würde  sich  DA  aus  den  beiden 
Dreiecken  DAF  und  GGF  mittelst  einer  büinadratischen  Gleichung 
finden  lassen.  Mit  Anwendung  der  regnla  falsi  gelangt  man  zu  dem 
Werte: 

DA=  15  1489, 

In  der  Praxis  emptlehlt  sieh  femer  unter  Beibehaltung  des  Wertes 
DA^  15  eine  Verachiobuug  der  Normalen  GO^  so  dass  die  Maxi- 
malschwelluüg  der  S&nle  nicht  genau  im  ersten  Drittel  ihrer  Höhe* 
sich  zeigt. 

(Fig.  2.)    Wir  erhalten  dann  den  Punkt  0,  wenn  wir,  dieWerte 

DA=lb,    DF^  CE^IB^ 
£C«18,    ^1J3=295  5 
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vorausgesetzt^  DF  und  CE  biB  zu  iUrem  Schnittpuiikt  O  ?ortäTigem. 
Setzen  wir  dann: 

UE  =  n,     GE  —  y, 

AF~^  p,     JTff  -=  j,     OG  -«  sc 

G  liegt  auf  der  Äxe  AB  und  ist  der  Fnsspunkt  doa  von  O  auf  die 
Axe  ^cfUllteü  Lotes,  liegt  also  akht  mehr  im  ersten  Drittel  der 
Sänlcnaxe.    Wir  haben  dann: 

u=  7  0553368 
1?-=  12- 1974496 
^+9  =  :^7G' 2472136 


Ferner  ist: 

*r 

X 

15 

0 

X  ^  18 
y^  u 

Die  Ellniiaaüon 

von 

^ 

gibt: 

ous 

^  6«?^ 

73a846978|r  -  35-2766840* 

Wir  haben  also  ^wei  Gleichungen  zur  BestimmuDg  von  y  and  z.    Ihrß 
Auflösung  gibt: 

tf  =    89-Ö4Ö44 

z  -  186-39877 
a:  =  229 -2267 

Es  wird  also: 

BG-=U'\-y~  96-9038. 


Wien,  December  1879. 


£mil  Hain. 


8. 
Uelier  den  Beliworpunkt  des  Tfer^ekä. 

Ans  den  von  Herrn  Nöggerath  über  diesen  Gegenstand  im  vorigen 
Höfte  des  Archivs  pag.  218.  ff.  mitgeteilten  Beanitaten  lässt  sich  eine 
interessante  Folgerung  ziehen. 

Bezeichnet  man  n&mlicb  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  des 
Vierecks  durch  ^i,  y^\  x^^  j^^j  %,  yy^  x^^  y^\  die  des  Durchschnitts- 
Punktes  der  Geraden,   welche  die  Mittelpunkte  gegenüberliegender 
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Seiten  des  Vierecks  verbinden,  mit  ^g,  t),;  und  endlich  die  des  Schwer- 
punktes mit  £3,  ^3,  so  hat  man  die  vier  Gleichungen: 

fo  =* 4  I       9«  —  4        -        » 

a^i+a^+«^8+a^4— gl.     »,      yi+y»+y8+y4  — ^1. 

welche  sich  in  folgende  zwei  zusammenziehen  lassen: 
Es  "  — 3 —     and      ^8  —  — 3 —  . 

oder  anders  geschrieben: 

3(E8  —  h)  «  E«  —  El     and     8(^3  —  t)^)  =-  l?»  —  ^1, 

woraus  sich  ergibt,  dass  in  jedem  Viereck  der  Durchschnitts- 
punkt der  Diagonalen,  der  Durchschnittspunkt  der  Ge- 
raden, welche  die  Mittelpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  verbinden  undder  Schwerpunkt  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  dos  er- 
sten und  dritten  Punktes  durch  den  zweiten  im  Ver- 
hältniss  von  3  zu  1  geteilt  wird. 


Bensheim,  August  1880. 


Dr.  Stell. 


Die  Anzahl  Sn  der  innerhalb  eines  nEeks  fallenden 
Sehnittpuukte  seiner  Diagonalen. 

Auflösung. 

/n\        n(n-l)(7i~-2)(n   -3) 
"^       V4;  1X2X3X4 

Beweis. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  sei  für  das  (n--l)Eck  Sn  i.  Be- 
rehnen  wir  die  Anzahl  der  für  das  nEck  zu  dieser  Zahl  neu  hinzu- 
kommenden Schnittpunkte 

«  =  Sn  —  5n-l. 

Ist  ABCDEF  ein  (n  — l)Eck,  N  das  nte  hinzugekommene  Eck, 
so  sei  NC  die  erste  von  iV ausgehende  Diagonale.    Diese  wird  von 
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allen  von  d  ausgehenden  Diagonalen,  also  mit  1 X  («  —  3)  Schnittpunk- 
ten durchschnitten. 

Die  zweite  Diagonale  NB  wird  von  Diagonalen  ans  C  nnd  D 
durchschnitten.  Es  fallen  aber  nur  yn  — 4  Schnittpunkte  in  die  Fläche 
des  nEcks  (NC  und  Bd)  kommen  in  Abrechnung.  Also  2(9}  — 4) 
Schnittpunkte. 

Die  dritte  Diagonale  NA  gibt  auf  dieselbe  Weise  3(n— -5) 
Schnittpunkte. 

Und  die  letzte  Diagonale  gibt  (n— •3)X1  Schnittpunkte.  Da- 
her ist 

x-lX(n-3)  +  2(n-4)  +  3(n-5)+...(n~3)Xl 

Nun  ist  aber 

l(n~l)-f-2(n-2)+3(n-3)+...+(n-2)X2+(n-l)Xl+n(n-n) 

-«V  rr«    n     5:„2_-!^!H:l)     n(n+i)(2n+i) 

=  «X-5:(n-l)~-S«    --^— ix2X3~~ 


^  n(n+l)(n~l)       /n+l\ 
1X2X3      '^V    3    ; 


So  ist 


lXn  +  2(n-l)+  ...  +nXl  =  ('*+^) 


eine  Formel,  die  man  auch  aus  der  Tabelle  aller  Combinationen  von 
(n-|~2)  Elementen  zur  dritten  Classe  ablesen  kann. 
Und 

Daraus  folgt 

^={"7')+(7V("7V-© 

Da  aber 

eine  Formel,  die  man  ebenfalls  aus  einer  Tabelle  aller  Combinationen 
von  n  Elementen  zur  mten  Classe  ablesen,  oder  aus  der  Formel 

(:)-t!)+W 

ableiten  kann,  so  ist 

Aschaifenburg. 

F.  Englert,  Gymnasialabiturient. 
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10. 
Neuer  Beweis. 

Wenn  für  alle  Werte  der  veränderlichen  Grösse  q>  die  Gleichung 
ao-j-aiSin(p-|-a2  8in2(;n+  ...  a^iSinngp  =  0 
stattfindet,  dann  ist  jeder  einzelne  Coefficient  a  gleich  Null. 

Setzt  man  g)  ==  0  in  oben  stehende  Gleichung,  dann  findet  man 
sogleich  oq  ==  0.    Für  alle  Werte  von  <p  gilt  also  auch 

ai8ing)+«2  8"i2g?-f- ...  onsinng?  =  0. 
Sei  nun 

0  <  <P,   <  gPg   .  .  .    <  qPm-l  <  TC 

Dann  ist 

sinp(pi{ai  sin  9>i + «2  sin  2(Pi  +  •  •  •  «»•  sin  ng)^)  (g>^  —  <;pj)  =  0 

smpq>i{a'iSm(p^-{-a^sm2(p2'\-  ...  on sin nq>2)ig>s — ^j»)  =  ^ 

8in;>g)m-i(aiSinqPm-i  +  a2Sin2g?m-i+  ...  an  sin  n(pm-iKn  —  tpm-i)  =-0 
Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  giebt  der  Grenzwert  für  unendlich 
zunehmendes    m  und    unendlich    abnehmende    Differenzen    g?^  —  ^i^ 


n 


(a^sin(p'\-a2Sin2q>'{-  ...  on sin ntp) sin pq)d(p  =  0 
o' 
woraus  folgt,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  <  oder  =*  n  ist: 


op  I  sin^ptp  d^  =  0     oder 


n 


Op .  ö-=  0,    woraus 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  wenn  für  alle  Werte  der  veränder- 
lichen Grösse  fp  die  Gleichung 

ao+öiCOSg?+^<5082g?-|-;aii»co8ng>  =«0 
stattfindet,  jeder  einzelne  Coefffcient  gleich  Null  ist. 
Dann  findet  man  auf  gleiche  Weise 

n 
I  (ao+%COS9  +  aaCOS2g)+  ...  On cos ng))cospg)ci9  •=  0 

woraus  folgt 

n 
Op  I  cos^pq>d(p  =-=  0    oder    op  =  0. 


0 


Utrecht,  2.  October  1880.  Dr.  W.  Kapteyn. 
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Litterarischer  Bericht 

CCLX, 


Lehrbücher j  Samnihingen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Baclistabenrcchnaag  und  Algebra  mit  zahlreichen 
UobuBgsaiifgaben.  Zorn  Gebrauch  an  Semiüariea  und  höheren  Lehr- 
anstalten, wie  aucli  znm  Selbstunterricht  bearbeitet  von  W,  Adam, 
KönigL  Scminarlchrer  in  Neu-Ruppin.  Zweiter  Teih  Knbische, 
biqnadratiscbe  nnd  höliore  Gleichnngeu  mit  rationalen  Wurzeln,  dio- 
phantischc  Gleichungen,  Logarithmen  und  Exponentialgleichungen, 
arithmetische  und  geometrische  Progressionen,  Zinseszius-  und  Renten- 
rechnung, Kettenbrücbe,  Kombination  sichre  und  Wahrscheinltchkeits- 
recbnung,  der  binomische  Lehrsatz,  Zweite,  vermehrte  und  ver* 
besserte  Auflage-    Nen-Rnppin  1B80.    Rud.  Petrenz,    279  S. 

Um  den  Auforderuugen  der  Realsebulen  zu  eutsprecheu,  hat 
(laut  Vorwort)  der  Verfasser  deu  zweiten  Teil  einer  vollfitändigen 
Umarbeitung  unterzogen  und  ausser  zahlreichen  Aendemngen  bedeu- 
tende Erweiterungen  eintreten  lassen.  Neu  anfgeuomraen  wurde  die 
Methole  der  Iiösung  kubischer  Gleichungen  durch  unendliche  Reihen 
und  auf  trigonometrischem  Wege,  sowie  die  Lösung  der  biquadrati- 
schen Gleichungen  nach  Cartesins,  Eulcr,  Ampere  u.  s.  w-  Zur 
leichteren  Auffindung  der  Wurzeln  bei  den  höheren  Gleichungen  im 
allgemeinen  dienen  das  Gesetz  der  Coefücienten  und  der  Lehrsatz 
des  Cartesins,  welche  ausführlicher  entwickelt  ftind;  desgleichen  die 
ebenfalls  neuen  Paragraphen  von  den  Grenzen  der  Wurzeln  und  von 
den  gleichen  Wurzeln  einer  Gleichung,  Die  Anwendung  der  Loga- 
rithmen ist  nun  auch  auf  die  Lösung  der  quadratischen  und  kubi- 
scheu  Gleichungen  ausgedehnt  worden;  hieran  schliesBen  sich  die 
Expouentialgleichnngon,  denen  gegenwärtig  ein  besonderer  Paragraph 

TtilLXT.    Bin  4.  I 
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gewidmet  ist.  Eine  beträchtliche  Erweiterung  haben  die  arithmeti- 
schen Progressionen  höherer  Ordnung  erfahren.  Aus  den  Anwen- 
dungen der  geometrischen  Progressionen  ist  die  Zinseszins-  und 
Rentenrechnung  herausgehoben  worden.  Eine  Lücke,  die  einer  grös- 
seren Verbreitung  des  Buches  hauptsächlich  entgegenstand ,  hat  der 
Verfasser  durch  Aufnahme  des  binomischen  Lehrsatzes  ausgefällt, 
dessen  Entwickelung  sich  auf  die  Combinationslehre  gründet 

Für  Lehrerbildungsanstalten  enthält,  infolge  der  angeführten 
Bereicherungen,  dieser  zweite  Teil  freilich  noch  mehr  als  früher  eine 
Menge  über  die  Sphäre  der  betreffenden  Bildungsstufe  hinausgehenden 
Stoff.  Doch  werden  den  gegenwärtigen  Inhalt  des  Buches  alle  die- 
jenigen willkommen  heissen,  welche  nach  dem  Abgang  vom  Seminar 
der  Mathematik  ferner  ihr  Interesse  zuwenden;  da  sie  nicht  so  bald 
gezwungen  sein  dürften,  das  ihnen  vertraut  gewordene  Buch  aus  der 
Hand  zu  legen  und  anderswo  Belehrung  zu  suchen;  ein  grosser 
Reichtum  wird  weniger  unangenehm  empfunden  als  zu  grosse  Dürf- 
tigkeit Zu  einer  grösseren  Sicherheit  auf  dem  Gebiete  der  Arith- 
metik und  Algebra  wird  die  um  ein  beträchtliches  vermehrte  Zahl 
der  Uebungsaufgaben  dienen.  H. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Algebra  an  Mittelschulen 
mit  circa  3000  Aufgaben.  Für  die  Hand  der  Schüler  bearbeitet  von 
J.  Prisi,  Sekundarlehrer,  derzeit  Oberlehrer  in  Oberhofen.  II.  Theil, 
1.  Heft.    Bern  1880.    K.  J.  Wyss.    198  S. 

Das  Buch  kann  nur  für  solche  Schüler  bestimmt  sein,  die,  nach- 
dem sie  bereits  in  den  Principien  aller  Zweige  der  Schulmathematik 
vollständig  unterrichtet  sind,  sich  weiter  mit  Mathematik  beschäftigen 
wollen,  ohne  damit  einen  ernsten  Zweck  für  wissenschaftliches  Sta- 
dium oder  praktische  Ausbildung  zu  verbinden.  Der  erste  Abschnitt, 
welcher  die  Anfänge  der  allgemeinen  Zahlentheorie  enthält,  ist  noch 
der  am  sorgfältigsten  bearbeitete  und  könnte  noch  allenfalls  als 
Ueberleitung  zum  Studium  angesehen  werden.  Er  lässt  an  exactem 
Ausdruck,  systematischer  Ordnung  und  sichtlichem  Fortschritt  nichts 
vermissen;  nur  ist  es  zu  verwundern,  dass  von  Schülern  von  Mittel- 
schulen ein  so  weites  Eingehen  auf  die  Theorie  erwartet  werden 
kann.  Das  wenige,  was  im  2.  Abschnitt  über  Functionen  gesagt  wird, 
ist  voll  Unklarheiten:  so  soll  z.  B.  das  Zeichen /(ar,  j^,  «)  ausdrücken, 
dass  x^  y  und  z  von  einander  abhängig  sind.  Die  übrigen  Abschnitte, 
Zerf&Uung  rational  gebrochener  Functionen  in  Partialbrüche,  Ketten- 
brüche, Auflösung  unbestimmter  Gleichungen,  Combinationslehre, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  arithmetische  Reihen  höherer  Ordnun- 
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gen,  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen,  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen,  goniometrische  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen  und 
die  kubischen  Gleichungen,  haben  das  gemeinsame,  dass  sie  mit  Be- 
trachtung specieller  Beispiele  anfangen;  in  diesen  aber  ündet  man 
manchmal  willkürliche,  resultatlose  Operationen  und  Transformationen, 
manchmal  die  mehr  oder  weniger  deutliche  Hinleitung  zur  eigent- 
lichen Aufgabe  und  Lösung,  manchmal  ausgesprochen,  manchmal  nicht, 
manchmal  besteht  die  Lösung  in  blossem  Probiren,  was  nie  gesagt 
wird,  manche  Begriffe  bleiben  unerklärt,  manches  Zahlenresultat  wird 
hingestellt,  man  sieht  nicht  wo  es  herkommt,  u.  s.  w.  Das  Ganze 
ist  voll  von  originellen  methodischen  Gedanken,  verrät  aber  nirgends 
einen  Hinblick  auf  diejenigen,  welche  daraus  lernen  wollen:  es  wird 
den  Schülern  ganz  überlassen,  jene  Gedanken  daraus  zu  abstrahiren, 
zu  verfolgen  und  in  die  rechte  Gestalt  zu  bringen;  wenigstens  wäre 
dieser  Gesichtspunkt  ganz  im  Einklang  mit  der  ausgesprochenen  Zu- 
mutung, dass  die  Leser  die  zahlreichen  Druckfehler  selbst  corrigiren 
sollen.  H. 


Ebene  Trigonometrie  mit  einer  kurzen  Geschichte  dieser  Disciplin, 
einer  Aufgabensammlung  und  erläuternden  Bemerkungen.  Für  Gym- 
nasien und  Realschulen  bearbeitet  von  Eugen  Bergold,  Professor 
am  Gymnasium  zu  Freiburg  i.  B.  Leipzig  und  Heidelberg  1880. 
G.  F.  Winter.    81  S. 

Die  vorausgehende  Geschichte  der  Trigonometrie  berichtet  nach 
Erwähnung  der  indischen  Sinustafeln  über  die  Mitwirkung  von  Hip- 
parch,  Menelaus,  Ptolemäus,  Albatenius,  Peurbach,  Regiomontan, 
fehaeticus,  Pitiscus,  Neper,  Byrgius,  Brigg,  Vlacq,  Euler  an  der  Ge- 
staltung der  Theorie.  Es  folgt  die  Goniometrie,  erst  des  spitzen 
Winkels,  entwickelt  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  die  allgemeine 
mittelst  der  Coordinaten,  wobei  die  Variation  der  Functionen,  ihr 
Vorzeichenwechsel,  auch  rücksichtlich  des  Winkelvorzeichens,  ein- 
gehend erörtert  wird,  dann  die  Anwendung  der  Logarithmen,  dann 
das  Additionstheorem  mit  Hülfe  eines  Kreisvierecks  mit  einem  Durch- 
messer als  Diagonale  nebst  allen  daraus  fliessenden  Relationen.  Die 
nun  folgende  Theorie  der  Dreiecksberechnung  enthält  auf  13  Seiten 
alles  notwendige  vollständig  und  reichlich.  Die  Aufgaben  sind  zuerst 
numerische,  die  sich  an  die  Theorie  anschliessen,  dann  solche,  welche 
auf  Stereometrie,  zuletzt  auf  Astronomie  Anwendung  machen.  Das 
Urteil  über  das  Buch  können  wir  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass 
es  tadellos  und  zweckentsprechend  wie  selten  eins  bearbeitet  ist  und 
vor  den  logischen  und  didaktischen  Fähigkeiten  des  Verfassers  die 
höchste  Achtung  erweckt.  H. 
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Leitfaden  der  Physik.  Von  Dr.  W.  von  Beetz,  ord.  Professor 
der  Physik  an  der  technischen  Hochschule  zu  München,  ord.  Mitglied 
der  k.  b.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mit  262  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.  Sechste  Auflage.  Leipzig  1880.  L.  Femau. 
300  S. 

Das  Buch  besteht  aus  482  Lehrsätzen  und  Erklärungen,  welche 
aus  den  exacten  Zweigen  der  Physik,  nämlich  Mechanik,  Wärmelehre, 
Elektricitätslehre,  Akustik  und  Optik  alles  für  Anfänger  wissenswerte 
in  guter  Ordnung  enthalten.  Beweise  werden  nicht  gegeben;  dagegen 
ist  durch  vollkommen  exacte  und  doch  leicht  verständliche  Wort- 
fassung in  allen  Stücken  für  Aneignung  richtiger  Begriffe  gesorgt, 
so  dass  die  ungenügende  Darstellung  in  zahlreichen  Lehrbüchern  in 
vielen  wichtigen  Punkten  dadurch  corrigirt  wird.  Ausserdem  fehlt 
es  nicht  an  Erläuterung  und  Anwendung,  Angabe  der  Experimente 
und  Apparate,  die  jedoch  nur  kurz  nach  ihren  wesentlichen  Stücken 
erklärt  sind.  Da  der  Standpunkt  mathematischer  Vorbildung  ein  sehr 
verschiedener  sein  kann,  so  ist  die  hier  gewählte  Form  eines  Leit- 
fadens für  den  Unterricht,  welche  die  Begründung  dem  Lehrer  ganz 
überlädst,  gewiss  vollkommen  gerechtfertigt.  H. 


Anfangsgründe  der  Naturlehre  für  die  unteren  Classen  der  Mittel- 
schulen. Von  Dr.  Jos.  Kr  ist,  Schulinspector  und  Gustos  des  k.  k. 
physik.-astronom.  Hofcabinets.  Zehnte  Auflage,  gleichlautend  mit  der 
durch  hohen  Ministerial-Erlass  vom  13.  Mai  1879,  z.  6476  appro- 
bierten neunten  Auflage.  Mit  213  Holzschnitten.  Wien,  1880.  Wil- 
helm Braumüller.    232  S. 

Das  methodische  Princip  dieses  Lehrbuchs  ist,  von  der  Erschei- 
nung auszugehen  und  durch  ursachliche  Erklärung  allmählich  zq 
einem  Einblick  in  die  Theorie  hinzuführen.  Zweck  eines  solchen 
Unterrichts  ist  Anregung  zur  selbständigen  Beobachtung.  Ohne 
Zweifel  wäre  es  eine  der  grössten  Leistungen,  wenn  Trieb  und  Be- 
fähigung hierzu  bei  einer  grössern  Zahl  von  Schülern  erzeugt  werden 
könnte.  Was  der  Unterricht  in  den  untern  Classen  voraussetzen  darf, 
ist  Trieb  zur  Nachahmung  und  unbedingte,  unterschiedslose  Willigkeit 
receptiv  zu  folgen.  Hierauf  scheint  in  der  Tat  die  Abfassung  des 
Buches  zu  bauen.  Die  Lehren  werden  in  pragmatischer  Form  ein- 
fach überliefert,  durch  den  sorgfältigsten  Ausdruck  ist  darauf  geachtet, 
dass  keine  andern  als  streng  richtige  Vorstellungen  und  Begriffe  ge- 
bildet werden,  und  die  wenigen  vorkommenden,  auf  niedriger  Stufe 
stehenden  Schlüsse,  deren  Bündigkeit  gewiss  kein  Schüler  einsieht, 
sind  gleichwol  tadellos  gefasst.  Eine  Ausnahme  davon  macht  nur  der 
wie  ein  Monstrum  unter  den  übrigen  dastehende  Satz:  Alle  Körper 
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sind  gleich  schwer  --  welcher  hier  als  voreiliger  Schluss  auftritt, 
dennoch  vom  Lehrhuch  sanctionirt  wird,  als  sollten  die  Schüler  er- 
mutigt werden  geistreich  sein  zu  wollen.  Wer  nach  Empfang  solcher 
Lehren  eher  Lehrer  wird,  als  er  Forscher  gewesen  ist,  behält  manch- 
mal —  davon  lässt  sich  ein  Beispiel  nennen  —  noch  im  hohen  Alter 
dio  Unfllhigkeit  über  den  Gegenstand  klar  zu  denken.  In  den  ersten 
5  Abschnitten  ist  die  Beobachtung  eine  ganz  oberflächliche,  im  Grunde 
nur  qualitative-,  es  ergibt  sich  aus  ihr  nicht  viel  mehr  als  die  Gegen- 
stände, auf  welche  die  Beobachtung  sich  richten  muss,  und  werden 
die  Namen  daftlr  aufgestellt.  Mit  dem  6.  Abschnitt  beginnt  der  Vor- 
trag von  vorn,  und  zwar  ohne  neuen  Wechsel  mit  gleichem  Masse 
von  Gründlichkeit,  Vielseitigkeit  und  Eingehen  auf  die  quantitative 
Bestimmung,  wie  es  bis  ans  Ende  durchgeführt  wird.  Es  werden 
von  da  an  behandelt  die  Mechanik,  Akustik,  Optik,  die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  der  Elektricität.  Auf  Chemie  und  Wärmelehre, 
welche  schon  vorher  hinreichend  ausführlich  besprochen  sind,  kommt 
der  Vortrag  nicht  wieder  zurück.  H. 


Dr.  Ludwig  Blum's  Gruüdriss  der  Physik  und  Mechanik  für 
gewerbliche  Fortbildungsschulen.  Verfasst  im  Auftrage  der  König- 
lichen Kommission  für  gewerbliche  Fortbildungsschulen  in  Württem- 
berg. Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage  bearbeitet  von 
W.  Dietrich,  Hilfslehrer  am  Polytechnikum  Stuttgart.  Mit  96  Ab- 
bildungen in  Holzschnitt.  Leipzig  und  Heidelberg  1880.  C.  F.  Win- 
ter.   162  S. 

Die  5.  Auflage  dieses,  mit  anerkennenswertem  Geschick  dem 
Mangel  an  Selbstdenken  durch  Specialisirung  zu  Hülfe  kommenden, 
und  doch  die  exacte  Fassung  nicht  vernachlässigenden  Lehrbuchs  ist 
im  241.  litt.  Bericht  p.  10.  besprochen.  In  der  neuen  Auflage  ist 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  stärker  betont,  und  des- 
halb ein  besonderes  kurzes  Capitel  über  dieselbe  am  Schlüsse  des 
Buchs  hinzugefügt.  Auf  die  Fortschritte  im  Bau  der  Wasser-  und 
Wärmemotoren  ist  Kücksicht  genommen.  H. 


Rechenhefte  für  die  Unterklassen  der  Realschulen  und  Gymna- 
sien und  die  entsprechenden  Klassen  höherer  Bürgerschulen.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  H.  Stier,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Chem- 
nitz. 1.  Heft:  Die  vier  Species  mit  unbenannten  Zahlen.  Zweite 
Auflage.    Chemnitz  1880.    Martin  Bülz.    39  S. 

In  grösster  Ausführlichkeit  und  Vielseitigkeit  wird  zuerst  das 
Zahlenschreiben  und  Zahlenlesen  durch  Fragen  der  mannichfaltigsten 
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Art  eingeübt.  Einfacher  ist  dann  die  Aufstellung  der  Beispiele  für 
die  4  Species,  gesondert  für  Kopfrechnen  und  Tafelrechnen.  Das 
Buch  scheint  ausschliesslich  für  den  Gebrauch  des  Lehrers  in  der 
Classe  bestimmt.  H. 


Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Goniometrie  und  ebenen  Tri- 
gonometrie. Zum  Gebrauch  beim  Unterricht  auf  höheren  Lehr- 
anstalten und  zum  Selbststudium  zusammengestellt  von  Professor  Dr. 
0.  Hermes.    Berlin  1879.    Winckelmann  u.  Söhne.    292  S. 

Das  Gegenwärtige  bildet  den  3.  Teil  der  „Sammlung  von  mathe- 
matischen Aufgaben".  Die  Aufgaben  verlangen  teils  numerische  Be- 
rechnung mit  Hülfe  fünfstelliger  logarithmischcr  Tafeln,  teils  Um- 
formung allgemeiner  Ausdrücke,  teils  Coustruction  nach  trigonometri- 
scher Rechnung,  teils  Beweis  gegebener  Lehrsätze.  Bezüglich  auf 
Goniometrie  kommen  zu  den  sich  hieraus  ergebenden  Aufgaben  hinzu 
goniometrische  Gleichungen  und  goniometrische  Lösung  algebraischer 
Gleichungen.  Bezüglich  auf  Trigonometrie  enthält  die  Sammlung 
zuerst  Fundamentalaufgaben,  dann  Berechnung  und  Coustruction  von 
Dreiecken  aus  mannichfaltigen  Daten,  dann  Aufgaben  über  Vierecke, 
dann  Erklärung  der  Tansversalentheorie  nebst  Aufgaben  darüber, 
dann  Anwendungen  auf  Maxiraa  und  Minima,  kubische  Probleme, 
Mechanik  und  Optik.    Am  Schluss  stehen  die  Resultate.  H. 

Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 
Für  den  Schulgebrauch  sachlich  und  methodisch  geordnet  und  mit 
Hülfsmittcln  zur  Bearbeitung  versehen  von  Dr.  J.  0.  Gandtner 
und  Dr.  K.  F.  Junghans.  Erster  Theil,  die  Anwendung  der  Pro- 
portionen nicht  erfordernd.  Mit  sechs  Figurcntafelu.  Vierte  Auflage^ 
herausgegeben  von  Dr.  K.  F.  Junghans.  Berlin  1879.  Weidmann. 
214  S. 

Voraus  geht  das  Verzeichniss  der  als  bekannt  angenommenen 
Grundsätze,  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  der  Elementargeometrie. 
Das  nächste  sind  dann  Folgerungen  aus  denselben,  welche  vom  Schü- 
ler durchzuführen  sind.  Sie  beginnen  mit  den  leichtesten,  und  zwar 
ist  diese  ganz  leichte  Art  ziemlich  zahlreich,  selbst  die  höchste  Stufe 
macht  noch  massige  Anforderungen ;  überdies  ist  der  Weg  der  Fol- 
gerung stets  angedeutet.  Der  Gesichtspunkt  ist  also  wol,  den  Minder- 
begabten zur  freien  Anwendung  des  Erlernten  Mut  zu  machen  und 
jeden  Vorwand  des  Zurückbleibens  auszuschliessen.  Ebenso  bilden 
die  Aufgaben  eine  ähnliche  Stufenfolge.  H. 
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Technik. 

Bewegliche  Modelle  aus  Stahlstäbchen  für  den  Unterricht  in  der 
höheren  Geometrie.  I.  Serie.  Von  Dr.  F.  Buka.  Berlin  1879. 
Winckelmann  n.  Söhne. 

Diese  Modelle,  welche  von  der  Verlagsbuchhandlung  geliefert 
werden,  stellen  die  durch  bewegte  Gerade  und  ihre  Schnitte  erzeug- 
ten Gebilde  nebst  deren  Variation,  in  Dimensionen  von  c.  30*^",  dar. 
Die  erste  Serie  enthält  folgende  5  Modelle.  I.  Zwei  projectivisch 
gleiche  Punktreihen  1.  Ordnung  mit  den  Verbindungslinien  homologer 
Punkte  zeigen  den  stetigen  Uebergang  aus  Parallelstrahlenbüschelu 
in  Parabeln,  hyperbolische  Paraboloide  und  gewöhnliche  Strahlen- 
büschel. Durch  Combiuation  des  Modelles  mit  einem  gleichartigen 
wird  ein  Rhombus  mit  2  zu  seinen  Seiten  parallelen  Scharen  Gerader 
hergestellt,  und  derselbe  durch  stetige  Bewegung  in  Parabeln  und 
Paraboloide  mit  beiden  Scharen  Gerader  —  darunter  gleichseitige  — 
übergeführt.  IL  Mit  Hülfe  zweier  projectivischen  Punktreihen  1.  Ord- 
nung und  der  Verbindungslinien  homologer  Punkte  erhält  man  in 
continuirlicher  Folge  Strahlenbüchel  1.  Ordnung,  die  verschiedensten 
Formen  von  Ellipsen  (darunter  den  Kreis),  von  einmanteligen  Hyper- 
boloiden und  Hyperbeln.  lü.  Eine  Punktreihe  1.  und  eine  zu  ihr 
projectivische  2.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  —  zum  Teil  in  stetiger  Folge 
—  verschiedene  prägnante  Formen  der  3  Typen  geradliniger  Flächen 

3.  Ordnung  (mit  ihren  Doppelgeraden)  und  den  Uebergang  derselben 
in  solche  2.  Ordnung.  IV.  Zwei  projectivisch  gleiche  und  gleich 
grosse  Kreise  zeigen,  jenachdem  sie  behufs  Verbindung  homologer 
Punkte  gleichstimmig  oder  ungleichstimmig  in  parallele  Ebenen  gelegt 
werden,  durch  stetige  Bewegung  1)  den  Uebergang  aus  dem  Parallel- 
strahlenbüschel  in  elliptische  Cylinder,  Rotationscylinder,  in  Botations- 
und  allgemeine  Hyperboloide  und  Kegel,  sowie  in  verschiedene  Flächen 

4.  Ordnung;  2)  den  Uebergang  aus  dem  Parallelstrahlenbüschel  in 
das  gerade  Kreiskonoid  und  verschiedene  andre  Arten  geradliniger 
FUchen  4.  Ordnung  mit  Doppelcurven,  endlich  in  eine  dem  Plücker- 
schen  Konoid  verwandte  Flächenfamilie  3.  Ordnung.  Die  Kreise  sind 
ferner  so  eingerichtet,  dass  sie  einander  wie  die  Glieder  einer  Kette 
umfassen  können.  Hierdurch  und  durch  Combination  mit  dem  pro- 
jectivisch ähnlichen  Kreise  aus  Modell  III.  erhält  man  weitere  Arten 
geradliniger  Flächen  3.  und  4.  Ordnung.  Aus  dem  Modell  lassen 
sich  weiter  Hyperboloide  mit  beiden  Scharen  Gerader,  durch  Combi- 
nation mit  Modell  I.  Hyperboloide  mit  berührenden  Paraboloiden 
(durch  Uebergang  aus  Cylinder  mit  Tangentialebene)  und  die  Schnitt- 
curven  einer  Ebene  oder  eines  windschiefen  Paraboloids  mit  Cylinder, 
Kegel  und  Hyperboloid  etc.  darstellen.    V.  Mit  Hülfe  einer  Schrauben- 
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linie  von  c.  4  Umgängen  können  die  verschiedensten  Arten  rechts 
und  links  geschränkter  windschiefer  (darunter  axialer)  Schrauben- 
flachen,  ihre  Selbstschnitte,  ihr  Schnitt  mit  einer  zur  Axe  normalen 
Ebene,  der  Schnitt  zweier  Schraubenflächen  von  gleicher  Axe  etc. 
gezeigt  werden.  —  Die  axialen  Schraubenflächen  lassen  sich  stetig 
in  einander  tiberführen. 

Auf  den  Stativen  der  Modelle  I.  bis  IV.  sind  Mechanismen  an- 
gebracht, welche  die  instructiven  Bewegungen  leicht  ausführen  lassen. 
Deren  Gebrauchsanweisung  ist  in  der  beigegebenen  Schrift:  ,JBe- 
schreibung  zu  Dr.  F.  Buka*s  beweglichen  Modelle,  L  Serie"  —  ent- 
halten. H. 


Neuere  Apparate  für  naturwissenschaftliche  Schule  und  Forschung. 
Gesammelt  von  M.  Th.  Edelmann,  Privatdocent  an  der  technischen 
Hochschule  und  Inhaber  des  physical-mechanischcn  Instituts  in  Mün- 
chen. IL  Lieferung.  Mit  10  lithographirten  Tafeln.  Stuttgart  1880. 
Meyer  u.  Zeller.    162  S. 

Die  I.  Lieferung  ist  im  253.  litt.  Bericht  S.  2.  besprochen.  Zu 
den  daselbst  aufgeführten  Apparaten  kommen  jetzt  hinzu:  Lamont's 
erdmagnetische  Variations-Instrumente,  Weber's  Erdinductor,  Appa- 
rate für  Bestimmung  der  Elasticitätsmodulo  und  des  Wänne-Ans- 
dehnungs-Coefficieuten,  Luftpumpe  und  ihre  Behandlung,  Apparat  zor 
Bestimmung  des  specifischen  Gewichts  und  der  Volumverändorung  der 
Gase,  Quadrantenelektrometer,  Wiedemann's  Galvanometer,  astasirende 
Magnete  nach  Hauy  und  du  Bois-Reymond.  H. 


Optik. 

Die  subjektive  Perspektive  und  die  horizontalen  Curvaturen  des 
dorischen  Styls.  Eine  perspektivisch  -  ästhetische  Studie  von  Dr. 
Guido  Hauck,  Professor  der  deskriptiven  Geometrie  und  Grapho- 
statik  an  der  Königl.  technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Mit  zwei 
Figuren-Tafeln.  Eine  Festschrift  zur  fünfzigjährigen  Jubelfeier  der 
technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.  Stuttgart  1879.  Konrad  Witt- 
wer.    147  S. 

Die  Schrift  gehört  nach  ihrem  ganzen  Inhalte  der  theoretisch- 
physiologischen Optik  an,  die  sie  jedoch  ausschliesslich  den  Gesichts- 
punkten und  Erfordernissen  der  darstellenden  Kunst  unterwirft.  Wir 
finden   darin  die  mathematische  Erklärung  der  Kegeln,  welche  sich 
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empirisch  aus  der  künstlerischen  Praxis  ergeben  haben.  Der  Ver- 
fasser rechnet  auf  manchen  Widersprach  gegen  seine  Aufstellungen; 
eine  Entscheidung  über  deren  Richtigkeit  kann  hier  nicht  gegeben 
werden;  es  genügt,  dass  sie  in  klarer  Weise  niedergelegt  sind.  Er 
fübrt  aus,  dass  ein  Bild  nach  reiner  Centralprojection  deshalb  als 
todt  nnd  wirkungslos  erscheint,  weil  es  der  wirklichen  Beschauuugs- 
weise  nicht  entspricht,  wo  das  Auge,  um  zuörst  die  bedeutungsvollen 
Linien  zu  verfolgen,  nicht  nur  central  gedreht,  sondern  auch  dem 
Bilde  parallel  verschoben,  und  um  nach  einander  die  Details  auf- 
zufassen, dem  Bilde  bald  .genähert,  bald  von  ihm  entfernt  wird.  Dass 
nun  für  eine  Darstellung,  welche  solchen  subjectiven  Anforderungen 
Rechnung  tragen  soll,  ein  exacter  Standpunkt  der  Theorie  unmöglich 
ist,  leuchtet  ein.  Es  mag  daher  genügen  die  Hauptgegenstände  zu 
nennen,  von  denen  die  Schrift  handelt.  Im  ersten  Teil  ist  enthalten : 
der  Mechanismus  der  Augcnbewegungeu ,  das  Innervationsgefühl  und 
die  Blickbahnen,  das  Listing'sche  Gesetz  und  die  Empfindung  der 
Geradlinigkeit,  Doppelauge,  Kopfdrehungen,  Augenmass,  die  subjectiv- 
perspectivischen  Curvaturen  und  das  CollinearitäiS-Bcwusstsein ,  das 
subjective  Anschauungsbild  und  die  Definition  der  Perspective,  das 
collinear-  und  conform-perspectivische  System,  das  conform-perspecti- 
vische  Bild  und  das  subjective  Anschauungsbild,  vergleichende  Kritik 
der  coUinearen  und  conformen  Perspective,  die  gekrümmte  Bildfläche 
(keramische  Bilder),  nebst  einem  Anhang  über  physische  und  psy- 
chische Formenfreude.  Der  II.  Teil  handelt  von  den  horizontalen 
Curvaturen  des  dorischen  Styls.  H. 


Astronomie  und  Meteorologie. 

Fluth  und  Ebbe  und  die  Wirkungen  des  Windes  auf  den  Meeres- 
spiegel. Von  Hugo  Lentz,  Wasserbau  - Inspector  in  Cuxhaven. 
Mit  44  Figuren  auf  9  Tafeln.  Hamburg  1879.  Otto  Meissner. 
230  S. 

In  der  historischen  Einleitung  werden  die  Ansichten  von  Strabo, 
Plinius,  Kepler  erwähnt,  die  Untersuchungen  und  Theorien  von  New- 
ton, Daniel  BernouUi,  Laplace,  Lubbock  und  Whowell  charakterisirt. 
Nach  Whewell,  d.  i.  nach  einer  Zwischenzeit  von  c.  40  Jahren,  ist 
das  Gegenwärtige  die  erste  umfassende  Arbeit  über  den  Gegenstand, 
daher  von  nicht  geringer  Bedeutung,  sofern  sie  die  grosse  Anzahl 
neuerer  Ergebnisse  enthält.  Die  Theorie  von  Newton  wird  ausführ- 
lich dargelegt;  alles  übrige  ist  eine  Verarbeitung  und  Zusammen- 
stellung der  vorhandenen  Küstenbeobachtungen,  geographisch  geordnet, 
nebst  Vergleichung  mit  der  Newton'schen  Theorie.  H. 
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Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe> 
matik  von  H.  C.  £.  Martas,  Professor  an  der  Königstadtischen 
Bealschule  in  Berlin.  Mit  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1880.    C.  A.  Koch.    348  S. 

Astronomische  Geographie  ist  dasselbe  wie  mathematische  Geo- 
graphie, nämlich  der  besondere  Teil  der  Astronomie,  der  von  der 
Erde  handelt.  Das  Buch  ist  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  und 
zwar  waltet  darin  der  pädagogische  Grundsatz,  dass  der  Schaler  die 
Wege  der  Ermittelung  aller  Resultate  kennen  lernen  und  die  Fähig- 
keit erwerben  soll  alle  Rechnungen  selbst  zu  vollziehen,  soweit  dies 
mit  Kenntniss  der  ebenen  Trigonometrie  und  einiger  hinzuzulernenden 
Sätze  aus  der  sphärischen  möglich  ist.  Die  Form  des  Vortrags  ist 
die  beschreibende.  Er  nimmt  in  jedem  Punkte  seinen  Ausgang  in 
Beobachtungen  und  Erfahrungen,  unter  denen  sehr  reichhaltig  die- 
jenigen vertreten  sind,  welche  jedermann  offen  stehen;  doch  werden 
auch  die  Instrumenta)  genauer  Messung  beschrieben  und  sind  abge- 
bildet. Die  Hauptabschnitte  sind:  der  Sternhimmel,  die  Erde,  ihre 
Kugelgestalt,  ihre  Grösse,  ihre  Bewegung,  nämlich  ihre  Umdrehung, 
dann  ihr  Umlauf,  endlich  das  Erdsphäroid.  Dass  wir  an  dem  Gegen- 
wärtigen ein  in  cxact  wissenschaftlichem  Geiste  von  einem  den  Gegen- 
stand vollkommen  beherrschenden  Verfasser  geschriebenes,  und  doch 
auf  die  Fassungskraft  der  Schüler  ganz  berechnetes  Lehrbuch  be- 
sitzen, ist  in  hohem  Grade  zu  schätzen.  H. 


Nautik. 


Beitrag  zur  Theorie  der  Stabilität  schwimmender  Körper,  Von 
H.  Schunke,  Marine-Ober-Ligcnieur.  Kiel  1880.  Paul  Toeche. 
B4  S. 

Der  Verfasser  nimmt  in  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Stabi- 
lität schwimmender  Körper  unmittelbar  alle  Bedingungen  auf,  welche 
für  die  Construction  eines  Schiffes  erfordert  werden.  Es  handelt 
sich  also  nicht  bloss  um  die  statische  Stabilität  in  der  Gleichgewichts- 
läge,  sondern  um  die  Bedingungen  sicherer  Fahrt  auch  bei  endlicher 
Entfernung  aus  derselben  und  bei  Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Die 
Stabilität  ist  dann  das  Drehungsmoment,  welches  ans  der  Schwere 
des  Schiffes,  dem  Auftrieb  und  den  äussern  Kräften  resultirt,  positiv 
im  Sinne  einer  Drehung  nach  der  aufrechten  Gleichgewichtslage  hin, 
wobei  die  Beharrung  noch  ausser  Betracht  bleibt  Diesen  Begriff 
bat  der  Verfasser  im  Anfang  vor  Augen,  wo  er  die  bisherige  Be- 
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baadlangsweise  der  Aufgabe  schlechthin  als  ungenügeud  bezeichnet. 
Doch  von  einem  so  umfassenden  Gesichtspunkte  greift  er  selbst  sie 
nicht  an.  Er  geht  nicht  nur  von  der  Stabilität  im  Gleichgewicht  aus, 
sondern  bestimmt  auch  diese  nicht  sofort  allgemein,  vielmehr  erst  in 
Bezug  auf  eine  in  der  Sjmmetrieebeno  liegende  horizontale  Axe,  dann 
mit  Berücksichtigung  der  Neigung  um  die  transversale  Axe.  Als 
Hauptziel  erscheint  es  nun,  den  Begriff,  die  Construction  und  den 
Satz  des  Metaceutrums  der  vorgesetzten  Aufgabe  gemäss  zu  erweitem. 
Die  Bearbeitung  schliesst  sich  zunächst  an  das  die  gewöhnlich  gel- 
tende Theorie  repräsentirende  Werk  von  Bouguet  an,  aus  welchem, 
nach  Definition  der  notwendigen  Begriffe,  Deplacement  (d.  i.  Raum 
des  verdrängten  Wassers),  Schwimmaxe,  Wasserlinie,  Neigungsaxe, 
Deplacementsschwerpuuktscurye  u.  s.  w.,  die  Resultate  in  Sätzen  zu- 
sammengestellt werden.  Nachdem  dann  der  erweiterte  Fall  eigentlich 
mehr  durchgesprochen  als  analytisch  behandelt  ist,  werden  Anwen- 
dungen auf  bestimmte  geometrische  Körper,  Prismen  von  kreis- 
förmigem, elliptischem,  rechteckigem  und  gleichschenklig  dreieckigem 
Querschnitt  gemacht.  Den  Schluss  bildet  eine  längere  und  eingehen- 
dere Besprechung  der  Aufgabe,  die  momentane  Lage  der  Neigungs- 
axe zu  bestimmen.  £s  werden  Meinungen  und  Resultate  von  Bouguet, 
Rankine  und  Ungenannten  aufgeführt,  das  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung für  die  geeignete  Untersuchungsbasis  erklärt,  und  ein  construc- 
tiver  Auffindungsweg  angegeben.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXVII.  1879—80. 
Serie  terza.    Transunti.    Volume  IV.    Roma  1880.    Salviucci. 

Der  Band  enthält  an  mathematischen  Abhandlungen  und  Noten 
folgendes. 

E.  Bertini:  Ueber  die  Congruenz  2.  Ordnung,  6.  Classe,  und 
1.  Gattung,  welcher  allein  eine  focale  Fläche  zukommt.  —  C.'Guidi: 
Ueber  die  graphische  Bestimmung  der  innern  Kräfte  in  einem  homo- 
genen an  den  £nden  unterstützten  und  einer  beweglichen  Belastung 
unterworfenen  Balkennetze.  —  Battaglini:  Ueber  die  elliptische 
Difterentialgleichung.  —  De  Gasparis:  Ueber  die  Variation  der 
Excentricität  der  Planetenbahnen.  —  G.  Celoria:  Ueber  einige  alte 
Sonnenfinsternisse  und  insbesondere  über  die  des  Agathokles.  — 
G.  Gautero:  Ueber  die  Bewegung  einer  Fläche,  welche  eine  feste 
Fläche  beständig  berilhrt.  —  De  Gasparis:  Ueber  die  Variation 
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der  Flächengeschwindigkeit  des  Mondes  relativ  zur  ErIö  infolge  der 
Einwirkung  der  Sorino.  —  G.  Yt^ronose:  Ueber  einige  bemerkens- 
werte Configuratioaen  von  Puukten,  Geradeu  uud  Ebenen,  Kegel- 
schnitten üud  Flächen  %  Grades,  —  A.  Bar  toi  i:  Uebcr  die  Gesetze 
der  galvanischen  Polarität.  —  Siacci:  lieber  einen  Satz  von  Jacobi. 
—  Brioschi:  lieber  eine  Classc  von  Diöereiitialgleichnugeu,  welche 
sich  durch  elliptische  Functioneo  iutegrireii  lassen.  —  De  Gaspa* 
ris:  Beweis  und  Anwendung  einer  ueuen  Formel  zur  Berechnung 
der  plauetarischeu  StOrnngeii.  —  G.  A-Maggi:  Ueber  die  Geschichte 
der  cylindrischcn  Funetiouen*  —  Ausser  den  Sit/ungsberichteu  und 
Artikeln  aus  verschiedenen  andern  Wissenszweigen  enthält  ferner 
die  Zeitschrift  fortlaufende  Publications Verzeichnisse  und  meteorolo- 
gische Beobachtungen.  H. 
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Sechsstellige 
log^arlth^-trlg^onom.  Tafeln. 

Vun  Dr.  €•  BREHIIKER.       7.  reridirtc  Aufluge.       A  JL     20  ^ 
Diese  asteliTsfeii  Tiifcln  gewahren  5ci  grdsserer  Slclierlielt  1 
u.  i^eringereni   Zeltanf  wantl  eine  gtmz  wesentliche  Erleichterung 
heim   Kechnen;    sie  t»iml  dcshiilh  von  Männern  der   Wisäcnschnft  allen  [ 
liöliereii    liettraiistalteii,    teclmlftcheii   Instttnten,    In- 
geniearen,  Bannieifiteni  etc.  empfuhlen  wonUn.  Der  „Grosne  1 
Generaljitab  der  Prenss.  Anuee^*    hvnutzt  jetzt  nussciiücsslich  | 
diese  Tafeln,  — 

Micolaiselie  YerlagsbncliliandlnnK  in  Berlin. 
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